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Prélogo

El campo de la fisica moderna comprende temas que se han desarrollado desde, aproximadamente, el
comienzo del siglo. Estos desarrollos puedén ser un reto intelectual como, por ejemplo, €l efecto del tiempo
predicho por Einstein en su Teoria especial de la relatividad, o muy practicos, como los muchos dispositivos
basados en los semiconductores, cuya explicacidon se encuentra en la teoria de la banda de los sélidos.

De la tabla de contenido, se puede inferir la riqueza tematica de este libro. Cada capitulo consta de una
presentacion sucinta de los principios y la “crema” de un tema particular, seguida de un niimero importante
de problemas resueltos, que de una manera natural, desarrollan el tema e ilustran los principios. Los autores
estan convencidos de que los problemas resueltos son un valioso instrumento para el aprendizaje; éstos han
sido incluidos en orden de dificultad creciente, son cortos y precisos. A continuacidn, se incluye una seccién
de problemas suplementarios no resueltos, con sus respuestas, para que el lector pueda verificar su
comprension tedrica del tema estudiado.

Hemos partido del supuesto de que el lector ha tomado los cursos introductorios de rigor, y de que el
libro estd dirigido a estudiantes del nivel universitario intermedio, aunque hemos incluido algunos problemas
de mayor grado de dificultad. Aunque puede servir como suplemento de cualquier libro estandar de fisica
moderna, éste es suficientemente comprensivo para aprender en él los principios basicos de la fisica moderna.

Queremos hacer llegar nuestros agradecimientos a David Beckwith por su meticuloso trabajo editorial y
por el aporte que permitié mejorar la revisidn final del libro. Los errores son nuestros, y mucho agradecemos
que nos los hagan conocer. Finalmente, estamos muy reconocidos con nuestras familias por su enorme
paciencia durante el tiempo que nos tomo la preparacién de este trabajo.

RONALD GAUTREAU
WILLIAM SAVIN

Instituto Tecnolégico de Nueva Jersey.
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PARTE 1. La teoria especial de la relatividad

Capitulo 1

Transformaciones de Galileo

1.1 ACONTECIMIENTOS Y COORDENADAS

Empecemos por considerar el concepto de acontecimiento fisico. Elacontecimiento que puede ser el
golpe de un rayo sobre un arbol o el choque de dos particulas, ocurre en un lugar en el espacio y en un instante
en el tiempo. El acontecimiento particular puede ser determinado por un observador al asignarle cuatro
coordenadas: las tres coordenadas de posicién x, y, z, que miden la distancia desde el origen de un sistema de
coordenadas donde se encuentra el observador, y la coordenada del tiempo ¢, que el observador mide con su
reloj.

Consideremos ahora dos observadores Oy Q’. Supongamos que O’ viaja a velocidad constante v con
respecto a O a lo largo de su eje comun x-x’ (figura 1-1). Ambos observadores estin provistos de metros y
relojes, de tal manera que pueden medir las coordenadas de los acontecimientos. Supongamos, ademas, que
ajustan los relojes en tal forma que cuando pasen uno frente a otroen x = x’ = 0, lalectura en los relojes sea
t = t* = 0. Cualquier acontecimiento P tendra asociados ocho niimeros: las cuatro coordenadas (x, y, z, ¢)
asignadas por O y las cuatro coordenadas (x','y’, z’, t’) asignadas (al mismo acontecimiento) por O’.

Acontecimiento P: (x', ', ', [')
—— x, 9,28

«Y

Fig. 1-1

1.2 TRANSFORMACIONES DE LAS COORDENADAS SEGUN GALILEO

La relacion entre las medidas (x, y, z, 1) obtenidas por Oy las medidas (x’, y’, z’, t') obtenidas por O’,
para un acontecimiento particular, se encuentra examinando la figura 1-1:

I=z

X=x—-0ot y=y z

Ademas, en fisica cldsica se supone que:
=t

Estas cuatro ecuaciones se conocen como las transformaciones de las coordenadas segun Galileo.

1.3 TRANSFORMACIONES DE LA VELOCIDAD SEGUN GALILEO

Es interesante, ademdas de las coordenadas de un acontecimiento, considerar la velocidad de una
particula. Los observadores Oy O’ describiran la velocidad de una particula asignandole tres componentes,
asi: (u,, u,, ;) medidas por Oy (u,, u,, u]) medidas por O’
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La relaciéon entre (u,, U, u) y (u,, u), u;) se obtiene derivando con respecto al tiempo las
transformaciones de las coordenadas, segiin Galileo. Asi, de x’ = x — vt,

LA— gi’. = _d_ —_—n _({t_ = gi — 17 = -t
o= 2= Ly L ( 4 u)(l) ", —~ v
En total, las transformaciones de la velocidad, segun Galileo son

b _ .
u,=u —v u,=u u,=u

1.4 TRANSFORMACIONES DE LA ACELERACION SEGUN GALILEO

La aceleracion de una particula es la derivada con respecto al tiempo de su velocidad, por ejemplo
a, = du,/dt, etc. Para encontrar las transformaciones de la aceleracion segun Galileo basta derivar con
respecto al tiempo las transformaciones de la velocidad y tener en cuenta que ¢’ = t y v = constante, para
obtener

Para todos los observadores que se muevan con velocidad uniforme relativa, la medida de las componentes de
la aceleracion es la misma.

1.5 INVARIANCIA DE UNA ECUACION

Se dice que hay invarianciaenuna ecuacion cuando ésta presenta la misma forma al ser determinada por
dos observadores. En la teoria clasica se supone que las medidas de espacio y tiempo obtenidas por dos obser-
vadores estan relacionadas por las transformaciones de Galileo. Asi, cuando un observador determina una
forma particular para una ecuacion, pueden aplicarse las transformaciones de Galileo para esta formay
encontrar asi la forma para el otro observador. Si ambas formas coinciden, la ecuacion es invariante bajo las
transformaciones de Galileo. Ver problemas 1.11 y 1.12.

Problemas resueltos

1.1 Un pasajero de un tren que se mueve a 30 m/s pasa frente a un hombre que se encuentra en la plata-
forma de la estacion en ¢ = t' = 0. Veinte segundos después de que el tren lo pasa, el hombre de la
plataforma encuentra que un pajaro que vuela a lo largo de la via y en la misma direccion del tren,
esta a 800 m de distancia. ;Cudles son las coordenadas del pajaro determinadas por el pasajero?

Las coordenadas asignadas al pajaro por el hombre en la plataforma de la estacién son
(x,y,2,1)=(800m, 0,0, 205)
La distancia x’ del pajaro al pasajero, medida por éste, es
x'=x—or=800m - (30 m/s)(20 s) = 200 m
Por lo tanto, las coordenadas del pajaro determinadas por el pasajero son

(x,y,2,¥)=(200m, 0,0,205s)

1.2. Referirse al problema 1.1. Cinco segundos después de hacer la primera medicién de las coordenadas,
el hombre de la plataforma encuentra que el pajaro estd a 850 m de distancia. A partir de estos datos,
hallar la velocidad del pajaro (suponiéndola constante) medida por el hombre en la plataforma y por
el pasajero del tren.
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Las coordenadas asignadas al pdjaro, por el hombre de la plataforma, en la segunda posicién son
(Xz, Y2 22, tz) = (850 m, 0, 0, 25 S)
Por lo tanto, la velocidad u, del pajaro medida por el hombre en la plataforma es

Xy~ X - 850 m — 800 m
HL—t 25s—20s

U, = =+10m/s

El signo positivo indica que el pajaro vuela en direccion positiva del eje de x. El pasajero encuentra que, en la
segunda posicién, la distancia x; al pajaro es

x5= Xy~ ot =850m — (30 m/s)(25s) = 100 m
Asi, (x5, v}, 23, 15) = (100 m, 0, 0, 25 s5), y la velocidad u; del pajaro, medida por el pasajero, es

w27 % _ 100m—200m
W Y 255 —20s

=-20m/s

de modo que, para el pasajero, el pajaro se estd moviendo en la direccién negativa del eje x’. Notese que este
resultado esta de acuerdo con el que se obtiene de las transformaciones de velocidad, segan Galileo:

uy=u,—v=10m/s-30m/s= -20m/s

Una muestra de material radiactivo, en reposo en el laboratorio, emite dos electrones en direcciones
opuestas. Uno de los electrones tiene una velocidad de 0.6¢ y el otro, una velocidad de 0. 7¢, medidas
por un observador en el laboratorio. De acuerdo con las transformaciones clasicas de la velocidad,
(cual sera la velocidad de un electr6n medida en el marco de referencia del otro?

Sea O un observador en reposo, con respecto al laboratorio, y O’ un observador en reposo, con respecto a
la particula que se mueve con velocidad 0.6¢ (tomada en la direccion positiva). Entonces, de la transformacién
de la velocidad segin Galileo,

uy=u,—v=—07¢c-06c=—13¢

Este problema demuestra que, en transformaciones de Galileo, son posibles velocidades mayores que las de
la tuz, resultado que esta en oposicion con la teoria especial de la relatividad.

Un tren que se mueve a 60 mi/ h pasa frente a una estacién alas 12: 00. Veinte segundos mas tarde se
observa un destello sobre la via a una milla de la estacion, en la misma direccion en que se mueve el
tren. Hallar las coordenadas del destello, medidas por un observador en la estacién y por el
maquinista del tren.

La coordenada de tiempo medida por ambos observadores es

r=z'=(20s)(§é—o-‘:)—s)=%b-h

La coordenada espacial medida por el observador en la estacién es x = 1 mi. Y, para el maquinista del tren, la
coordenada espacial es

x'=x—ut=1mi—(60mi/h)(l+w h)=§ mi

Un cazador en tierra dispara un proyectil en direccién Noreste y hace blanco en un venado que se en-
cuentra a 0.25 millas del cazador. La velocidad del proyectil es de 1 800 mi/ h. Un aeroplano que vuela
hacia el Este, a una altura de una milla y con una velocidad de 600 mi/h, pasa exactamente sobre el
cazador en el instante en que éste dispara. Cuando el proyectil hace blanco en el venado, jcudles son
las coordenadas medidas por un observador en el aeroplano?
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Utilizando las transformaciones de Galileo,
0.25 mi
1800 mi/h

x' = x — vt = (0.25 mi) cos 45° — (600 mi/h)( 1.39 X 10~* h) = 0.094 mi
- y' =y =(0.25 mi) sen45° = 0.177 mi
Z=z—h=20~1mi=-Imi

=139x10"*h

=t=

Un observador en reposo con respecto a la tierra observa la siguiente colisién: una particula de masa
m,; = 3 kgque se mueve con velocidad u; =4 m/s a lo largo del eje x se aproxima a una particula
de masa m, = 1kg que se mueve con velocidad u, =—3 m/s a lo largo del eje de x. Después deun
choque frontal, el observador en tierra encuentra que m, lleva una velocidad # = 3 m/s a lo largo
del eje de x. Hallar la velocidad u} de m, después del choque.

momentum inicial = momentum final
my; + myuy = mut + myus
(3 kg)(4 m/s) + (1 kg)(—3 m/s) = 3 kg)ut + (1 kg)(3 m/s)
9kg-m/s= (3 kglut +3kg-m/s

Resolviendo, u? = 2 m/seg.

Un segundo observador O’, que se mueve con velocidad de2 m/s relétiva ala Tierray a lo largo de!
eje de x, observa el choque descrito en el problema 1.6. ;Cual es el sistema de los momenta determina-
do por O’, antes y después del choque?

Utilizando las transformaciones de velocidad segun Galileo,

up=uy,—v=4m/s-2m/s=2m/s
wy=t—v=-3m/s—-2m/s=—-5m/s
u}=ut-v=2m/s-2m/s=0
ut'=uf -~o=3m/s-2m/s=1m/s
(momentum inicial)’ = mu; + myuy = (3 kg)(2 m/s) + (1 kg)(—5m/s) = lkg- m/s
(momentum final)’ = muf + mud = (3 kg)0) + (1 kg)(1 m/s) = lkg.-m/s
Asi, como resultado de las transformaciones de Galileo, O’ también encuentra que el momentum se conserva
(pero con valor diferente del encontrado por O).

En un auto descubierto que viaja a 100 p/s, va un muchacho; éste lanza una pelota hacia arriba,
con una velocidad de 20 p/s. Escriba la ecuacién del movimiento de la pelota (dar la posicion
como una funcién del tiempo) vista (a) por el muchacho, (») por un observador en reposo sobre la
carretera.

(a) Para el muchacho en el auto, la pelota hace un recorrido en linea recta hacia arriba y hacia abajo, asi
Yy =uvot' + tatr> = (20 p/s)t'+ (32 p/sHt'2=20r — 1612
x'=2'=0
(b) De las transformaciones de Galileo, para un observador en tierra se obtiene

t={¢
x=x+00=0+1001 y=y=200—-162 z=2=0

Consideremos una masa atada a un resorte que se mueve sobre una superfice horizontal sin
rozamiento. Demostrar, a partir de las leyes de transformaciones clasicas que las ecuaciones de
movimiento de la masa determinadas por un observador en reposo con respecto a la superficie son
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las mismas que las determinadas por un observador que se mueve con velocidad constante, en la
direccion del resorte.

La ecuacidén del movimiento de la masa, determinada por un observador en reposo con respecto a la
superficie, es F = ma, o

2
_k<x-xo)=m§;;£ )

Utilizando las transformaciones de Galileo para determinar la ecuacién del movimiento encontrada por el
segundo observador

d>x _ d*’
x=x+ot Xg= xg+ ot’ — =
0 drr  d?
Sustituyendo estos valores en (/) se obtiene
, , dzxa
—k(x' = xp)=m— (2)

dr?

Puesto que (/) y (2) tienen la misma forma, la ecuacidn del movimiento es invariante bajo las transformaciones
de Galileo.

Demostrar que la ecuacién de onda electromagnética

¥ P P | o

x> 9y 922 ? o
no es invariante bajo las transformaciones de Galileo.

La ecuacién sera invariante si conserva la misma forma al ser expresada en términos de las nuevas
’

variables: x’, 3, z’, t’. De las transformaciones de Galileo, encontramos primero, que

o, A, Y s,
ox ot o oz
o ¥
dy oz 9x  dx
De la regla de la cadena y utilizando los resultados anteriores, tenemos
% _B¢ ox 9 ¥ 9 o 3 o _ B¢ P Pe
ax _ ox ox | 9 ox 9z ox = of ox  ox y axl  ax?
En forma andloga,
Vo _Pe  Be e
yr ¥y? 322 3z?
Ademas,
o __ e 0 Vo _Fe , To  ,0¢
T T ar ax'at’ ax?

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion de onda se obtiene

2 2 2 2 2 2
9 (e (e L ¥ 1 20_&_02ﬂ)=0
x?  wy?r 2t o at ax'dr ax?

Puesto que la forma de la ecuacién ha cambiado, se concluye que ésta no es invariante bajo las transformaciones
de Galileo.

La ecuacién de onda electromagnética se deduce de las ecuaciones de Maxwell de la teoria electromagnéti-
ca. Aplicando a las ecuaciones de Maxwell el procedimiento descrito aqui, encontramos que éstas no son
invariantes bajo las transformaciones de Galileo. Compare con €l problema 6.23.
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Problemas suplementarios

Un hombre (O’) se encuentra en la parte posterior de un vagén de plataforma de 20 pies de longitud que se
mueve a 30 p/s. El hombre detecta un destello en la parte delantera del vagén, dos segundos después de
haber pasado frente a un hombre (O) que se encuentra en tierra. Hallar las coordenadas del acontecimiento
determinadas por cada observador. Resp.  (x’, t') = (20 pies, 2 s); (x, t) = (80 pies, 2 s)

Un venado se aleja de un muchacho a una velocidad de20 mi /h. Elmuchacho persigue al venado a una velocidad
de 8 mi/h. ;Cudl es la velocidad del venado relativa al muchacho? Resp. 12 mi/h

Un tren se mueve con una velocidad de 80 mi/h y en su interior un muchacho lanza una pelota hacia adelante
con una velocidad de 20 mi/h. ;Cual es la velocidad de la pelota medida por un observador en tierra?
Resp. 100 mi/h

Un pasajero camina hacia atras a lo largo del pasillo de un tren, con una velocidad de 2 mi/h. Eltren se mueveen
un tramo rectilineo a 60 mi/h con respecto a tierra. ;Cudl es la velocidad del pasajero medida por un observador
en tierra? Resp. 58 mi/h

Un conductor que se encuentra en la plataforma de una via férrea sincroniza su reloj con el del maquinista que
viaja en la parte delantera del tren. El tren mide 1/4 de milla de longitud y viaja a 60 mi/h. Dos minutos después
de que el tren sale de la plataforma, el guardafrenos que viaja en el vagén de cola, enciende un cigarrillo. ;Cudles
son las coordenadas del guardafrenos, determinadas por el maquinista y por el conductor, cuando se enciende el
cigarrillo? Resp. (x',t)=(—1 mi, 2 min); (x, )= (13 mi, 2 min)

Un pasajero de un tren enciende dos cigarrillos con un intervalo de diez minutos entre uno y otro. El tren viajaen
linea recta con una velocidad de 20 m/s. ;Cudleslaseparacion espacial entre los dos acontecimientos, medida
por un observador en tierra? Resp. 12000 m.

Una esfera de 1 kg que se mueve hacia el Norte con velocidad de 3 m/s, efectia un choque perfectamente
elastico contra otra esfera idéntica que se encuentra en reposo. Después del choque ambas esferas se muevenalo
largo del eje Norte-Sur. Calcular, en el sistema de laboratorio, el momentum total antes y después del choque.
Resp. 3 kg-m/s

En el problema 1.17, calcular la energia total antes y después del choque. Resp. 4.5

En el probiema 1.17, calcular el momentum total antes y después del choque, medido por un observador que se
mueve hacia el Norte con velocidad de 1.5 m/s. Resp. 0

Para el observador del problema 1.19, ;cual sera la energia total antes y después del choque?
Resp. 2251

Repetir los problemas 1.19 y 1.20 para un observador que se mueve hacia el Este con velocidad de 2 m/s.
Resp.  5kg-m/s 37°al norte del oeste; 8.5 J

Una persona navega en un bote que se mueve hacia el Este, con una velocidad de 15 p/s. En el instanteen
que el bote pasa frente a un muelle, una persona alli ubicada lanza una piedra hacia el Norte. La piedra choca
con el agua 6 s mas tarde, a 150 pies de distancia del muelle. Hallar las coordenadas del punto de impactode la
piedra con el agua, medidas por la persona en el bote. Resp. (x, y, 1)= ( —90 pies, 150 pies, 6 s)

Consideremos un choque elastico, unidimensional, que se efectiia a lo largo del eje de x de un observador O.
Demostrar, a partir de las ecuaciones de transformaciones cldsicas, que la energia cinética también se conserva,
cuando esta determinada por otro observador O’ que se mueve con velocidad constante u a lo largo del mismo
eje de x.



Capitulo 2

Los postulados de Einstein

2.1 EL ESPACIO ABSOLUTO Y EL ETER

Una consecuencia de las transformaciones de la velocidad, segun Galileo es la siguiente: si un observa-
dor encuentra que una sefial luminosa viaja con velocidad c= 3 x 10° m/s, cualquier otro observador que
esté en movimiento con respecto al primero, determinara que la misma sefial luminosa viaja a velocidad dife-
rente de c. {Qué determina el sistema de referencia particular tal que si un observador estd en reposo con
relacién a este sistema pueda medir el valor de ¢ para la velocidad de la sefial luminosa?

Antes de Einstein se creia, en general, que este observador privilegiado era el mismo para el cual eran
validas las ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones describen la teoria electromagnética y predicen
que las ondas electromagnéticas viajan con velocidad ¢ = 1/Veu, = 3 X 10* m/s. El espacio que
estaba en reposo, con respecto a este observador privilegiado, se llamé “espacio absoluto”. Cualquier
otro observador en movimiento con respecto a este espacio absoluto, encontraria para la velocidad de la luz
un valor diferente de c. Puesto que la luz es una onda electromagnética, los fisicos del siglo XIX postularonla
existencia de un medio a través del cual se propagara la luz. Fue asi como se postul6 que el “éter” estaba
difundido en todo el espacio absoluto.

2.2 EL EXPERIMENTO DE MICHELSON-MORLEY.

Siexisteun eter entonces un observador sobre la Tierra y que se mueve atravésdeléter, notardun“viento
de éter”. En 1881, Michelson disefié un aparato con la sensibilidad necesaria para medir el movimientodela
Tierra a través del éter hipotético. El aparato fue perfeccionado por Michelson y Morley en 1887. Como
resultado del experimento, ningiin movimiento a través del éter fue detectado. Ver problemas 2.4,2.5y 2.6.

2.3 MEDIDAS DE LONGITUD Y TIEMPO—
UN ASUNTO DE PRINCIPIO

Un elemento comiin tanto en el resultado negativo del experimento de Michelson-Morley como del
hecho de que las ecuaciones de Maxwell sean validas sélo para un observador privilegiado lo constituye el
conjunto de transformaciones de Galileo. Estas “obvias” transformaciones fueron reexaminadas por Einstein
desde un punto de vista “operacional”. Einstein propuso que cualquier cantidad importante, en teorfas
fisicas, deberia tener, al menos en principio, un procedimiento bien definido mediante el cual se la pudiera
medir. Si no se pudiese formular tal procedimiento, la cantidad no deberia emplearse en fisica.

Einstein no pudo encontrar la forma de justificar operacionalmente la transformacién de Galileo ' = ¢;
es decir, que dos observadores puedan medir el mismo tiempo para un acontecimiento. En consecuencia, la
transformacién ¢ = ¢,y con ella el resto de las transformaciones de Galileo, fueron rechazadas por Einstein.

2.4 LOS POSTULADOS DE EINSTEIN

La idea que orient6 a Einstein, lo que el llamo6 Principio de la relatividad, consistié en que todos los
observadores no acelerados deben tratarse por igual en todos los aspectos, aunque se muevan (a velocidad
constante) unos con relacion a otros. Este principio puede formalizarse como sigue:

Postulado 1: Las leyes de la fisica son las mismas (invariantes) para todos los observadores que se
encuentren en sistemas inerciales (no acelerados) de referencia.
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Las leyes de Newton para el movimiento concuerdan con el principio de la relatividad, pero las
ecuaciones de Maxwell y las transformaciones de Galileo estdn en desacuerdo con €l Einstein no encontré
razones para establecer diferencias basicas entre las leyes de la dindmica y el eleciromagnetismo. De esto se
desprende su segundo postulado:

Postulado 2: La velocidad de la luz en el vacio medida por cualquier observador inercial es

c=1/Vegpo =3 X 108m/s

independiente del movimiento de la fuente.

Problemas resueltos

2.1. Supongamos que un reloj Besté localizado a una distancia L de un observador. Describa la forma de
sincronizar este reloj con un reloj 4, que se encuentra en el sitio del observador.

Detener el reloj Ben tp = L/c. Enviar una sefial luminosa hacia el reloj Ben el instante 7, = 0(medido
en el reloj A). Poner en funcionamiento el reloj B tan pronto llegue a él la sefial luminosa.

2.2, Una lampara de destellos se encuentra a 30 km de un observador. Este observaundestelloalal: 00
p.m. ;A qué hora se produjo el destello?

El tiempo necesario para que la sefial luminosa recorra los 30 km es

Por lo tanto, el destello se produjo1 X 10™4 s antes de la 1:00 p.m.

2.3. Una varilla se mueve de izquierda a derecha. Una cdmara fotogriéfica, frente a la cual se encuentra
una regla graduada estacionaria, es accionada cuando el extremo izquierdo de la varilla pasa frente a
la camara. Al revelar el negativo se encontré que el extremo izquierdo de la varilla coincidia con el
cero y el extremo derecho, con la division 0.90 m de la regla graduada. Sila varilla se moviaa 0.8¢ con
respecto a la cdmara, jcudl es la longitud propia de la varilla?

Para que la sefial luminosa procedente del extremo derecho de la varilla sea detectada por la cAmara, es
necesario que salga de la marca 0.90 m con una anterioridad dada por

ar=88 o _0H0M 3, 40-54

¢ 3x108m/s

Durante este lapso, el extremo izquierdo de la varilla habrd avanzado una distancia As* dada por (ver figu-

ra 2-1)
As* =0 Ar=(08X3X 108 m/s)(3 x 107%s) =072 m
v=038¢ v=08c
—_— —_—
—
AN~
100 50 0 50 100 50 0 50 100 150
{ 1 | | | 3 L 'l_l ; | | 1

- Y
as* (b) La sefial llega del extremo derecho y es
registrada por la cimara, con obtura-
(a) La seflal luminosa sale del extremo derecho. El dor abierto, junto con la seilal de la
obturador de la cdmara se encuentra cerrado. ! izquierda.
Fig. 2-1
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Por lo tanto la longitud propia de la varillaes L = 0.90 m + 0.72 m = 1.62 m. Este resultado muestra que la
determinacion de la longitud de una varilla en movimiento mediante una fotografia no proporciona su longitud
propia.

Supongamos que dos acontecimientos tienen lugar a distancias iguales de un cbservador. Si el obser-
vador define la “simultaneidad” de dos acontecimientos equidistantes asi: “Dos acontecimientos
son simultdneos, si las sefiales luminosas emitidas desde ellos llegan a mi al mismo tiempo”. Siguien-
do esta definicion demuestre gue la simultaneidad establecida por este observador no se cumple, en
general, para otro observador que se mueva con relacién al primero.

En la figura 2-2 se observa que si las sefiales luminosas llegan al observador (O) al mismo tiempo, llegaran
necesariamente en tiempos diferentes al observador (O’). Aunque las dos sefiales fueron emitidas de sitios
equidistantes de O, este observador, de acuerdo con la definicién anterior, no encontrar4 simultaneidad para
los dos acontecimientos, puesto que B ocurre antes que 4.

01

1
A~ <~ B

T T
% o

(b) La sefial Bllegaa 0.

(c) Las sefiales A y B liegan simultdneamente a O.

2.5.

Fuente @

(d) La sefial A4 llega a O".
Fig. 2-2

La figura 2-3 muestra un interferémetro de Michelson-Morley orientado de tal modo que su brazo

(A) sea paralelo al “viento del éter”. Demostrar que si el aparato se gira un dngulo de 90°, el nimero

de franjas AN, que cruzan la reticula del telescopio, es en primer orden de (v/c)?,
AN = 2 (Le+ 1)
Acz A B

(VIS II IS VIV

Espejo B

Viento del éter

B
v

v

Espejo A

/,,/
Wa

' NANNNNNRNNNNNNNNY

Telescopio

Fig. 2-3
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Para el brazo A, el tiempo que tarda la luz en llegar al espejo A se obtiene dividiendo la longitud /4 porla
velocidad de la luz, que segiin las transformaciones de Galileo es ¢ — v. Elrayo reflejado en el espejo A recorre
la misma longitud /4 , pero con velocidad ¢ + v . Por lo tanto, el tiempo empleado en el viaje de ida y regreso, a
lo largo del brazo A es

b /e
c-v cto  1-(v¥/cD)

Ly

Para viajar a lo largo del otro brazo, el rayo de luz debe estar dirigido de tal manera que el vector velocidad
resultante (velocidad con respecto al éter mas velocidad del éter con respecto al interferémetro) sea perpendicu-
lar al brazo A. Este valor de velocidad a lo largo del brazo /; tanto a laidacomo alregreso, es yc? — o2 porlo
tanto, el tiempo para el viaje de ida y regreso es

213 ,= 2[3/(‘
Vi =0t V1= (0?/0?)

Sisuponemos que v/c <1, lostiempos ¢, y 5 pueden obtenerse mediante una expansién de primer orden en
(v/c)* y tomar luego la diferencia de tiempos. Asi

2, (7 2 2, 2 )
L2+ & o — 1+ 2
c/ c? (4

tB=

2, —1g) 20 Igo?
+ CH

6=[A—IB%
¢ c? ¢

Abhora, al girar el interferémetro 90° / , y /5 se intercambian y la diferencia de tiempos sera

204, - |, Lot 2go?
5~ (L a) + 4V _ “s
¢ I 3

y el modelo de interferencia observado mostrara un desplazamiento de franjas de AN franjas, donde

AN = 6-8" _ c(6-98) - (g + Ig)d?
T A Ac?

Ty A son respectivamente el periodo y la longitud de onda de la luz,

Supongamos que la velocidad de la Tierra a través del éter sea igual a su velocidad orbital, esto es
v = 104 . Para un experimento de Michelson-Morley, en el cual los brazos del interferémetro
miden cada uno 10 m,con uno de ellos orientado en la direccion del movimiento de la Tierra a través
del éter, ;jcudl sera la diferencia de tiempo para las dos ondas de luz que viajan a lo largo de los
brazos?

Refiérase al problema 2.5.

210-%)*

= P (5m)=333x10-1
GxFmaC™ *

2 202
8%?(1,4"13)"“ —2‘03—(1‘-‘%13)

En el experimento original de Michelson-Morley, se utiliz6 un intecferémetro con brazosde [1 my
luz de sodio, cuya longitud de onda es de 5900 A. El e';(ﬁ;)?ﬁmento deberia revelar un desplazamiento
de franja equivalente a 0.005 franjas. ;Qué velocidad limite en la velocidad de la tierra respecto al éter
arrojaria un resultado nulo en el experimento?
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Segun el problema 2.5, el numero de franjas AN que cruzan la reticula del telescopio es

_ o _ 2h?

2(11 m)v?

0.005 = _
(5900 X 10~ m)(3 X 108 m/s)

Resolviendo,v = 3.47 X 10° m/s.

Puesto que la velocidad orbital de la Tierra es de 3 X 10* m/s, el interferémetro era lo suficientemente
sensible como para detectar este movimiento, sin embargo, no fue posible observar ningin desplazamiento de
franjas.

Problemas suplementarios

Repetir el problema 2.3 para el caso en el que la fotografia sea tomada cuando el extremo derecho de la varilla
pase frente a la camara. Resp. 0.183 m

En el instante en que el punto medio de una regla de un metro en movimiento pasa frente a una cdmara, ésta le
toma una fotografia junto con una regla graduada estacionaria, como en el problema 2.3. Si su velocidad
relativa a la camara es 0.8¢, jcual sera la longitud de la regla de un metro en movimiento, medida en la
fotografia. Resp. 2778 m

Con relacion al problema 2.4, si las dos sefiales llegan simultaneamente a O, jen qué orden aparecen los aconte-
cimientos A y B? Resp. A yluego B

Supongamos que la velocidad orbital de la Tierra 3 x 10* m/s, sea igual a la velocidad de la Tierra a través del
éter. Si la luz gasta ¢ , segundos para atravesar un dispositivo de Michelson-Morley de brazos iguales en
direccion paralela a este movimiento, calcular ¢l tiempo que emplea la luz para atravesar el dispositivo en
direccién perpendicular a este movimiento. Resp. (1-0.5%x107%:,



Capitulo 3

Transformaciones de las coordenadas
segun Lorentz

Las transformaciones de las coordenadas segiin Galileo no satisfacen el postulado 2 de la seccion 2.4.
Para lograrlo, Lorentz introdujo las siguientes fransformaciones de las coordenadas:

_XxX—o_ vt ’ 4 ’ ’
x' = ——— Y=y z
\/1 - (v*/c?) 1= (v*/c?)

Estas ecuaciones se refieren a los dos observadores de la figura 1-1. Las inversiones de estas ecuaciones dan
como resultados (ver problema 3.8)

=z (3.1)

r+Zx
’ ’ c2

V1-(0%/¢?) 1= (0%/c?)

En las ecuaciones (3.1) y (3.2), v es la velocidad de O’ con respecto a O a lo largo de su eje comin. El
signo de v es positivo o negativo, segiin que O’ se mueva en la direccién positiva o negativa del eje de x
respectivamente. Ademds, supone que ambos origenes coinciden en el instante de realizar el conteo del
tiempo; es decir ¢ =t =0 cuando x’ = x = 0.Nétese que las transformaciones inversas pueden obtenerse
del primer grupo de ecuaciones de transformaciones (3. 1), tan sélo con intercambiar las variables primadas
con las no primadas y tomar — v en lugar de v. Esto era de esperarse, puesto que ambos observadores se
encuentran en sistemas inerciales de referencia y, ademds, el observador O se mueve con velocidad — v con
respecto a O’.

z=7 3.2)

3.1 LA VELOCIDAD DE LA LUZ ES CONSTANTE

Supongamos que, en el instante en que Oy O’ vana la par (en ¢ = ¢’ = 0), se envia una sefial luminosa
desde su origen comin y en la direccién positiva de los ejes x-x". Si para O las coordenadas de espacio y
tiempo de la sefial estan relacionadas por x = ct, para O’, de acuerdo con (3. 1), estas coordenadas estardn
relacionadas asf

x' = X — vt = ct — ot - Ct[l—(v/c)] l"(U/C)
\ﬁ—(uz/CZ) Vl—-(vz/cl) V[l-(U/C)][l'i‘(U/c)] v 1+(u/c)

v v
t— —=x t— —ct
= c? - c? - /1 "(”/C)] 1 "(U/C)
W 272 27,2 V 1+ (”/C)
1= (/) VI=(*/c)  V[1=(o/)][1+(v/c)]
De lo anterior se deduce que para O’ la relacion entre las coordenadas de espacio y tiempo estd dada por

x = ¢l’, expresién que concuerda con el segundo postulado de Einstein. Nétese que para este acontecimiento
¢ # t, lo cual esta en completo desacuerdo con la suposicién de Galileo.

12
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3.2 LA INVARIANCIA DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL

Tal como se discutid en los capitulos 1 y 2, las ecuaciones de Maxwell de la teoria electromagnética no
son invariantes bajo las transformaciones de Galileo. Sin embargo, como lo demostré H. A. Lorentz (antes
que Einstein), estas ecuaciones son invariantes bajo las transformaciones de Lorentz. Ver problemas del 6.21
al 6.23.

3.3 CONSIDERACIONES GENERALES PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS
QUE INVOLUCRAN TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Cuando se plantea un problema de espacio-tiempo, el concepto clave que debe tenerse en cuenta es el de
“acontecimiento”. La mayoria de los problemas se refieren a dos observadores que miden las coordenadas de
espacio y tiempo de un acontecimiento (o acontecimientos). Con cada acontecimiento, estan asociados ocho
numeros: (x, y, z, t), asignados por Oy(x’, y’, z’, t') asignados por O’. Las transformaciones de las coordena-
das segiin Lorentz expresan las relaciones entre las coordenadas asignadas por O y las asignadas por O’

En muchas ocasiones, los problemas se refieren a la determinacién de intervalos de espacio y de tiempo,
o de uno de los dos, entre dos acontecimientos. En estos casos, una técnica 1til consiste en restar, una de la
otra, las transformaciones de Lorentz que describen cada acontecimiento. Por ejemplo, supongamos que el
observador O’ mide los intervalos de espacio y de tiempo entre dos acontecimientos A y By se desea obtener
el intervalo de tiempo entre estos mismos acontecimientos en el sistema de coordenadas de O. De la ecuacién
(3.2) se obtiene al restar ¢, de 14

_ (= 1)+ (o/ (x5 = X))
Vi-(v%/c)

Es posible determinar el valorde #3 — ¢, , puesto que todas las cantidades del lado derecho de esta ecuacién
son conocidas.

g =1y

(3.3)

3.4 SIMULTANEIDAD

Dos acontecimientos son simultdneos para un observador, si éste logra determinar que aquélios se
realizan al mismo tiempo. A la luz de la fisica clasica, cuando un observador determina que dos aconteci-
mientos son simultaneos y puesto que ¢’ = ¢ en transformaciones de Galileo, cualquier otro observador
también encontraria que los dos acontecimientos son simultaneos. No obstante, en fisica relativista, dos
acontecimientos que para un observador son simultineos, en general, no son simultdneos para otro
observador.

Supongamos, por ejemplo, que el observador O’ determina que los acontecimientos 4 y B son simult-
neos, es decir, que ¢, = 15 . Deacuerdo conla ecuacion(3.3), el observador O medira la diferencia de tiempo
entre los mismos acontecimientos, como

= (v/ ) (x5 = x)
V1= (0*/c?)

Si los dos acontecimientos se realizan en el mismo lugar, es decir, X3 = x, entonces serdn simultdneos para
O. Pero, si xp # x,, , los dos acontecimientos no serdn simultdneos para O.

Obsérvese que si los dos acontecimientos se realizan en el mismo lugar del espacio, cada observador
necesita solamente un reloj para determinar si son simultaneos. Ahora bien, si los dos acontecimientos estin
espacialmente separados, entonces, cada observador necesita dos relojes, sincronizados adecuadamente,
para determinar si son o no simultaneos,
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Problemas resueltos
3.1.  Calcular \/l — (v*/c?) cuando (a) v =10"%; (b) v = 0.9998c.

Para este calculo utilizaremos la expansién binomial

n(n—1) X

24 ...
3 +

A+ x)"=14nx+

(a) Reemplazando x = — 1074 yn= 1/2 en la expansion binomial y tomando solamente los dos primeros
términos por ser x demasiado pequefio, obtenemos

(1= 10"~ 1+ 1(~10%) = 1 — 0.00005 = 0.99995

(b) Vi— (v/¢?) =\ - (09998)* =1 - (1 — 0.0002)*
Para calcular (1 — 0.0002)” utilizamos la expansién binomial para obtener
(1 - 0.0002)°~ 1 — 2(0.0002) = 1 — 0.0004

Y reemplazando este valor en la expresion anterior, se obtiene
Vi- (v¥/c?) ~y1 - (1-0.0004) =y0.0004 = 0.02

3.2. Para un observador O un destello de luz sale del punto x = 100km, y=10km, z=1km en
t=5Xx10-4 5 (Cudles son las coordenadas x’, y’, z’, ¢’ de este acontecimiento, para un segundo
observador O’ que se mueve con respecto a O alolargodeleje comin x-x’, con velocidad de —0.8¢ ?

De las transformaciones de Lorentz

x—vt _ 100km—(-08x3x10°km/s)(5X 107*s)

X = =367 km

Vi - (v¥/¢?) 1 - (0.8)°

-0.8)(100 k
-2 5x 1045~ (B0 km)
2 3% 10° km/s
r= : = =128x10"4s
1—(v2/c?) - 1 - (0.8)?

y' =y=10km
Z=z=1km

3.3. Supongamos que una particula se mueve respecto a O’ con velocidad constante de ¢/2 en el plano
x’y’, de tal manera que su trayectoria forma un angulo de 60° con el eje x’. Sila velocidad de O’con
respecto a O es de 0.6¢ a lo largo del eje x-x’, hallar las ecuaciones del movimiento de la particula
obtenidas por O.

Las ecuaciones del movimiento determinadas por O’ son
’ ’ 4 ! c ’
X =ut = -;—(cos 60°)¢ y=ut = 3 (sen 60°)¢

Sustituyendo los valores de x’ y ¢ de la ecuacién (3.7) en la primera expresion, se obtiene
v

[ -5 X
_x-vo -;- (cos 60°) —_
V1= (v¥/c?) 1-(v?/c?)

x = (0.6c)t = % (cos 60°)(t - 9;— x)
x = (0.74¢)¢
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Sustituyendo los valores de y" y ¢’ de la ecuacion (3.1) en la segunda expresion, da

2 t —(0.6)(0.74 ¢
y=y= %(sen60°) = £ (sen60°) ——(——)-(———)-

1-(v2/c?) 2 Vi = (06)°

34. Un tren de media milla de longitud (medida por un observador en el tren) viaja a 100 mi/h. Dos
destellos de luz inciden simultdneamente en los extremos del tren para un observador en tierra. ;Cual
es la diferencia de tiempo en este acontecimiento para un observador en el tren?

= (0.30 ¢)t

Convirtiendo mi/h a mi/s

l1h

(100 mi/h)( o

)= 2.78 X 10~2 mi/s

Sean A y B respectivamente la incidencia del destello de luz en cada extremo del tren. De acuerdo con la
ecuacioén (3.3), para el observador en tierra se tiene

’ ’ v ’
(—t)+ pe) (x3 — x})

tB - tA =
Vi = (v3/¢)
2.78 X 1072 mi
(t— 1) + /S (0.5 mi)
6 (1.86 X 10° mi/s)

Vi—(v*/¢?)

Resolviendo t — t, =—4.02 X 10735, El signo menos indica que el acontecimiento 4 ocurrié después que B.

3.5, Para un observador O, dos acontecimientos estan separados en el espacio y en el tiempo por 600 my
8 X 107 s. ;Con qué velocidad debe moverse un observador O’ con relacién a O para que los acon-
tecimientos aparezcan simultdneos a O’?

Estableciendo la diferencia en tiempos de acuerdo con las transformaciones de Lorentz, obtenemos

(- 1) - '% (xz = x))
c

V1 = (v*/c?)

8x10’7s—2(———60Om )
c\3x108m/s

Vi — (v?/c?)

h—-n=

Resolviendo, v/c = 04.

3.6. Las coordenadas de espacio y tiempo para dos acontecimientos medidas por Oson x; = 6 X 10* m,
M=2=0m, ;=2x10"%syx,=12x10°m, y,=2,=0m, t, =1 X 107* 5. ;Cudl debe serla
velocidad de O’ con respecto a O, para que los dos acontecimientos aparezcan simultdneamentea O?

Efectuando la diferencia de tiempos como en el problema 3.5

(—1) - % (x; = x)

-t =
Vi - (v?/¢?)
(lx10_4s_2xlo_4s)_£ lelO“m—6><10“m)
o ¢ 3IX 108 m/s

1—(0v¥/c
\/____
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3.7.

3s.

3.9.

3.10.

311,

3.12.

LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD {PARTE 1
Resolviendo v/¢ = —1/2. Por lo tanto v estd en la direccién negativa del eje de x.

Refiérase al problema 3.6. ;Cual es la separacidn espacial para los dos acontecimientos medidos
por O’?

La separacién espacial, de acuerdo con las transformaciones de Lorentz, es
(xZ - x,) - U(tz - 1[)
V1 = (v%/¢?)

Del problema 3.6,v/c=—1/2 6 v= —15 % 10® m/s.

X3 — X} =

12x1 -6X -(-15%10® IX107%s—2x%x107%
xi—x’|=( *m-6x10*m)—(—-15 m/s)( $ s)=5.20><10“m

V1 -(-05)

Problemas suplementarios

A partir de las ecuaciones (3.7), obtenga los resultados (3.2).

Para un cbservador O’, un destello de luz incide en x' = 60 m, y' =2’ =0, = § X 10~¥s. Si O’se mueve res-
pecto a O con velocidad 0.6¢ a lo largo del eje de x, jcudles son las coordenadas de espacio y tiempo para la
incidencia del destello medidas por O? Resp. (x,9,2z,8)=(93m, 0,0, 2 X 1077 s)

Un observador O’ se mueve con velocidad de 0.8¢ respecto a O. Los relojes se ajustande tal maneraque f=t = 0
en x = x’ = (. Si para O un destellode luzsaleen x = 50 my ¢t = 2 X 107 5, ;cual es eltiempo de este aconte-
cimiento medido por 0’? Resp. 1.11x 1077 s

Refiérase al problema 3.10. Si un segundo destello apareceen x’ = 10 my ¢ =2 X 10~ " s para el observador
O’, ;cudl serd el intervalo de tiempo entre los dos acontecimientos medidos por O? Resp. 178 x10"7s

Refiérase al problema 3.11. ;Cual es la separacion espacial entre los dos acontecimientos, medida (a) por O’, (b)
por O? Resp. (a) 6.67 m; (b) 46.67 m



Capitulo 4

Medidas relativistas de Iongitud»

4.1 DEFINICION DE LONGITUD

Si un cuerpo esta en reposo respecto de un observador, su longitud se determina midiendo la diferencia
entre las coordenadas espaciales de los extremos del cuerpo. Como el cuerpo no estd en movimiento, estas
medidas pueden efectuarse en cualquier tiempo y la longitud asi obtenida se denomina longitud de reposo o
longitud propia del cuerpo.

Tratandose de un cuerpo en movimiento, el procedimiento es mas complicado, puesto que las
coordenadas de los puntos extremos del cuerpo deben medirse al mismo tiempo. La longitud del cuerpo se
define como la diferencia entre estas coordenadas.

Supongamos ahora que una regla orientada en la direucion del eje x-x’ estd en reposo con respecto a un
observador O’. Queremos saber como estan relacionadas las medidas de las longitudes obtenidas por los ob-
servadores Oy O’, cuando O’ se mueve con respecto a O en la direccién del eje x-x’ con velocidad v. Designe-
mos con A y B los extremos de la regla. De las transformaciones inversas de Lorentz, se obtiene

(xpg— x4) +o(ty — t)

V1 = (v?/c?)

La diferencia xp — x, = L, es la longitud (propia) de la regla medida por O’. Si las medidas x5 y x, son
obtenidas por O al mismo tiempo, de modo que f; — ¢, = 0, entonces la diferencia x5 — x, =L serdla
longitud de la regla medida por O. Por lo tanto

L= Lo\/l - (v¥/c?)

Puesto que Y1 — (v2/c?) < 1,entonces L < Ly, o sea que la longitud de la regla en movimiento obteni-
da por O esta contraida. Este resultado se conoce como la contraccion de Lorentz-Fitzgerald.

’ 1 o

iUna advertenciat

Es necesario aclarar la diferencia entre los conceptos de “separacidn espacial de las coordenadas” y
“longitud”. Un error comun en la solucién de problemas consiste simplemente en multiplicar o dividir un
determinado intervalo espacial por el término \/1 - (92 / cz) . Esta aproximacion es vdlida si se trata de
hallar relaciones entre longitudes, entendiéndose por “longitud” lo definido anteriormente. Sin embargo, si se
trata de un intervalo espacial entre dos acontecimientos que no tienen lugar simultaneamente, la respuesta se
obtiene utilizando la técnica de sustraccién de la seccién 3.3 y no multiplicando o dividiendo la expresion

espacial original por ‘/1 - (v*/c?) .

Problemas resueltos

4.1. (A qué velocidad debe viajar un cohete, para que su longitud se contraiga al 99% de su longitud de
reposo?




4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD [PARTE 1 .

De la expresion para la contraccion de la longitud,

£ =09=\I-(/c) 6 o=01dlc
0 .

Calcular la contraccion de Lorentz para el diametro de la Tierra (en el plano de la ecliptica) medido
por un observador O’ estacionario con respecto al Sol.

Tomando para la velocidad orbital de la Tierra el valor de 3 X 10°m/s y para el didmetro de la misma 7 920
mi, de la expresion para la contraccion de Lorentz se obtiene,

2
D = Do\l = (0*/c?) = (7.92 x 10° mi)\[— ( 3X 10t m/s ) ~(7.92 % 10° mi)(1 — 0.5 X 10~%)

3x10°m/s

Resolviendo, Dy— D = 3.96 X 10~% mi = 2.51 pul. Se observa que los efectos relativistas son muy pequefios a
velocidades de uso corriente.

Una regla de I m forma un angulo de 30° con el eje x’ medido por O". ;Cual debe ser el valor de la
velocidad v para que la regla forme un dngulo de 45° con el eje de x para un observador O?

Tenemos:
Lj=L'senf'=(1m)sen30°=05m L= L’ cos§ = (1m) cos 30° = 0.866 m
Debido a que la contraccion se presenta solamente en la direccion del eje x-x’,
L=L=05m L,= L;,\/l —(0*/c?) =(0.866 m)Y1 — (v?/c?)
Puesto quetan @ = L,/L,,
0.5m
(0.866 m)y1 — (v*/c?)

tand45° =1 =

Resolviendo, v = 0.816¢.

Refiérase al problema 4.3. ;Cudl es la longitud de la regla de | metro medida por O?

Utilizando el teorema de Pitagoras o, mas simplemente,

L
=2 o 05m _
L= a5 = sendse 0.707 m

El volumen (propio) de un cubo es de 1 000 cm3. Hallar el volumen medido por un observador O’ que
se mueve con velocidad de 0.8¢ respecto al cubo y en la direccion paralela a una de sus aristas.

El observador encuentra que una de las aristas del cubo paralela a la direcciéon del movimiento tien€ una
longitud contraida de

5w V1= (0/c) = (10 cm)V1 - (0.8) =6cm

Las longitudes de las otras aristas permanecen invariantes:

L=l =0=]=10cm

Por lo tanto,

V' =Ll = (6 cm)(10 cm)(10 cm) = 600 cny’
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Problemas suplementarios

Un aeroplano se mueve con respecto a tierra a una velocidad de 600 m/s. Si su longitud propia es de 50 m, ; en
cuanto aparece contraido para un observador en tierra? Resp. 1079 m

(Cual es la contraccion en longitud para un tren de 1/2 milla cuando viaja a 100 mi/h?
Resp. 5.58 X 107" mi = 3.52 X 1070 pul

Qué velocidad debe llevar un observador que sobrepase la Tierra, para que éstaaparezca como una elipse, cuyo
eje mayor sea seis veces su eje menor? Resp. 0.986¢

Un observador O’ sostiene una regla de | m la cual forma un dngulo de 30° con la direccion positiva del eje de x”.
O’ viaja en la direccién positiva del eje x-x’ con velocidad de 0.8¢ respecto al observador O. ;Cuales son la
longitud y el dngulo de la regla medidos por O? Resp. 0.721 m; 43.9°

Un cuadrado de 100 cm? esta en reposo en el sistema de referencia de O. El observador O’ se mueve con veloci-
dad de 0.8¢ respecto a O y en direccion paralela a uno de los lados del cuadrado. ;Qué area mide O?
Resp. 60 cm?

En el problema 4. 10, hallar el area medida por O’ si éste se mueve con velocidad 0.8¢ respectoa Oa lo largo de
una diagonal del cuadrado. Resp. 60 cm?

Repetir el problema 4.5 si O’ se mueve con la misma velocidad paralelamente a una de las diagonales del cubo.
Resp. 600 cm?



Capitulo 5

Medidas relativistas de tiempo

5.1 TIEMPO PROPIO

Si un observador, por ejemplo O, determina que dos acontecimientos 4 y Bocurren en el mismo lugar, el
intervalo de tiempo entre estos dos acontecimientos puede ser medido por O utilizando solamente un reloj.
Este intervalo de tiempo ?5 — t, = At,, medido por O con un solo reloj, se denomina intervalo de tiempo
propio entre los dos acontecimientos.

5.2 DILATACION DEL TIEMPO

Consideremos ahora los mismos dos acontecimientos A y B vistos por un segundo observador O’, el
cual se mueve con velocidad v respecto a O. El segundo observador determinara, necesariamente, que los dos
acontecimientos ocurren en lugares diferentes y, por lo tanto, tendrd que utilizar dos relojes sincronizados
adecuadamente para establecer la diferencia de tiempo ¢; — ¢; = At entre A y B. Con el fin de obtener la

relacion entre las separaciones de tiempo medidas por Oy O’, establezcamos la diferencia entre las trans-
formaciones de Lorentz para el tiempo

v
Aty — ? (xg — x4)

V1 - (v?2/c?)

Puesto que para O los dos acontecimientos ocurren en el mismo lugar, x; — x, =0, entonces

At =

Az,
V1= (v¥/c?)

Como V1 - v%/c? <1, Ar > At,, de tal manera que el intervalo de tiempo entre los dos acontecimientos
medido por O’ se encuentra dilatado (aumentado).

En el ejemplo anterior, hemos considerado el reloj en reposo con respecto a O. Al mismo resultado se
hubiera llegado al considerar el reloj en reposo con respecto a 0’. En general, un solo reloj mide un intervalo
de tiempo At Si este reloj se mueve con velocidad v respecto a un observador, éste encontraré que sus dos
relojes miden un intervalo de tiempo A¢ dado por

At =

At,

\/1 —(v¥/c?)
Ver figura 5-1.

La dilatacién del tiempo es un efecto real. Supongamos que en la figura 5-1 se colocan camaras fotogra-
ficas frente al reloj 2 y frente al reloj inico y que cada camara toma una fotografia en elinstante en que el reloj
tinico pasa frente al reloj 2. Cada fotografia mostrara lo mismo, es decir, que el reloj tinico ha avanzado Aty
mientras que el reloj 2 ha avanzado A¢, donde los intervalos Aty Aty estdn relacionados de acuerdo con la
expresion para la dilatacién del tiempo.

At=

20



CAP. 5] MEDIDAS RELATIVISTAS DEL TIEMPO 21
B4 y Y
—_— —_——
v Los relojes | y 2 v
avanzan Af
C L. El reloj tinico
Reloj tnico avanza Aty
@ ¥ @ 3
Reloj 1 Reloj 2 : Reloj 1 Reloj 2 x
(@ ®)

Fig. 5-1 Dilatacién del tiempo vista por un observador O

jUna advertencial

Es importante establecer claramente la diferencia entre la “separacion temporal” de dos acontecimientos
y el “intervalo propio de tiempo” entre dos acontecimientos. Si los observadores Oy O’ miden la separacién
temporal entre dos acontecimientos, que para ambos observadores tienen lugar en diferentes sitios, estas
separaciones temporales no se relacionan simplemente multiplicando o dividiendo por \/ 1-(v*/c?) .

5.1.

Problemas resueltos

El tiempo de vida promedio de los mesones p con velocidad de 0.95cesde 6 X 10~

6 s. Calcular el

tiempo de vida promedio de los mesones g en un sistema en el cual se encuentren en reposo.

El tiempo medido en un sistema en el cual los mesones . estdn en reposo es el tiempo propio.

to = (AOV1 = (v?/¢2

5.2.

= (6% 10~ s)Y1 — (0.95)* =1.87 X 105

Un aeroplano se mueve respecto a la tierra con velocidad de 600 m/s. Medido por relojes en tierra,

jcudnto tiempo transcurrird para que el reloj del aeroplano se atrase 2 microsegundos?

De la expresién para la dilatacién del tiempo,

At tierra =

At lerophno - aeroplano ~ At aeroplano
T 1-2x10"7
i / 6 X 10 m/s
3 3% 100 m/s

(2 X 10 'lz)AtﬁgmN At tierra — Al agroplano = 2 X 10-¢

Al o= 10 s = 11.6 dias

Este resultado indica la pequefiez de los efectos relativistas a velocidades comunes.

5.3.

Dos observadores Oy O’ se acercan el uno hacia el otro, con una velocidad relativa de 0.6¢. Si O

encuentra que la distancia inicial que lo separa de O’ es de 20 m, cuanto tiempo transcurrird, medido
por O, para que los dos observadores se encuentren?

Tenemos:

distancia 20m
velocidad 0.6x3x10°m/s

=111x10"%
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5.5.

S.6.

5.7.

LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD [PARTE 1

En el problema 5.3, jcudnto tiempo transcurrira, medido por O’, para que los dos observadores se
encuentren?

Los dos acontecimientos considerados aqui son: (A4)la posicién de O’ cuando Orealiza su medicién inicial
y (B) el encuentro de Oy O’. Ambos acontecimientos tienen lugar en el origen de O’ Por lo tanto, el intervalo de
tiempo medido por O’ es igualal ticmpo propio entre los dos acontecimientos. De las expresiones para la dilata-
cién del tiempo,

Aty = (Y1 = (0¥/c?) = (11.1x 1072 s)/1 — (0.6)* =8.89 X 10~% s

Este problema puede resolverse también mediante la contraccién de Lorentz, considerando que la
distancia inicial medida por O’ se relaciona con la distancia medida por O:

L= Loyl - (v¥/c?) =Q0m)Y1 - (0.6)° =16m

Entonces
ar=L o 16m 389 10-%s
v 06XxX3x108m/s

Los mesones pi tienen una vida media de 1.8 X 1078 s. Un haz de mesones pi sale de un acelerador a
una velocidad de 0.8¢. Clasicamente, ;qué distancia recorre el haz de mesones pi, hasta producirse el
decaimiento de la mitad de ellos?
Tenemos:
distancia = v At = (0.8 X 3 X 10 m/s)(1.8 X 1078 5) =4.32 m

Encontrar la respuesta para el problema 5.5 desde el punto de vista relativista.

La vida media para los mesones pi de 1.8 X 10~ %5 est4 calculada por un observador en reposo respecto al
haz. Para un observador en el laboratorio, la vida media se encuentra incrementada debido a la dilatacion del
tiempo y esta dada por

At -8
Al = 0 _ 18x10 S 3% 10~

Vi-(v¥/c®)  V1-(08)

Por lo tanto, la distancia recorrida es

d=vAr=(08x3x10°m/s)(3X1078s)=720m

Para un observador en reposo, respecto al haz de mesones pi, la distancia d, que éstos tienen que recorrer
es menor que la distancia d; de laboratorio, debido a la contraccién de Lorentz:

d, = dyl = (v3/c?) =dy1 - (08)" =064,

El tiempo transcurrido mientras se recorre esta distancia es

d 0.6d
P 6 18x107%s= !

Arg= —
" v 08X%3x10°m/s

Resolviendo, 4, = 7.20 m, lo cual coincide con la respuesta obtenida a partir de la dilatacion del tiempo.

Problemas suplementarios

Un dtomo decae en 2 X 107%s. ;Cual sera el tiempo de decaimiento medido por un observador en el laborato-
rio, si el &tomo se mueve con velocidad de 0.8¢. Resp. 3.33%1076s
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5.8. i Qué velocidad debera tener una nave espacial para que un observador que viaje en ella envejezca la mitad de lo
que envejece un observador en tierra? Resp. 0.866¢

5.9. Un cosmonauta tiene un plazo de 60 afios para visitar una galaxia que se encuentra a 160 000 afios luz de distan-
cia. ;Cudl debe ser su velocidad constante? Resp. v/c=1-(0.703x1077)

5.10. Una particula que se mueve en el laboratorio decae después de recorrer 3 m. ;Cudnto tiempo dura la particula
para un observador en el laboratorio? Resp. 125x107%s

S.11. (Qué tiempo dura la particula del problema 5.10 para un observador que viaje con ella?
Resp.  0.75x107%s



Capitulo 6

Medidas relativistas de espacio-tiempo

En los capitulos anteriores discutimos, mas o menos separadamente, las medidas relativistas de espacio

y de tiempo. Existen muchos problemas en los cuales estas medidas no pueden tratarse separadamente por
encontrarse intimamente relacionadas.

6.1.

6.2.

Problemas resueltos

Una regla de un metro se mueve en la direccién de su longitud, con velocidad de 0.6¢ respecto a usted.
{Cudnto tiempo tardara la regla en pasar frente a usted?

La longitud de la regla medida por el lector se obtiene a partir de la contraccion de Lorentz:

L=Lo\1-(v¥/c?) =(1m1-(0.6)° =08m

El tiempo necesario para que la regla pase frente a usted se deduce de
distancia = velocidad X tiempo
0.8 m = (0.6 X3 x 10 m/s) X Ar
At=444%x107%s

El tiempo que tarda la luz en llegar hasta nosotros, desde los puntos mds lejanos de nuestra galaxia es
10° afios. ;Seria posible que un ser humano, a velocidad constante, hiciera este recorrido en 50 afios?

Para un observador en reposo con respecto a la Tierra, la distancia recorrida por la luz en 10° afios es
dy= c(Af) = 10%

donde ¢ puede estar, por ejemplo, en mi/afio. Si este observador se mueve ahora con velocidad constante v
respecto a la Tierra, la distancia d que se recorre estd disminuida de acuerdo con la contraccién de Lorentz:

d = dog\1 — (v¥/¢?) =(10%)Y1 = (v*/c?)

El tiempo disponible para recorrer esta distancia es de 50 afios, por lo tanto

N 10°cy1 = (v%/c?)

=4
v=Ar T 50

Resolviendo,

% =y1-2.5 % 10-7 ~0.999999875

Asi, un ser humano que viaje a esta velocidad encontrara que al final de su recorrido habra envejecido 50 afios.

24
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Un mesén p con un promedio de vida de 2 X 107° s se crea en la atmésfera superior a una altura de
6000 m. En el momento de su creacion tiene una velocidad de 0.998¢ dirigida hacia la Tierra. ;Cuél es
la distancia promedio recorrida antes de su decaimiento, medida por un observador en tierra?
(Clasicamente esta distancia es

d=1v At =(0.998 X 3 X 108 m/s)(2 X 10~¢ $)=599m
por lo tanto, en promedio, los mesones p no podrian llegar a la Tierra.)
Medido por un observador en tierra, el tiempo de vida esta aumentado por la dilatacién del tiempo:
Ar = _2x107%s
Vi-(?/c®)  V1-(0998)

Aljierra = =31.6%x107%s

La distancia promedio recorrida medida por un observador en tierra, es
d=v At = (0998 X3 X 10 m/s)(31.6 X 10"¢5) = 9470 m

Asi, para un observador en general, el mesén u alcanza a llegar a tierra.

Consideremos un observador en reposo, con respecto a los mesones u del problema 6.3. ;Qué
distancia se acerca la Tierra al observador antes de que el meson p se desintegre? Compare esta
distancia con la que é] mide desde el punto de creacion del mesén p hasta la Tierra.

Para un observador en reposo, con respecto al meson p, la distancia recorrida por la Tierra es

d=10v Aty =(0998 X3 X 10°m/s}(2 X 107%5) = 599 m

La distancia inicial L, desde el punto de creacién del mesén p hasta la Tierra, se encuentra acortada de acuerdo
con la contraccion de Lorentz:

L= Loyl - (v¥/c?) =(6x 10°m){1 — (0.998)’ =379 m

Por lo tanto, el mesén . en general llegara a tierra para un observador en reposo respecto a él. Este resultado
concuerda con el del problema 6.3.

El piloto de una nave espacial, que viaja con una velocidad de 0.6¢, ajusta su reloj a las 12 p.m. enel
momento en que pasa frente a la Tierra. A las 12: 30 p.m. la nave pasa frente a una estacion espacial
en reposo respecto a la Tierra. ;Qué hora es en la estacion al paso de la nave?

De la expresion para la dilatacién del tiempo,
Alnavc - 30 min

estacion \/r— (02/02) \[l — (06)2

Consecuentemente, en la estacion espacial son las 12:37.5 p.m.

= 37.5 min

At

En el problema 6.5, jcual es la distancia de la Tierra a la estacion espacial medida (a) por el piloto;
(b) por un observador en la Tierra?

(a) distancia = velocidad X tiempo = (0.6 X 3 X 108 m/s)}(30 min X 60 s/ min)
=324X10"m

(h) distancia =velocidad X tiempo = (0.6 X 3 X 108 m/s)(37.5 min X 60 s/ min)
=405x 10" m

En el momento en que la nave de los problemas 6.5 y 6.6 pasa frente a la estacidn espacial, el piloto
envia a la Tierra una sefal de radio. ;Cuando se recibe enla Tierra esta sefial, (a) para un observador
en la tierra; (b) para el piloto?

2- FISICA MODERNA
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(@) Para un observador en la Tierra,

distancia _ 4.05x10''m _ 1 min
velocidad 3 x 108 m/s 60s

tiempo = = 22.5 min

Asi, la sefial llega a las
12:37.5 p.m. + 22.5 min =1:00 p.m.

(b) Para el piloto,

distancia _ 3.24 X 10! m _ 1 min

ti = = = .
iempo velocidad ~ 3 x 10° m/s &0s 18 min

Luego, la sefial llega a las

12:30 p.m.+ 18 min = 12:48 p.m.

Supongamos que para un observador O dos acontecimientos se encuentran separados por una
distancia de 3.6 X 10® m y se realizan con una diferencia de tiempo de 2 segundos. ;Cual es el
intervalo de tiempo propio entre la realizacion de estos dos acontecimientos?

Existe un segundo observador O’, que se mueve con respecto al primero y para el cual estos dos aconte-
cimientos se realizan en el mismo lugar del espacio. Este observador es quien determina el intervalo de tiempo
propio entre los dos acontecimientos. Utilizando las transformaciones de Lorentz y denominando los aconteci-
mientos con 4 y B, se tiene

. (xg = x) —o(tg — 1,)

Xp— X4 = S

0= 36%108m—v(25s)
Vl - (v*/c?)

v=18X10"m/s=0.6¢

Para la obtencion del intervalo de tiempo propio, con ayuda de las transformaciones de Lorentz, encontramos

o ZS_0.6><3.6><10“m/s
(tg = 1) = ?(xa = %4) 3Ix 108 m/s
t,B_t,,q= = =|.65

V1= (0%/c?) V1 - (06)°

Este problema también se puede resolver utilizando v y la expresién para la dilatacion del tiempo
Aty = (A1 — (v*/c?) =(2 s)\/l —(06) =165

Dos acontecimientos que tienen lugar a 600 km de distancia uno del otro, aparecen simultdneos para
un observador O. ;Cual es la diferencia de tiempo entre estos dos acontecimientos medida por un
observador O’ para quien estos hechos estan separados 1200 km?

Sean A y B los dos acontecimientos; de las transformaciones de Lorentz se obtiene

(xp = x4) = 0t = 1)
Vi- (v
6 X 10° m — v(0)

= 0.866

12X 10°m =

o
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Utilizando de nuevo las transformaciones de Lorentz:

o 0.866(6 X 10° m)
(s = 1) = 5 (x5 = x,) C T3x108m/s
=t = = =-346Xx 10735

Vi - (v2/c?) V1 - (0.866)

Eleigno menos significa que para el observador O el acontecimiento A4 se realizé después que el aconteci-
miento B.

Un observador O’ que se mueve con velocidad de 0.8¢ respecto a una plataforma espacial, viaja hacia
la estrella Alfa del Centauro, la cual se encuentra a 4 afios luz de distancia de la plataforma. Tan
pronto llega a la estrella, le da la vuelta y emprende su viaje de regreso a la misma velocidad.
Compare la edad de O’ a su llegada a la plataforma con la de su hermano gemelo O, quien
permanecié en ella.

Para O la duracion del viaje de ida es

distancia _ 4 afios X (distancia recorrida por la luz/afio) _

~

At = afios

velocidad 0.8 X (distancia recorrida por la luz/afio) -

Puesto que el viaje de regreso se efectia a la misma velocidad, el tiempo total para el observador O, en la plata-
forma, es

A’ida y regreso = 10 afios
Para O’ el intervalo de tiempo propio entre la salida de la plataforma y su llegada a la estrella, utilizando la
expresion para la dilatacion del tiempo, es

Atg= (A1 — (v¥/¢?) = (5 afios) |1 — (0.8)° = 3 afios

y el tiempo total medido por O’ es
At

Por lo tanto, a su encuentro, O’ est4 cuatro afios mas joven que O. Este resultado ilustra la famosa “parado-
ja de los gemelos™ de la Teoria especial de la relatividad. Notese que el movimiento de los gemelos es definiti-
vamente asimétrico. Con el fin de regresar a la plataforma, el gemelo viajero debe girar alrededor de la estrella.
Este giro es real (O’ experimenta aceleraciones medibles), en contraste con el aparente giro que O’ observade O
(quien no experimenta aceleracion alguna durante todo el viaje). Luego, el movimiento de O’ es equivalente al
de dos observadores inerciales diferentes, uno que se mueve con velocidad v = +0.8¢ y el otro con velocidad
v= —0.8c. Elgemelo O, por otra parte, es equivalente a un Gnico observador inicial.

viaje = 6 afios

Con relacién al problema 6.10, supongamos que cada afio, (medido por 0), éste envia una sefial
luminosa a O’. ;Cudntas sefiales recibe O’ en cada etapa de su recorrido? (En otras palabras, ;qué
veria realmente O’ si él mirara a su hermano O a través de un telescopio?)

Medido por O, el hermano O’ llega a la estrella Alfa del Centauro en 5 afios. Con el fin de que la sefial
luminosa llegue a Alfa del Centauro simultineamente con O’, ésta debe ser enviada por Oen un tiempo anterior
determinado por

distancia _ 4aifios X (distancia recorrida por la luz/afio) _ 4 .5,

tiempo = =
velocidad (distancia recorrida por la luz/afio)

Luego, una sefial enviada por Oenigual | afio llega a Alfa del Centauro simultineamente con O’. Puesto que O
envia un total de 10 sefiales, las sefiales restantes llegan todas a O’ en su viaje de regreso.

Refiérase a los problemas 6.10 y 6.11. Supongamos que cada afio (medido por O’), éste envia una
sefial luminosa a O. Si la sefial es enviada por O’ tan pronto como ésta llega a la estrella, jcudl es el
tiempo, medido por O, para que la sefial sea recibida (es decir, qué veria el gemelo O'si él mira a su
hermano a través de un telescopio)?
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Medido por O, el hermano O’ llega a la estrella en 1 = § afios. Una sefial luminosa enviada por O’ desde Alfa
del Centauro llegard a O en un tiempo (medido por O) de ‘

[= distancia 4 afios X (distancia recorrida por luz/afio) 4 afios
velocidad distancia recorrida por la luz/afio

Entonces, esta sefial llegaa Oen ¢ =5 afios + 4 afios = 9 afios. Por lo tanto, de las seis sefiales enviadas por O,
tres de ellas son recibidas por O durante los primeros nueve afios (una cada tres afios) y las tres restantes las
recibe O durante el Gltimo afio.

Un hombre que viaja en la parte posterior de un cohete dispara un proyectil de alta velocidad hacia
un blanco situado en la parte delantera del cohete. El cohete mide 60 m de largo y la velocidad del
proyectil es de 0.8c ambas medidas hechas por el hombre. Hallar el tiempo de vuelo del proyectil
medido por el hombre.

Tenemos:

_ distancia _ 60 m

= =250 10""s
velocidad 0.8 x3 X 10°m/s

At

Si el cohete del problema 6.13 viaja con velocidad de 0.6¢ con respecto ala Tierra, hallar el tiempo de
vuelo del proyectil medido por un observador en tierra.

A partir de las transformaciones de Lorentz:

(0.6)(60 m)
r_y Lo — 25X 107 7s 4+ ———m
(= 1)+ 2 (x5 = x4) 3X 108 m/s 5
tg— 1, = = =463%x1077s

Vi = (v3/c?) V1 - (0.6)?

Las longitudes en reposo de dos naves espaciales 4 y Bson 90 m y 200 m, respectivamente. Cuando
las naves viajan en sentidos opuestos, €l piloto de la nave 4 encuentra que la proa de la nave Btarda
5 X 1077 s en recorrer la longitud de A. ;Cu4l es la velocidad relativa de las dos naves?

Para el piloto A,

p=L o _0m 8 108m/s =06c

At 5% 1077

En el problema 6.15, ;cual es el intervalo de tiempo medido por el piloto que viaja en la proa de la
nave B, comprendido entre el paso de los extremos de la nave 4?

Las velocidades relativas son las mismas para cada observador. El piloto de Bencuentra que la nave 4 se ha
contraido de acuerdo con

L= Lo\1=(v/c?) =90 m)y1 - (06’ =72m

El intervalo de tiempo medido por B es entonces,

At =£=__72£—_
B v 06x3x108m/s

=4x107"s
Una nave espacial de 90 m de longitud, viaja a velocidad constante de 0.8¢ con respecto a la tierra.
Tan pronto como la proa de la nave pasa frente a un observador en tierra, el piloto que va en la proa,
envia una sefial luminosa hacia la cola de la nave. En qué tiempo llega la sefial luminosa a la cola de
la nave, medido (a) por el piloto; (b) por el observador en tierra?

(a) Llamemos A el envio de la sefial luminosa y Bla llegada de ésta a la cola de la nave. Puesto que la sefial viaja
a velocidad ¢ en sentido negativo,
xg ~ X4 -90m

=ty = = =3x1077s
B —-¢ —-3x 108 m/s
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(&) Por sustraccion de las transformaciones inversas de Lorentz para el tiempo, se tiene
. (=90 m)
v -7
=)+ L (xh - x 3IX107"s+(0.8) ————
( B A) C2 (XB XA) 3% ]08 m/s
tA = = =] X IO‘7 s

Vi - (02t [ - (0.8)?

¢Cuanto tarda en pasar la cola de la nave del problema 6.17, (a) para el observador en tierra; (b) para
el piloto?

(a) Para el observador en tierra, la longitud L de la nave es

L= Loyl = (¢?/c?) =(90m)yl - (08) =54m

Entonces
A=l M 595077
v 0.8x3x108m/s
) ar=L - 0m___ _375x1077s

[+

0.8 x3x 105m/s

La velocidad de una nave respecto a una estacion espacialesde 2.4 X 10® m/s, los observadores O’y
O que estan en las naves y en la estacién respectivamente, sincronizan sus relojes de la manera
acostumbrada (estoes, t = t' =0 en x = x" = 0). Supongamos que O miraelrelojde O’ atravésde
un telescopio. ;Qué lee O en el reloj de O’ cuando en el de O han transcurrido 30 s?

Sea A el acontecimiento que representa la emision de la sefial luminosa desde O’y Belacontecimiento que
representa la recepcion de dicha sefial por O. Nuestro problema consiste en hallar ¢, . Aplicando las transfor-
maciones inversas de Lorentz al acontecimiento 4, obtenemos

G/ Gt /DO
= - _
Vi— (¢2/¢?) Vi—os? %

X; + ot 0+ (0.8 X3 x108m/s)/
Xg= — Ao ( /)'4=(4.0x108m/s)r,’1

VI = (v¥/c?) 1 - (0.8)°

La sefial luminosa viaja en sentido negativo a velocidad ¢, por lo tanto

xg—x,=—clig—1,)
Sustituyendo en la ecuacién anterior
p
- 8 Ay g M -4
0= (40X 10° m/s)rg = (=3 x 10 3 )(305 0.6)

Resolviendo, ¢, = 10s. .
Este resultado y el del problema 6.20, estan enfocados hacia la distincién entre ver un acontecimiento y

medir las coordenadas del mismo.

Sien el problema 6.19, O' mira el reloj de O a través de un telescopio, ;qué lee O’ en su reloj, cuando
en el de O han transcurrido 30 s?

Sea A el acontecimiento que representa la emision de la sefial luminosa desde O y Bel acontecimiento que
representa la recepcion de la misma sefial luminosa por O'. Nuestro problema consiste en calcular t . Aplican-
do las transformaciones de Lorentz al acontecimiento A, tenemos,

_ 0— (3% 10°m/s)(30s
o= a0 ( m/9C09) _ 150 x 107 m

Vi = (0¥/c?) Vi - (0.8)*

=/ W05 (/O _
’ V1= (v3/c) V1 - (08)?

50s
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Para O’, la sefial luminosa viaja en sentido positivo y con velocidad ¢, por lo tanto
xp—xy=c(ty— 1)
Reemplazando en la ecuacién anterior,
0-(-150x 108 m) = (3 x 108 m/s)(t; — 50s)

Resolviendo, fz = 100 s.

La ecuacién de un pulso esférico de luz que parte del origenen =t =0 es
xt+y?+ 22— =0

Demostrar, a partir de las transformaciones de Lorentz, que para O’ este pulso también es esférico,
en concordancia con el segundo postulado de Einstein, que establece que la velocidad de la luz es la
misma para todos los observadores.

De las transformaciones inversas de Lorentz

12

xz - X' + U" = 12 > (x/Z + 02,/2 + 2Ux,1’)
L\h_(vz/c.Z) ] l—(D/C)
r 12
r+ )’ 2
t2 = (O/C )X = 12 5 (2: x12 + t/2 + 2_'2)_ xlll)
I ,1"(‘02/C2) ] l—(v /C) [ c
2 ’2 2_ 2

Reemplazando, se obtiene
x2 4y 4 22— W= x? +y’2 + 2%~ cy?
Puesto que, x* + y? + 22 — ¢%? = 0, tenemos
x4+ yt+ - =0

Por lo tanto, el pulso determinado por O’ es también esférico.

Demuestre que la expresion diferencial
dx? + dy? + dz? — ckdr?
es invariante bajo las transformaciones de Lorentz.

Si la expresion es invariante, conservara la misma forma al ser llevada al sistema primado de coordenadas.
De las transformaciones inversas de Lorentz se obtiene

.

2

dxta| B tvdl 1 (‘2/ 5 (x4 o7 a4 20 0 )
L V1= (v¥/c?) /e
. 5 2

dit= dar + (U/C )dX - 1 (0_2 dx? + dr't + 2_de/ dl’)
| 1,] _ (02/02) 1~ (02/02) (.'4 (,‘2

ayt=dy?  dz?=mdz?
Sustituyendo estas expresiones se obtiene

dx? + dy* + dz2 - WP = dx? + dy? + dz? - tdr?
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Demostrar que la ecuacion de onda electromagnética

es invariante bajo las transformaciones de Lorentz.
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La ecuacién serd invariante, si conserva la misma forma al expresarla en términos de las nuevas variables
x’,y', 2’, t’. Para expresar la ecuacion de onda en términos de las variables primadas, calculamos las siguientes

derivadas a partir de las transformaciones de Lorentz

ax' _ 1 Ix’ v

.3; - 1’]—(02/6‘2) ar \’1—(02/02)

¥ v/(‘2 ar 1
x o
- 1—(v?/c?)
dy 9z dy 0z ax
Con estos resultados, y utilizando la regla de derivacién en cadena, tenemos
9% _ 9 ax' 0 ¥ ¢ o o or _ 1 a¢ ) ¢
T 0x Y x I W T " X K4
V1= (v%/c?) 1= (%/c?)
Derivando de nuevo con respecto a x, se obtiene
3% 1 3% o2 3% 2v 3%
P el W PCIMPCRE T R e iy o
V1 - (v%/c?)

Anélogamente se obtiene

_ v %1 ¥
ot = o2/} ox’ r—‘——] PN ar
@=_'_(Uz_éﬁ‘f’_+ﬂ - 20 8%
ar? 1-(v%/cd) x? A m ax"ar’
Yo _ Yo 0%
r 3z 9z
Reemplazando estos valores en la ecuaciéon de onda se llega a
2 2 2 2 2 2 2 2

con lo cual se ve que esta ecuacion es invariante bajo las transformaciones de Lorentz. Recordemos que la

ecuacién no es invariante bajo las transformaciones de Galileo (problema

Problemas suplementarios

1.10).

Una particula inestable formada por un acelerador de alta energia, tiene un periodo de vida mediade4 us. La
particula es disparada con velocidad de 0.6¢ a través del laboratorio. (@) ;Cual es el periodo de vida mediadela
particula medido por un observador en el laboratorio? (b) ;Cual es la distancia promedio recorrida por la
particula en el laboratorio antes de su desintegracion? (¢) ;Qué distancia recorreria un observador que se
encuentre en reposo respecto a la particula, antes de que ésta se desintegre?

Resp. (a) 5 pus; (b) 900 m; (¢) 720 m
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Un mesén  con un tiempo de vida de 8 x 1079 s, se forma a 10000 m de altura en la atmésfera superior y viaja
en direccidn a la Tierra. Si el mesén p se desintegra en el momento en que llega a la superficie de la Tierra, ; cudl
es su velocidad respecto a la Tierra? Resp. 0.972¢

Una regla de | m se mueve a lo largo del eje de x con velocidad de 0.6¢. El punto medio de la regla pasa frentea O
en ¢=0.;Cudles son los extremos de la regla en ¢ =0, medidos por O? Resp. 40cm y —40cm

Para un observador O, el 4rea de un circulo en el plano xy es de 12 cm2. ;Cudl serd el 4rea del circulo para el
observador O’ que se mueve respecto a O con velocidad de 0.8¢? Resp. 7.2 cm?

Para un observador O aparecen sobre el eje de x dos destellos de luz: uno rojo y 10-¢ s después otro azul, a una
distancia de 600 m el uno del otro. ;Cuales deben ser la magnitud y direccion de la velocidad de un segundo
observador, O’, si le parece que los destellos rojo y azul ocurrieron simultineamente?

Resp. +0.5¢

{Cuadl es la distancia entre los destellos rojo y azul del problema 6.28, medida por O"? Resp. 519.6m

Una nave espacial de 150 m de longitud viaja a velocidad de 0.6¢c. Cuando la cola de la nave pasa frente a un
hombre que se encuentra en una plataforma espacial estacionaria, éste envia una sefial luminosa en la direccién
de la proa de la nave. (a) (A qué distancia de la plataforma se encuentra la nave cuando la sefial luminosa llega a
su proa? (b) Para un observador en la plataforma, ;qué tiempo transcurre entre la emisién y la llegada de la
sefial? (¢) (Cudl es el intervalo de tiempo entre la emisién y la llegada de la sefial, para un observador que viaja en
la proa de la nave? Resp.  (a) 300 m; (b) 107 s; (c) 0.5 X 1078 5

Para un observador, dos acontecimientos se realizan en el mismo lugar y con un intervalo de tiempo de 4 s entre
uno y otro. Si para un segundo observadorel intervalo de tiempo es de 5 s, jcudl serd la respuesta acercade la
separacion espacial entre los dos acontecimientos? Resp. 9%X10°m

Un observador dispara dos sefiales luminosas sobre su eje de x; la primera desde el origen a 1a 1:00 en punto, y
la segunda en x =9 X 10® m 20 s ma4s tarde. ;Cudles son las separaciones temporal y espacialentre las dos sefia-
les, para un segundo observador que se mueve a lo largo del eje comiin x-x’, con velocidad —0.6¢ respectoal
primero? Resp. 27.3s; 56.3 x 108m

La velocidad relativa de Oy O’ es de 0.8¢. Un proyectil es disparado desde x’ = 100 myen ¢ =2 X 107 5. El
proyectil viaja con velocidad constante en sentido negativo del eje x’ y golpea un blanco que se encuentra en el
origende O’ent = 6 X 10~7 s. Para el observador O, jqué velocidad lleva el proyectil y quédistancia recorre?
Resp. -3x10"m/s; —6.67m

Para un observador en tierra, un cohete gasta 5 X 10~ 7 senrecorrer la distancia comprendida entre dos marcas
en tierra separadas 90 m. ;Cual es la velocidad del cohete medida por el observador en tierra?
Resp. 0.6¢

Para un observador en el cohete del problema 6.34, ;cudl es la distancia entre las dos marcas y cudl el intervaio
de tiempo para cruzarlas? Resp. 72m; 4x 10 7s

Un rayo laser rota a razén de 150 r.p.m. e incide sobre una pantalla que se encuentra a 50 000 millas. ;Cudlesla
velocidad de barrido del rayo a través de la pantalla?
Resp. 7.85 X 10° mi/s(nota. ¢ = 1.86 X 10° mi/s)

Demostrar que las expresiones x2 + y? + z2 — c%? y dx? + dy* + dz? — ¢%dt* no son invariantes bajo las
transformaciones de Galileo.
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Transformaciones relativistas de la velocidad

Para hallar las transformaciones de la velocidad, consideremos una distribucién idéntica a la utilizada en
las transformaciones de coordenadas segin Lorentz (figura 1-1). Un observador O’ se mueve a lo largo del eje
comin x-x" a velocidad constante v respecto a un segundo observador O. Las componentes de la velocidad
de una particula, medidas por Oson (u,, u,. u,) y por O’son (u,, u,, u;) . A partir de las transformaciones
de las coordenadas, segun Lorentz, encontramos las siguientes transformaciones de la velocidad segin
Lorentz (ver problema 7.1):

- A e G M | B G
1= (v/cP)u, ” 1—(v/c)u, C = (v/cA)u,

Como se estableci6 anteriormente, la velocidad v es positiva si O’ se mueve enel sentido positivo deleje x y es
negativa si O’ se mueve en sentido contrario. Las transformaciones inversas son:

u, + v _ wyl - (v*/¢?) = u, Y1~ (Uz/czj_ (7.2)

_ :
1+ (v/ P, ’ 1+ (v/c?)u, ’ 1+ (v/cP)u

(7.1)

u, =

Obsérvese que, al igual que en las transformaciones de las coordenadas, seglin Lorentz, las transforma-
ciones inversas de la velocidad se pueden obtener a partir de las transformaciones de velocidad (7.1), tan solo
con intercambiar las variables primadas con las no primadas y tomar v — — . Esto era de esperarse, debidoa
la simetria, puesto que segin el postulado 1 de la seccién 2.4, ambos observadores son completamente
equivalentes y el observador O se mueve con velocidad —v respecto de O’.

7.1 LAS TRANSFORMACIONES DE LA VELOCIDAD SEGUN LORENTZ
Y LA VELOCIDAD DE LA LUZ

Consideremos ahora el experimento discutido en la seccion 3.1, donde una sefial luminosa es enviada en
la direccién del eje x-x’, desde el origen comin, cuando Oy O’ se encuentranen el instante ¢ =" = (. Si O
encuentra que las componentes de la velocidad de la sefial son u, = ¢, u, = u, = 0, entonces, aplicando la
ecuacién (7.1), O’ medird ’

ol=(v/cHu,  1—(v/cHc yoE

~
~

Por lo tanto, para O’ la sefial luminosa también viaja con velocidad ¢, en concordancia con el segundo postu-
lado de Einstein.

7.2 CONSIDERACIONES GENERALES PARA LA SOLUCION DE
PROBLEMAS SOBRE VELOCIDAD

En la solucion de problemas de velocidad hay tres objetos involucrados: dos observadores Oy O’y una
particula P. A la particula P se encuentran asociadas dos velocidades (y de aqui surgen seis nimeros): su
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velocidad respecto a O, (4,, u,, 4,), y su velocidad respectoa O, (u;, u,, u,). La cantidad v, que aparece en
las transformaciones de velocidad, es la velocidad de O’ con respecto a O.

Cuando se trata de plantear un problema de velocidad, lo primero que debe hacerse es determinar qué
objetos del problema deben ser identificados como O, O’ y P. Algunas veces, esta identificacion viene
explicita, otras veces puede hacerse arbitrariamente (ver por ejemplo el problema 7.3). Una vez hecha la iden-
tificacion, se utiliza la adecuada transformacién de Lorentz para la velocidad y obtener asi la respuesta.

Cuando se trata de problemas de velocidad, el mejor modo de evitar errores consiste en no olvidar la
frase “con respecto a”. La frase “velocidad de un objeto” carece de significado (tanto cldsica como relativis-
tamente) puesto que la velocidad se mide siempre con respecto a algo.

Problemas resueltos

7.1. Deducir la transformacién de Lorentz para la velocidad en la direccion del eje x.

Tomando diferenciales de las transformaciones de las coordenadas segun Lorentz (3.1), se obtiene

dx — pdt dt—(%)dx

df = ————
Vi - (v*/c) Vi - (v7/c?)

Dividiendo dx’ por dr’, llegamos a

dx' =

& _,
u,=£= dX"Ud’ = dl = ux_v
T dr (v _t dx 1 = (v/cdu,
dt (Cz)dx -5 % ( _

7.2. A qué velocidades, las expresiones de Lorentz y Galileo para u, difieren en un 2%?
La transformacién de Galileo es u,; = u, — v y la transformacion de Lorentz es

’

u,— v Uy
e = Ng 3
1-(v/cHDu, 1= (v/cDu,
Reagrupando,
U = Usg haed
UeR c?

Luego, si el producto vu, es mayor que 0.02 ¢2, el error cometido al utilizar la transformacion de Galileo en vez
de la de Lorentz, sobrepasara el 2%

7.3. Un cohete A viaja hacia la derecha con velocidad de 0.8¢ y otro cohete B hacia la izquierda con ve-
locidad de 0.6¢ con respecto a la Tierra. ;Cual es la velocidad del cohete A medida desde B?

Asociemos los observadores O, O’y la particula, con la Tierra, el cohete By el cohete A, respectivamente.
Entonces

U, — v 0.8¢ — (—0.6¢)
= = = (0.946¢
ST T (o/ | (Z06)(080)

‘.2
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El problema también puede resolverse utilizando otras asociaciones. Por ejemplo, a los observadores O, O’
y la particula, asociemos el cohete A, el cohete B y la Tierra, respectivamente. Luego

—_— v - —
Uy 6 0.6¢ = 08c—-v

= 1 - (v/cHu, 1 - (v/c*)(-08¢)

Resolviendo, v = —0.946¢, lo que concuerda con la respuesta anterior. (El signo menos aparece debido a que v
es la velocidad de O’ con respecto a O, que para la asociacion elegida aqui, corresponde a 1a velocidad del cohete
B con respecto al cohete A.)

Repetir el problema 7.3 si el cohete A viaja con velocidad de 0.8¢ en sentido posmvo del eje de y
relativa a la Tierra. (El cohete B continta viajando en sentido negativo del eje de x.)

Asociemos los observadores O, O’ y la particula, con la Tierra, los cohetes B y A4, respectivamente.
Entonces

v = ue—v  0-(-0.6c)
1= (v/Pu, 1-0

L sV1-Ye)  0seni- 06y
1-0

7 1= (v/cPu,

= (0.6¢

=0.64c

la magnitud y direccién de la velocidad buscada se obtienen a partir de estas componentes, asi:

W =YuZ + u? =}(0.6c)" + (064c)’ = 0.88¢

% 0.64c P o
— =28 6 ¢ =468

Tu, 0

Paraun observador O, una particula se mueve con velocidad de 0.8¢, formando un 4ngulo de 30° con
el eje de x. ;Cudl es la velocidad de la particula para un observador O’ que viaja con velocidad de
—0.6¢ a lo largo del eje comin x-x'?

Para el observador O, tenemos
u, = (0.8¢) cos 30° = 0.693¢ u, = (0.8¢) sen 30° = 0.400¢

Para el observador O’, utilicemos las transformaciones de Lorentz. Entonces

W= — = 0?3; ;cg_o‘“) =0913¢
I=(o/Hue 2= (0.6930)
C

. u\1 - (v2/c?) ~ ©4c1 - (0.6)°

= 1-(v/c®)u, - 1 — (- 060) (0.693¢)
c?

= 0.226¢

La velocidad medida por O’ es

W =VuZ + u? =V(0913¢) + (0.226¢)* =0941c

y el dngulo ¢’ que forma la velocidad con el eje x’ es

% 0.226¢

tan ¢’ = o = 09i3c

=0.248 6 ¢’ = 13.9°
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Consideremos un nucleo radiactivo que se mueve a velocidad constante de 0.5¢ con respecto al
laboratorio. El nticleo se desintegra y emite un electron en la misma direccioén del movimiento con

velocidad de 0.9¢ respecto al niicleo. Hallar la velocidad del electrén en el sistema de referencia del
laboratorio.

Asociemos al observador en el laboratorio, el nicleo radiactivo y el electrén, con O, O’y la particula,
respectivamente. Entonces

uto 0.9¢ +0.5¢
u, = = = 0.966
1+ (v/cHu (0.5¢)(0.9¢) ¢
[+ ———
c

Si al desintegrarse el nucleo del problema 7.6, emite un electrén con velocidad de 0.9¢ en direccién
perpendicular a la del movimiento, medida por un observador en reposo respecto al niicleo, jcudl es
la velocidad del electrén medida por un observador en el sistema de referencia del laboratorio?

Con la misma asociacion utilizada en el problema 7.6, se tiene

hooMTO _0+05c
Tol4(o/chu,  1+0

w1~ (p2/ 2 _ 2
_ o\ = (v2/c?) _ (0.9c)\1/1Jr 0(0.5) 0779

o+ (v/cHu,

=0.5¢

luego

u=\u2 +u? =\(05c)* + (0.779¢)* = 0.926¢
y

tan ¢ = % - O—g% =15 6 ¢=573°

Ent = 0 unobservador O emite un fotén en direccién que forma un dngulo de 60° conel eje de x. Un
segundo observador O’ viaja a velocidad de .6¢ a lo largo del eje comun x-x’. ;Qué dngulo forma la
direccién del fotén con el eje x’ para el observador 0?7

Tenemos:

u, = ¢ cos 60° = 0.500c u, = ¢ sen 60° = 0.866¢

U — 0 0.5¢ — 0.6¢
= — = = —0.143¢
R Y CY7) PR (T 1 (D)

CZ
uym _ (08660)‘/1—(7)2 = 0.990¢

YT o/ | 060)(030)
- e
Asi
% 099 _ _
an¢'= o = "o - 892

y por lo tanto, ¢’ = 81.8° por encima del eje de x en sentido negativo. La magnitud de la velocidad medida por
O’ es

w =\ul? + u? =\/( —0.143¢)* + (0.990¢) = ¢

como era de esperarse.
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La velocidad de la luz en agua tranquila es ¢/n, donde #, el indice de refraccion del agua, tiene un
valor aproximado de 4/3. En 1851, Fizeau encontré que la velocidad de la luz (con respecto al
laboratorio), podia expresarse como

u=< +ky
n

donde el “coeficiente de arrastre” k medido por él fue de 0.44 aproximadamente. Calcular el valor de
k predicho por las transformaciones de Lorentz para la velocidad.

Un observador en reposo con respecto al agua, medira para la velocidad de la luz el valor de u, = c¢/n.
Considerando la luz como una particula, el observador en el laboratorio encontrara que la velocidad es

c
’ —+V
"y = u,+ vV _ n =(£+V)(1+—K)_l
* vV, V ¢ n " nc
l+—3ux 1+-—2-—
c cc n

Para valores pequefios de V, la aproximacion

-1
(1+K) ~1-L
nc

da

uxz(§+V)(l—-{c—)z%+[l—n—lz-}V

donde los términos de orden V'2/c¢ han sido despreciados. Asi

= (.438

1
k- —= =1
n?

_ 1
(4737

que concuerda con el resultado experimental de Fizeau.

Problemas suplementarios

Un cohete se mueve con velocidad de ¢/3 respecto a un hombre que sostiene una linterna. El piloto del cohete
mide la velocidad de la luz que le llega de la linterna. Calcular esta velocidad a partir de las transformaciones de
Lorentz para la velocidad. Resp. ¢

El piloto de un cohete que se mueve a velocidad de 0.8¢ relativa a la Tierra observa un segundo cohete que se
aproxima en direccion opuesta con velocidad de 0.7¢. (Qué velocidad medira un observador en tierra para el
segundo cohete? Resp. 0.227¢

Un observador en un cohete A encuentra que los cohetes C y B se alejan de €l en sentidos opuestos, con
velocidades de 0.6¢ y 0.8¢, respectivamente. ;Cual es la velocidad de C medida por B?
Resp. 0.946¢ (clasicamente, 1.4¢)

Un observador O’ se mueve a lo largo del eje x-x’ con velocidad de ¢/2 respecto a otro observador O. El obser-
vador Oencuentra que la velocidad de una particula que se mueve en la direccion positiva delejede vesde c/\/f’;.
Calcular la velocidad de la particula medida por O’. Resp. c¢/¥2, 135°

Un hombre que se encuentra en una plataforma espacial, observa dos naves espaciales que se aproximan a ¢l
desde direcciones opuestas, con velocidades de 0.9¢ y 0.8¢. ;Con qué velocidad se aproxima una nave respectoa
la otra? Resp.  0.988¢
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7.18. Deduzca las transformaciones de Lorentz para la velocidad en las direcciones de y y z.

7.16. A partir de las transformaciones de Lorentz para la velocidad, ecuacion (7.1), deducir las transformaciones
inversas de Lorentz para la velocidad, ecuacion (7.2).

7.17. Un mesénK°, en reposo, decae en un mesén# ¥ y en un meson 7~ , cada uno con velocidad de 0.827¢. Cuando
un mesén K° decae lleva una velocidad de 0.6¢, cuél es la maxima velocidad que puede tener uno de los
mesones 7 ? Resp. 0.954c



Capitulo 8

Masa, energia y momentum en relatividad

8.1 NECESIDAD DE REDEFINIR EL MOMENTUM CLASICO

Uno de los principales cambios que surgieron de la Teoria especial de la relatividad consiste en la
variaciéon de la masa de un cuerpo con la velocidad. Para esta variacion, puede darse el siguiente argumento
heuristico.

Consideremos un experimento de balistica, donde un observador, por ejemplo O, dispara un proyectil
en la direccidn del eje y’. El proyectil penetra en un bloque que permanece inmavil respecto al observador. Es
l6gico suponer que la cantidad de proyectil que penetra en el bloque pueda determinarse a partir de la compo-
nente en y’ del momentum del proyectil, dado por p, = m'u,, donde m’ es la masa del proyectil medida
por O’.

Ahora consideremos el mismo experimento desde el punto de vista del observador O, para quien O’ se
mueve a lo largo del eje comtin x-x’ con velocidad v. Puesto que el orificio dejado por el proyectil forma
dngulo recto con la direccion del movimiento relativo, O y O’ estaran de acuerdo en cuanto al valor de la
distancia que el proyectil penetra en el bloque y, por lo tanto, esperan que el valor de la componente en y del
momentum del proyectil sea el mismo para ambos.

El momentum medido por O es p, = mu,, donde m es la masa medida por O. De las transformaciones de
Lorentz para la velocidad y teniendo en cuenta que u, = 0, se obtiene

w1 - (v?/c?
= _y—__(_g_ = u‘;\“ — (DZ/CZ)

u
Y 1+ (v/c?)u,

por lo tanto p, = mu\/1 — (v*/c?) . Puesto que P, = m'u;, se ve que ambos observadores asignan el mismo
valor a la masa, es decir, m’ = m, luego p, # p,,contrario a lo que se esperaba.

8.2 LA VARIACION DE LA MASA CON LA VELOCIDAD

En este punto tenemos dos alternativas. O suponemos que los principios sobre momentum —en particu-
lar, su conservacién— no se cumplen a grandes velocidades; o buscamos la forma deredefinirel momentum
de un cuerpo, con el fin de que los principios sobre momentum sean aplicables a la relatividad especial. Esta
ultima alternativa fue seleccionada por Einstein. Demostrd que para todos los observadores son validos los
principios sobre momentum, si la masa m de un cuerpo varia de acuerdo con

mg

V1 - (u?/c?)

donde my, la masa en reposo, es la masa del cuerpo medida cuando éste se encuentra en reposo respecto al
observador. Ver problema 8.1.

m=

8.3 LA SEGUNDA LEY DE NEWTON EN RELATIVIDAD
Laexpresion cldsica de la segunda ley de Newton establece que la fuerza neta que obra sobre un cuerpo
es igual a la tasa de cambio del momentum del cuerpo. Para introducir los efectos relativistas, debemos
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aceptar que la masa varia consu velocidad. Asi, la generalizacion relativista de la segunda ley de Newton
es

8.4 RELACION ENTRE MASA Y ENERGIA: £ = mc?

Tanto en mecénica relativista, como en mecanica clasica, la energia cinética K, de un cuerpo, es igual al
trabajo hecho por una fuerza externa al aumentar la velocidad del cuerpo de cero hasta algiin valor u, es decir,

K=f":0"F~ds

Utilizando la segunda ley de Newton F = d(mu)/d!, encontramos (problema 8.21) que esta expresion se
reduce a

K = mec? — myc?

La energia cinética K representa la diferencia entre la energia total E, de 1a particula en movimientoy la
energia en reposo E, de la particula cuando estd en reposo, por lo tanto

Si se escoge la energia en reposo de tal manera que E, = m06‘2, obtenemos la famosa relacion de Einstein

E = mc?

que muestra la equivalencia de masa y energia. Asi, aunque un cuerpo esté en reposo, posee energia dada por
E,= mocz, es decir, que en principio, un cuerpo masivo puede transformarse por completo en otro, o mas
familiarmente, se transforma en energia.

8.5 RELACION ENTRE MOMENTUM Y ENERGIA

Puesto que el momentum se conserva, mas no la velocidad, es a menudo util expresar la energia de un
cuerpo en funcién de su momentum y no de su velocidad. Para tal fin, si la expresién

my

Vi - (u2/c?)

se multiplica a ambos lados por [l — (#?/c?)),se obtiene

m =

m%c* — muc? = mic*

Utilizando los resultados E = mc?, E; = myc?. y |p| = mu, obtenemos la siguiente relacion entre E'y p

E = (pc)’+ E§ 6 (K+ m0c2)2= (pc)+ (mocz)2

8.6 UNIDADES PARA LA ENERGIA Y EL MOMENTUM

El electrdn-voltio (eV) es la energia cinética de un cuerpo cuya carga es igual a la de un electrén, al
moverse a través de la diferencia de potencial de un voltio

1 eV = (1.602 X 10~ C)(1 V) = 1.602 X 1019 J
I MeV =10 eV 1 GeV = 10° eV
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La relacién 1602 X 107" J = | eV puede considerarse como un factor de conversiéon entre dos unidades
diferentes de energia.

La unidad patrén para el momentum es el kg'm/s. No obstante, en calculos relativistas se utilizan
frecuentemente para el momentum las unidades de MeV/c. Estas unidades provienen de la expresién que

relaciona la energia y el momentum
\/ 2. 2
E - EO

= -

El factor de conversién es

M

—f—‘i =0.534 X 102!

1 kg-m
S

8.7 CONSIDERACIONES GENERALES EN LA SOLUCION
DE PROBLEMAS SOBRE MASA-ENERGIA

Un error comun en la solucién de problemas sobre masa-energia consiste en utilizar la expresion
equivocada para la energia cinética, asi

K # img? y K # {mu?
La expresion correcta para la energia es
= _ 2
K =(m-— my)c
Del mismo modo, tratandose del momentum, notamos que

p#mou

Problemas resueltos

8.1. Demostrar que la relacion de Einstein para masa-velocidad resuelve la dificultad del experimento de
balistica de la seccion 8. 1.

Teniendo en cuenta que u, =0, para el observador O’, la masa del proyectil sera

mg mg mgy

2 2 2
1 - u? Uty 1- el
c? 2 c?

mientras que para O, con u, = v, la masa del proyectil es

’

my mg
uz

mg
ms= =
2 2 2
l—ﬁ +uy _v+uy
2 - 2 1 2
c c c

Si aplicamos las transformaciones de Lorentz a la cantidad bajo la Gltima raiz cuadrada, tenemos

2 /2
1_L2_51=]_.‘£_l u 1_"_2 =(]—v—2)l-—zy—
PR 2 2\ 2 o2 o2
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por lo tanto

'

my m

) \/l = (v?*/c?) w— (w?/<?) \/1 - (v*/¢?)

Luego

b= mii =@/ = e V=T = =
V1 = (v?/c?)

Utilizando los valores para masas en reposo dados en el apéndice, calcular la energia en reposo de un
electrén. Expresar la respuesta en julios y en electréon-voltios.

Tenemos: Ey = myc? = (9.109 X 103" kg)(2.998 X 10® m/s)* =8.187 X 10714 J, y

1eV 1 MeV
8.187 X 10~1J ( )( )==o.511 MeV
( N Teozx10-%7 N\ 1o ev

Un cuerpo en reposo se rompe espontaneamente en dos partes que se mueven en sentidos opuestos.
Las masas en reposo y las velocidades de las partes son: 3kga0.8cy5.33 kga 0.6¢. Hallar lamasaen
reposo del cuerpo original.

Puesto que Einiciat = E final
mg,c? . Mgyc? (3 kg)c? . (533 kg)c? -
Vi-@/)  Vi-ee)  I-08  Vi-06

mg=11.66 kg

mOCZ =

Obsérvese que la masa en reposo no se conserva (ver también el problema 8.26).

{Cudl es la velocidad de un electrén que es acelerado a través de una diferencia de potencial de 10°
voltios?

Puesto que K =e AV = 10° eV = 0.1 MeV, tenemos

mgc?

1-(v¥/c?)
‘/_—_.

Sustituyendo myc? = 0.511 MeV (problema 8.2) y resolviendo se obtiene v = 0.548¢.

2

0.l MeV=K= - myc

Calcular el momentum para un electrén de 1 MeV.
EY=(pc) + E}

(1 MeV + 0.511 MeV)? = (pc)’ + (0.511 MeV)?
p=142MeV/c

Calcular la energia cinética de un electrén, cuyo momentum es 2 MeV/c.
E?=(pc) + E§
2
(K +0.511 MeV)’ = ( ZMY x o) + @511 Mevy

K = 1.55 MeV
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Calcular la velocidad de un electrén, cuya energia cinética es de 2 MeV.

mOCZ

K= — 2% ye?
V1 - (v¥/c?)
2 Mev = 03LMeV 511 Mev
Vi = (v/c?)
v=098¢

Calcular la cantidad de movimiento lineal de un electrén, cuya velocidad es de 0.8c.

mgc?

1-(v¥/c3
\/____

La masa en reposo de un mesén i es de 207 my, y su tiempo de vida promedio en reposo es de
2 X 10‘: s. {Cual es la masa de un mesén p si su tiempo de vida promedio en el laboratorio es
7X107° s?

(_v__)= 0.511 MeV (0;‘8 )=0.681 MeV

2 08
¢ 1 - (08)° ¢

De la expresion para la dilatacién del tiempo, se tiene,

1

V1 - (v?/c?)

SIS ]

= A
Aty

por lo tanto

. S (2o7m0,)(

V1= (v*/c?)

[S1 e}

) = 725mq,

(Cuadl es la masa efectiva de un fotén, cuya longitud de onda es 5000 A?

m_ ct=FE_  =hv=hc/A

ef fotén

(Ver capitulo 10.) Por lo tanto

-34 7.
_ 663x107%J:s - 442X 10-% kg

M= (5% 10~ m)(3 X 108 m/s)

Un electrén alcanza una energia de 2 GeV en un ciclotrdn. ;Cudl es la relacién entre la masa del
electrén y su masa en reposc?

De mc? = K + 'myc?,

m _ met _ K+mec’ 2000 MeV + 0511 MeV _ 50
LTS R— 0.5T1 MeV

Al fisionar un ntcleo de 235U, se libera una energia de 200 MeV. ;Qué porcentaje de la energia total
disponible representa esta cantidad?

La masa en reposo de un atomo de 235U, en términos de la masa atémica unificada (u), es 235 u. Utilizando
el factor de conversiéon 1 u = 931.5 MeV, tenemos:

energia total disponible =energia en reposo de 235U = (235 u) &_S_U_Mel =219 X 10° MeV

200 MeV

———— X 100% = 0.0913%
219 X 10° MeV

% de la energia total =
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8.13.  Un electrén se acelera desde el reposo hasta obtener una velocidad de 0.5¢. Calcule el cambio de
energia.

2
el cambio de energia es = S S myc? = 0511 MeV

—0.511 MeV = 0.079 MeV
Vi - (v¥/c?) Vi - @5y

8.14. ;A quéfraccidn de la velocidad de la luz debe moverse una particula para que su energia cinética sea
el doble de su energia en reposo?

2
K= — % P =2mgr 6 =3

V1= (v¥/¢?) V1= (v?/c?)

Resolviendo, v = 0.943¢.

8.15. La velocidad de un electrén es de 5 x 10’ m/s. ;Cudnta energia se necesita para duplicar esta

velocidad?
energia inicial = 0511 MeV = 0.518 MeV
: i / o 5% 10°m /s
3X10°m/s /s
2
energfa final = o = 0.511 MeV — =0.542 Mev

@ SNRESTIYAY
c? 3x108m/s
cambio de energia = 0.024 MeV

8.16. Un fotén de I MeV choca con un electron estacionario, en la vecindad de un nicleo pesado y es
absorbido. (Un electrén libre no puede absorber un fotén.) Si despreciamos la energia de retroceso
del nucleo, jcual es la velocidad del electron después del choque?

De Einiciat = E finar »

2
c
Ey+ Mo e+ mgct = — 4mgc? 6 1 MeV 40511 MeV = LI MV

V1 - (v¥/c?) V1= (v%/c?)

Resolviendo, v = 0.941¢c.

8.17. En el sistema de referencia del laboratorio, un electrén se mueve con velocidad de 0.6¢. Un
observador se mueve con velocidad de 0.8¢ en la misma direccidn y sentido del electrén. ;Cual es la
energia del electrén medida por el observador?

A partir de las transformaciones de Lorentz para la velocidad

w70 _06c—08¢
1= (v/cDu, 1-(0.8)0.6)

= ().385¢

K= — gt = 0511 MeV

\/1 Y Vi - (-0.385)

—0.511 MeV = 0.043 MeV
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Una particula tiene una energia total de 6 X 10°MeV y un momentum de 3 x 10° MeV/c. (Cudles
su masa en reposo?

A partir de E? = (pc)® + E3.
(6 X 10° MeV)’ = [ (3 X 10° MeV/c)c ]’ + E3
Resolviendo Ey = 5.2 X 10° MeV, y (ver problema 8.12)

g = (5.2 X 10° MeV)( ) =558u

lu
931.5 MeV

(Cudl es la energia de la particula del problema 8.18, en un sistema de referencia en el cual su
momentum sea de 5 X 10° MeV/¢?

Ex=(pc)'+ E3=[(5 X 10° MeV/c)c]' + (5.2 X 10° MeV)’

Resolviendo, E = 7.2 X 10° MeV

El' mesén K®en reposo decae en dos mesones 7°. Sila energia en reposo del K° es de 498 MeV y la del
7%¢s de 135 MeV, ;cual es la energia cinética de cada 7° ?

Puesto que en el sistema de referencia del laboratorio los momenta inicial y final deben ser iguales, entonces
los #° se mueven en sentidos opuestos con igual energia cinética.

Einicial = Eﬁnal
498 MeV = 2(135 MeV) + 2K
K =114 MeV

Para un movimiento unidimensional, demuestre que

- U™y . - 2 _ 5
K fu-oFds mes — mye

Para un movimiento unidimensional,

Uy _ fu=u d _ fu=u d_X
K= Fdx—f E(mu) dx—fu‘o d(mu)

u=0 um=0 dt
= ["""(m du+udm)u=f"-u(mudu+u2dm) 1)
um0 u=0

De la expresion de la variacién de la masa con la velocidad, tenemos

me 0 6  mic?— mud=mdc?
V1= (u?/c?)
Tomando diferenciales en ambos lados de esta ecuacion se obtiene
2me? dm — m*2u du — u*2m dm =0
simplificando
mu du + u* dm = ¢* dm )

El lado izquierdo de la ecuacién (2) es exactamente la integral de (/), por lo tanto

K=fm‘mcz“'"= cX(m — mg)
mm=mg
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8.22. Demostrar a partir de la expansién binomial que E — E, se reduce a { mgu?, cuando u/c < 1.
E-E,= ————'ztf-z—— —myc? = mocz{(l - u_; )—1/2 - 1]
1 - (6/c?) ¢
=moc2{(l+ % —:523 + - )— l]z%mouz
8.23. ;Cual es la méxima velocidad que una particula debe tener para que su energia cinética pueda

expresarse como %mov2 con un error no mayor del 0.5 %?
A la maxima velocidad,

K- %mOuz ‘;‘mou

Pero como en el problema 8.22,
2\-1/2 4
=mc|[1- ¥ — 1| = mge? Lu 3w ).
K MOC[(I ?) 1]—’"06‘[(14‘7:2-4'804*' ) 1]

1 3 2
=§mo“2+ §m0u2('—:3)+---

Por lo tanto

Resolviendo, v = 0.082¢

Supongamos que una fuerza F actia sobre una particula en la misma direccién y sentido que su velo-

8.24.
cidad. Hallar la expresién correspondiente para la segunda ley de Newton.
La fuerza F es la derivada con respecto al tiempo del momentum.
F= d [ mou ]_ My du mou u du
= = a 32 2 dt
s Vi = (u3/c?) V1 -2/ cd) d - 1-@/H] e
au mo B
o a (l_yi+yi)=___°£___
[] - (uz/cz)]3/2 cz C2 [l _ (uz/cz)]J/Z
8.25. Utilizando la segunda ley de Newton, hallar la expresién para la velocidad relativista de una

particula de carga q que se mueve en un circulo de radio R y en dngulo recto con el campo
magnético B.

En forma vectorial, la segunda ley de Newton es

F=!_(mu)=1{__’fﬂ_}=i{__£‘°“__}
a N i—wrey | i@

Efectuando la diferenciacion segin la regla de la cadena, se obtiene
g 4
Mo dt

my du
2

Fe — 42
(l __(u__. u/_cz) dt [‘ _ (u,u/cz)]3/2 c
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En un campo magnético la velocidad y la aceleracion son perpendiculares, por lo tanto

du
u-

@ =0
Ademas,
_ du | _ u?
F,= quB y a l— "
Asi
m 2 BR/m
quB = 2 = o u= 9BR/mo

\/l = (?/v?) R Vi+ (qBR/mOc)2

Clasicamente la velocidad se obtiene de la expresion anterior, dejando tender c a oo .

Dos cuerpos idénticos, cada uno de ellos con masa en reposo m, se aproximan el uno al otro con
velocidades iguales u. Los cuerpos realizan un choque perfectamente inelastico y quedan unidos
después de él. Calcular la masa en r.poso del cuerpo compuesto.

Puesto que las velocidades iniciales deben ser iguales en magnitud y el momentum final es cero,

Einicial = Eﬁnal
2myc?
_-__..0__ = MoCz
Vi —(u?/c?)
2my,
Mo = e > 2m0

V1 = (u?/c?)

;Cual es la masa en reposo del cuerpo compuesto del problema 8.26, determinada por un observador
que se encuentra en reposo respecto a uno de los cnerpos iniciales?

Supongamos que el cuerpo A se mueva en la direccién + x. La velocidad v de un observador O’ enreposo
respecto al cuerpo A es igual a la velocidad de A4, v = u. Elsegundo cuerpo B, tiene una velocidad ug = — ume-
dida por O. Su velocidad uj, medida por O’ se obtiene a partir de la transformacién de Lorentz para la
velocidad:

Ul = Ug — v = — 2u
B Ugv u?
1- — 1+ =

c c

Puesto que el cuerpo compuesto C esti en reposc respecto al laboratorio (observador 0), su velocidad respecto
a O’ es up = — u. El principio de conservacién del momentum aplicado por O’ da,

?
mou, mgup Moue

+ =
Vi-@drey  Vi-dre) - wé/e)

Pero u, = 0.
m -~ 2u
Sl M-
e T V-G
! —[ 1+ (u?/c?) ]

2mo

Vi- (u?/c?)

M0=
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en concordancia con el valor encontrado por el observador O (problema 8.26), a partir de consideraciones
energéticas.

Una particula de masa en reposo mg que se mueve con velocidad de 0.8¢ realiza un choque completa-
mente inelastico con una particula de masa en reposo 3 my inicialmente en reposo. ;Cual es la masa en
reposo del cuerpo resultante?

De€ P finat ™ P iniciat »
M ouf moly; mo(0.8c ) 4

- = = mge
Vic(re)  Vimeare Vi-ear 7T

3

De E final -E

inicial *

Mc? . mye? myc?
= +3myclm ——
Vl - (w/ %) 1= (u}/c?) Vi - (08

Resolviendo estas dos ecuaciones simultianeamente, se obtiene

+ 3myc? = 4.6Tmyc?

llf = (.286¢ Mo b 4.47m°

Hallar el aumento de masa de 100 Kg de cobre si su temperatura se eleva en 100°C. (Calor especifico
del cobre es C =93 cal/kg* °C.)

La energia agregada al bloque de cobre es
AE = mC(AT) = (100 kg)(93 cal/kg - °C)(100 °C)(4.184 J /cal) = 39 x 1°J
Si esta energia aparece como aumento de’masa, entonces

_AE _ _39x10°J

A —
i (3% 10° m/s)’

=433x 10" "kg

Este aumento es demasiado pequefio como para ser medido.

Problemas suplementarios

A partir de las masas en reposo dadas en el apéndice, calcular la masa en reposo de una unidad atémica de masa,
expresada en julios, Resp. 149 x10~10)

Calcular la energia cinética de un protén, cuya velocidad es 0.8c. Resp. 625.5 MeV

{Cuadl es el momentum de un protén, cuya energia cinética es de 200 MeV? Resp. 644.5 MeV/c
Calcular la energia cinética de un neutrén, cuyo momentum es de 200 MeV/c. Resp. 21.0 MeV
Si la energia cinética de un protén es de 200 MeV, ;cuil es su velocidad? Resp. 0.566¢

(Cudl es la masa de un protdn, cuya energia cinética es de 1 GeV? Resp. m =2.0Tmy,

{Qué velocidad debe tener una particula que se mueve de tal manera que su energia cinética sea igual a su energia
en reposo? Resp. 0.866¢
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Si la masa relativista de una particula es 5% mayor que su masa en reposo, ;cual es su velocidad?
Resp. 0.305¢

(Cual es la relacion entre la masa relativista a la masa de reposo, para (a) un electrén, (b) un protén, al ser
acelerado desde el reposo a través de una diferencia de potencial de 15 megavoltios?
Resp. (a) 30.35; (b) 1.015

¢Cual es la masa de un electron que se mueve a través de una diferencia de potencial tal que, de acuerdo con la
fisica clasica, es capaz de acelerarlo hasta la velocidad de la luz? Resp. img

(Cual es la velocidad y el momentum de cada 7° del problema 8.20? Resp.  0.84¢; 209 MeV /¢

Supongamos que un haz de electrones describe un circulo de 0.2 m de radio en un campo magnético uniforme de
densidad de flujo 0.03 T. ;Cual es la velocidad y la energia cinética de los electrones?
Resp. 0.962 ¢; 1.36 MeV

{Cual es la energia minima necesaria para acelerar una nave espacial hasta una velocidad de 0.8c, si la masa en
reposo de su carga final es de 5000 kg? Resp. 3x10%]

Un electrén de 0.8 MeV se mueve dentro de un campo magnético en una trayectoria circular de 5 cm de radio.
;Cual es la induccion magnética? Resp. 807X 1072T

Un electron de 20 MeV se mueve en una trayectoria circular que forma un angulo recto con un campo magnético
uniforme de densidad de flujo 5 T. ;Cuaél es el radio de la trayectoria? Resp. 1.37 cm

Una particula de masa en reposo Mg que se mueve con velocidad de 0.6¢, choca y se adhiere a otra particula
idéntica inicialmente en reposo. ;Cual es la masa en reposo y la velocidad de la particula compuesta?
Resp. 2.12my; 0.333¢

Una particula con una masa en reposo mg vy energia cinética de 3mgc?, realiza un chogue completamente
inelastico con una particula estacionaria de masa en reposo 2m,. ;Cual es la velocidad y la masa enreposodela
particula compuesta? Resp.  0.645¢; 4.58 m,

Un meson 7™, cuya energia en reposo es de 140 MeV se crea a 100 km sobre el nivel del maren laatmésferade la
Tierra. El mesén ¥ tiene una energia totalde 1.5 X 10° MeV y se mueve verticalmente hacia abajo. Si se desin-
tegra 2 X 1078 s después de st creacién. medido en su propio sistema de referencia, ja qué altura sobre el
nivel del mar tiene lugar la desintegracion? Resp. 93.6 km




Capitulo 9

El efecto Doppler relativista

Consideremos una fuente que emite una radiacién electromagnética de frecuencia v, medida por un ob-
servador en reposo respecto a la fuente. Supongamos que esta misma fuente estd en movimiento respecto a
un observador para quien la frecuencia de la radiacién recibida de la fuente es v. Con el 4ngulo #y la veloci-
dad v de la fuente, indicadas en la figura 9-1, la frecuencia v medida por el observador O, se obtiene a partir
de la ecuacion de Doppler

Vi - (v?/c?)

91— (v/c)cos @

V=D

Fuente
—_—
*J

~ v
~
~
~
9 K
(4

Observador

Fig. 9-1

Si la fuente y el observador se mueven el uno hacia el otro, 8 = 0 y por lo tanto

En este caso, » > »,
Si la fuente y el observador se estan alejando el uno del otro, 8 = 180°, entonces

En este caso, v < v,
Si la radiacién es perpendicular a la direccion del movimiento, 8 = 90°, luego

v = e\l — (v2/c?)
Asi, v < p,.

Puesto que para todos los observadores la velocidad de la luz es ¢, las ecuaciones anteriores también
permiten el cambio en la longitud de onda lograda a partir de A = c¢/».

S0
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EL EFECTO DOPPLER RELATIVISTA Si

Problemas resueltos

Calcular la aproximacién de primer orden en v/ ¢ para laecuacién de Doppler, cuando la fuente y el
observador se alejan el uno del otro.

2
v
-2 \/1+E -
C x c - c c
1+ 2 o 1+
¢ I+ 2 ¢

que es la expresion cldsica para el efecto Doppler, cuando el receptor se encuentra estacionario con respecto al
medio.

Un automdvil se aproxima a un radar detector de velocidad a 80 mi/h. Si el radar opera a una
frecuenciade 20 X 10° Hz, jquécambio en la frecuencia observa el agente en el instrumento de radar?

Dentro de una aproximacién de primer orden en v/ ¢, la frecuencia recibida por el auto es

El automévil se comporta entonces como una fuente en movimiento con esta frecuencia. La frecuencia recibida
por el aparato de radar es

V"zv'(l + %)zvo(l + %)zzvo(l + ZTU)

Reemplazando los valores de » y vy, (80 mi/h =35 m/s)

_ 2X35m/s

r7’ v
L R
¢ 3x108m/s

X 20 X 10° Hz = 4.67 X 10° Hz

Una estrella se aleja de la tierra a una velocidad de 5 X 10~ 3¢. ;Cual es el corrimiento en la longitud
de onda para la linea D, del sodio (5890 A)?

La ecuacioén de Doppler da

_Cafe—v _ -"1*‘(0/0) _ 1.4/ 1+ 0.005 3
_AO c+ 0 ] )\—)\0 1—_(m —(5890A) mﬁ = 5920 A

Por lo tanto, AA = 5920 A — 5890 A = 30 A. El corrimiento consiste en un aumento en la longitud de onda
(hacia el rojo).

>ia

Supongamos que el corrimiento de Doppler en la linea D, del sodio (5890 A)es de 100 A cuando se
observa la luz de una estrella lejana. Calcular la velocidad con que la estrella se aleja de la Tierra.

- 14 (v/c) : A = ) 1l
A _;\o\/l——__—(:_,—; o FOAER A)\/I_TT

Resolviendo, v = 0.017¢

El piloto de una nave espacial que se aleja de una plataforma a velocidad de 0.6¢, envia a ésta una
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sefial luminosa de 5000 A de longitud de onda. ;Cudl es la frecuencia de la luz vista por un observa-
dor en la plataforma?

1-(v/c) 3X108m/5."l—0.6 14
”""V 1+(v/c) 5x100'm VY 1+06 =3x 107 he

(Cuadl es la frecuencia de la luz, en el problema 9.5, vista por un pasajero de una segunda nave que se
mueve en sentido opuesto con velocidad de 0.8¢ respecto a la plataforma espacial?

La velocidad de la primera nave respecto a la segunda se obtiene a partir de la transformacién de Lorentz
para la velocidad.

U, — v 0.6c — (—0.8¢)
B X T

[ 1 2

[

La frecuencia observada en la segunda nave estd dada por

\ ’l—(u;/c) 3X108m/8‘/l—0.946 14
V=, ]+(u;/c) = 5)(10“7m T+ 0946 =10x10"Hz

Problemas suplementarios

iCudl es la variacion de Doppler para una fuente de luz de longitud de onda 5500 A que se aproxima a un
observador con velocidad de 0.8¢? Resp. —3667A

Supongamos que la mayor longitud de onda visible es de 6 500 A (Con qué velocidad debe viajar un cohete para
que la luz verde (A =5000 A) emitida por él, sea invisible para un observador en tierra?
Resp. 0.257¢ alejdndose del observador

(Con qué velocidad debe alejarse una estrella de la Tierra, para que la variacién en la longitud de onda sea del
0.5%? Resp. 499 x1073¢



PARTE 2: La teoria cuantica de la
radiacion electromagnética

Capitulo 10

La teoria de los fotones

El postulado basico de la interpretacién cudntica establece que la radiacion electromagnética esta
formada por paquetes discretos de energia que se comportan como particulas, llamados fotones o cuantos.
Cada fotdn tiene una energia £ que depende tinicamente de la frecuencia » de la radiacion y estd dada por

¢
E=h=h~<
A
donde h = 6.626 X 1073 J -5 es la constante de Planck. Cada fotén interactia a la manera de todo o nada,
puesto que ceden toda su energia o no la ceden.

Debido a que los fotones viajan a la velocidad de la luz, su masa en reposo, de acuerdo con la teoria
relativista, debe ser cero; por lo tanto, su energia es totalmente cinética. Si un fot6n existe, entonces se mueve
a la velocidad de la luz ¢ y deja de existir tan pronto deje de moverse a velocidad ¢. Para m, = 0,1a relacién

relativista entre momentum y energia (seccién 8.5), se convierte en E = pc. Asi cada fotdn tiene un
momentum igual a

Desde el punto de vista cudntico, un haz de energia electromagnética esta formado por fotones que viajan
a velocidad c. La intensidad del haz sera proporcional al nimero de fotones que atraviesan la unidad de 4rea
en la unidad de tiempo. Luego, si el haz es monocromatico (una sola frecuencia), la intensidad / estara dada
por

numero de fotones
drea X tiempo

I = (energiade unfotén) x

Finalmente, para simplificar los calculos conviene utilizar las expresiones siguientes en unidades no muy
comunes.

h=4.136 X 10" eV-s
he=124%keV-A

donde 1 eV=10"3keV=1602x10""J y 1A=10""m.

Problemas resueltos
10.1.  Hallar la longitud de onda y la frecuencia de un fotén de 1.0 keV.

_he _124keV-A _ 5, ;
A= E T TTokev T 1244

¢ 3Ix 108 m/s
p= S 22 S 4% 107
X 124x10-%m Hz

53
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Calcular el momentum de un fotén de 12.0 MeV.

p=£ =12Mev/e

Calcular la frecuencia de un fotén producido cuando un electrén de 20 keV queda en reposo al
chocar con un niicleo pesado.

Suponiendo que toda la energia cinética del electrén se utiliza para producir el fotén, se tiene
Eiciat = E final

K+ pge? = hv + pgt®
20 X 10° eV = (4.136 X 10~ 3 eV *s)»
» = 4.84 X 10'® Hz

Demostrar que en el problema 10.3 el momentum no se conserva.

El momentum inicial del electrén se encuentra a partir de
(K+ EY’=(pcV+E} 6 (0.02MeV +0.511 MeV)’ = (p,c)*+ (0.511 MeV)?

luego p, = 0.144 MeV /c. Pero

' Etn 002 MeV
Pﬁnal = pfolén‘ - c = ¢

El momentum restante es absorbido por el nucleo que detiene al electron. Puesto que la masa del nicleo es
mucho mayor que la del electrén, la variacidn de energia del nicleo en el problema 10.3, puede despreciarse.

Hallar Ja longitud de onda maxima del foton que puede separar una molécula, cuya energia de enlace
esde 13 eV. A

De E =hc/A,

15ev=l?;4il_£i’_‘_'_l 6 A=827A

(Qué energia debe tener un fotoén para que su momentum sea igual al de un electrén de 3 MeV?

El momentum y la energia de un electrén estan relacionados por

E'=(pc)'+E 6  (3MeV +0511 MeV) = (p,c)*+ (0.511 MeV)?
luego p, = 3.47 MeV /c. La energia del fot6n es

E = pc=p,c= (347 MeV/c)c =3.47 MeV

Sobre una superficie de 4 cm? de 4rea incide normalmente luz monocromatica de 3000 A delongitud
de onda. Si la intensidad delaluzesde 15 X 10~ W /m?, calcular el nimero de fotones por segundo
que golpean la superficie.

La energia por fotén es

he (663X 107%J+5)(3 X 10° m/s)

Ea-—-- -6.63)(‘0-‘9J
A 3x107"m

El flujo total de energia es

JA = (15X 10"2W/m?)(4 X 10"4 m?) = 6 X 1073 W =6 X 1073 J /s
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Por lo tanto, ¢l nimero de fotones por segundo que golpea la superficie es

6x10753/s
6.63 X 10~'° J/ fotén

= 9.05 X 10" fotones/s

Una estacién de radio funciona con una frecuencia de 103.7 MHz con una potencia de salida de 200
kW. Calcular la tasa de emisién de cuantos de la estacion.

La energia de cada cuanto es
E=hy=(663x10"3J-5)(103.7X 10°5~") = 6.88 X 1026 J
asi

amero de cuantos 1 cuanto
n =200 10° L x

cuantos
tiempo S 688x107%]

=291 x 10

Problemas suplementarios

Calcular la longitud de onda y la frecuencia de un fotén de 1 MeV.
Resp. 124X 1072 A; 2.42 % 10®° Hz

Hallar la longitud de onda y la frecuencia de un fotén, cuyo momentum es 0.02 MeV/c.
Resp. 620X 107'A;4.84x 10" Hz

{Cual es el momentum de un fotén de 4 keV? Resp. 4 keV/c
Calcular la energia de un fotdén, cuyo momentum es de 10 MeV/c. Resp. 10 MeV
Hallar la energia de un fotén, cuya longitud de onda es de 4000 A Resp. 3.1 eV

{Cuadl es la energia y el momentum de un fotén de frecuencia 106 Hz.
Resp.  4.14 X 10 MeV; 4.14 X 10° MeV /¢

Hallar el momentum de un fotén de longitud de onda 10 A. Resp. 1.2 MeV/c

Después de un choque simple, que lo deja en reposo, un electrén de 1 MeV produce un fotén. Hallar la longitud

de onda del foton. Resp. 124% 1073 A

Si la maxima longitud de onda de un fot6n necesaria para separar una molécula diatomica es de 3000 A, ;cuél es
su energia de enlace? Resp. 4.13 eV

{Cual es el momentum de un fotén que tiene la misma energia que una particula Alfa de 10 MeV ?
Resp. 10 MeV/c

Una estacion de radio tiene una potencia de salida de 150 kW a una frecuencia de 101.1 MHz. Hallar el niimero
de fotones que atraviesa una unidad de area por unidad de tiempo, a una milla de distancia de la estacién.
Suponga que la estacién emite uniformemente en todas direcciones. Resp.  6.39 X 10?! fotones/ pZ.s
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10.20. Una onda electromagnética plana de 300 MHz incide normalmente sobre una superficie de 50 cm2 de 4rea. Sila
intensidad de la onda es de 9 X 107> W/m? calcular el nimero de fotones por unidad de tiempo que chocan
con la superficie. Resp. 226 % 10'® fotones/s

10.21. Una fuente luminosa de frecuencia 6 X 10" Hz produce 10 W. ;Cudntos fotones se producen en 1 segundo?
Resp.  2.52 X 10" fotones

10.22. Considerando la estacién de radio del problema 10.8 como una fuente puntual que irradia en todas direcciones,
hallar el numero de fotones que llegan a un receptor ciibico de 20 cm de lado, ubicado a 15 km de la estacién de
radio. Resp. 2,75 x 10'° fotones



Capitulo 11

El efecto fotoeléctrico

11.1 RESULTADOS EXPERIMENTALES

En un experimento fotoeléctrico, la luz incide
sobre una superficie metdlica que se encuentra
dentro de un tubo al vacio y los electrones son
emitidos de esta superficie, como se indica en la
figura 11-1. La frecuencia » , la intensidad / de la
luz, el voltaje de retardo V' y el material del emisor
pueden variar. Si los electrones son lo suficiente-
mente energéticos, pueden sobrepasar el potencial
de retardo V' y llegar al colector para ser medidos
como corriente i en el amperimetro A. Para que los
electrones puedan llegar al colector, la energia ciné-
tica de éstos debe ser mayor o igual que la energia
potencial eléctrica que deben sobrepasar cuando
van del emisor al colector, es decir

—12- m,o? > eV

Si su energia es menor que este valor, regresaran
antes de llegar al colector y, por lo tanto, no podran
ser medidos como corriente.

Los resultados experimentales son:

(1) La corriente empieza casi instantaneamente,

o

Emisor Colector

+ (:1>
Y
-y
>

Fig. 11-1

aun para luz de muy baja intensidad. La demora desde

2
3)

4

()

cuando la luz incidente llega a la superficie, hasta cuando los electrones son observados, ¢s de unos
10~% s y es independiente de la intensidad.

Cuando la frecuencia y el potencial de retardo permanecen fijos, la corriente es directamente propor-
cional a la intensidad de la luz incidente.

Cuando la frecuencia y la intensidad de la luz permanecen fijas, la corriente decrece cuando el poten-
cial de retardo aumenta y se aproxima a cero para cierto voltgje de frenado V, . Este voltaje de
frenado es independiente de la intensidad.

Para un mismo material del emisor, el voltaje de frenado varia linealmente con la frecuencia, de
acuerdo con la relacién

eV, =hv — eW,
El valor del término constante, eW,, varia de un material a otro, pero la pendiente 4 permanece

igual para todos los materiales y numéricamente, es igual a la constante de Planck (ver proble-

ma 11.2).
Para cada material existe una frecuencia umbral, v, , por debajo de la cual no hay emisién de elec-
trones; esto ocurre por grande que sea la intensidad de la luz.

11.2 TEORIA DEL EFECTO FOTOELECTRICO

El resultado (2) ——aumento de corriente con la intensidad— puede explicarse solamente con una
descripcion ondulatoria de la luz, puesto que a mayor intensidad de la luz, mayor energia transmitida por la
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onda; entonces, un mayor nimero de electrones seran emitidos. Los demas resultados son completamente
inexplicables con base en una descripcion ondulatoria de la luz (ver problema 11.1).

La interpretacion cuantica de la luz puede explicar todos los resultados experimentales. En el modelo
cuantico la energia transportada por un fotén es absorbida por un solo electron. Siel electréon es expelido del
material, la diferencia entre la energia absorbida por el electrén y la energia con la cual el electrén estaba
ligado a la superficie, aparece como energia cinética del electron. Los electrones estan ligados a la superficie
con energias variables, pero la energia de enlace de los electrones menos estrechamente ligados depende del
material del emisor. La energia necesaria para extraer estos electrones menos estrechamente ligados, se llama
Juncion de trabajo ¢ del material. Por lo tanto, los electrones seran expelidos con energias cinéticas que
varian desde cero hasta un valor maximo dado por

energia cinética maxima del electrén emitido =
(energia transportada por el fot6n) — (energia de enlace del electr6n menos estrechamente ligado)

con lo cual se explica el resultado experimental (3). Puesto que K ;= €V, la relacion para la energia
maxima se convierte en

eV, =h—¢

donde ¢ = eW,. De aqui se explica la relacion lineal del resultado (4), con la existencia de una frecuencia
umbral ( resultado (5) ), dada por

hv, = eW,

Por debajo de esta frecuencia umbral, los fotones incidentes no tendran energia suficiente para liberar atin los
electrones menos estrechamente ligados, no importa cudn intensa sea la luz. El brevisimo retardo del resulta-
do experimental (1) también se explica, puesto que la absorcién de fotones se realiza casi instantineamente.
Finalmente, mientras mds intensa sea la luz, mayor es la densidad de fotones y, por lo tanto, mayor niimero de
electrones seran expelidos, con lo cual se explica el resultado (2).

Problemas resueltos

11.1.  Una superficie de potasio se encuentra a 75 cm de distancia de una bombilla de 100 vatios. Suponga-
mos que la energia irradiada por la bombilla es el 5% de la potencia de entrada. Considerando cada
atomo de potasio como un disco circular de 1 A-de didmetro, calcular el tiempo requerido por cada
atomo para absorber una energia igual a su funcidn de trabajo de 2.0 eV, de acuerdo con la interpre-
tacion ondulatoria de la luz.

Considerando la bombilla como una fuente puntual, la intensidad en el lugar donde esta la superficie de

potasio es
intensidad = ___POteRC2__ _ 100W X005 _ 707 y /2
area de la esfera  47(0.75m)
La potencia incidente sobre cada atomo de potasio es
potencia por atomo = intensidad X (area por 4tomo)
. I X 10710 m)’
= (G707 W) TUXIOTTM) 556 10-21w
m? 4

El intervalo de tiempo para absorber 2.0 ¢V de energia se encuentra a partir de

20eV)(1.6 X 10~ J/eV
6 tiempo = energia (20 eV)( /eV)
tiempo potencia 556 X 102" J /s

. energia
potencia =

=57.6s

En estos capitulos hemos supuesto que toda la energia incidente ha sido absorbida. Debido a que con la
descripcion ondulatoria parte de la energia incidente es reflejada, el valor del tiempo calculado de 57.6 s es



CAP. i1} EL EFECTO FOTOELECTRICO 59

excesivo. Por lo tanto, una descripcién ondulatoria de la radiacion electromagnética predice un tiempo de
emision mucho mayor que el observado experimentalmente de unos 1077 s,

11.2. Al realizar un experimento fotoeléctrico, se utiliz6 calcio como emisor y se obtuvieron los siguientes
potenciales de frenado:

A A 2536 | 3132 | 3650 | 4047
v, Hz X 10| 1.18 | 0958 | 0.822{ 0.741

Ve,V 1951 098 | 050 | 0.14

Hallar la constante de Planck a partir de estos datos.

Los datos se encuentran graficados en la figura 11-2. De 1a ecuacién fotoeléctrica, la pendiente de la recta es
h/e, por lo tanto

1.66 V

——— =66X10"3]-s
0.40 % 10" 5!

h = e (pendiente) = (1.6 X 10~ C)

ac-v=1J.

L 4

> AV=166V
NG d
/ Av = 0.40 X 10" Hz
0 (i 1 A e
0 0.5 1.0 1.5
», Hz X 10"
Fig. 11-2

11.3.  Las energias cinéticas de los fotoelectrones varian entre cero y 4.0 X 10~ J cuando la luz que
incide sobre la superficie tiene una longitud de onda de 3000 A. (Cual es el potencial de frenado para
esta luz?

K, =40x10°0 x —1V __ )5y
16x10-°J

Entonces, deeV, =K, , V. =25V.

11.4. ;Cuadl es la longitud de onda umbral para el material del problema 11.3?

124X 10°eV-A _ 124Xx10°eV-A
3000 A A

eV, = hy — eWy= th - 6 25ev=

Resolviendo, A , = 7590 A

11.5.  Elemisor de un tubo fotoeléctrico tiene una longitud de onda umbral de 6000A. Calcularla longitud
de onda de la luz incidente si el potencial de frenado para esta luz es de 2.5 voltios.
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La funcién de trabajo es

o o he _124X10°eV-A
Wom by, = 35 = “2EZ i =207 eV

La ecuacién fotoeléctrica da

eV,=hr— eW,= he -eW, ¢ 25eV= -2.07eV

124x 102 eV A
X X

Resolviendo, A = 2713 A.

Hallar la funcién de trabajo para el potasio, si la maxima longitud de onda para lograr emision de
electrones en un experimento fotoeléctrico es de 5620 A.

3.v. &
o= eWy= HC L 124X 10°eV-A

. 5620 A =22leV

Se ilumina una superficie de potasio con luz ultravioleta de longitud de onda 2500 A. Sila funcién de
trabajo del potasio es de 2.21 eV, ;cual es la maxima energia cinética de los electrones emitidos?

¢ 124 X 10°eV- A
Kma'x = hX —eW0= —257.-6—'&—— ~221eV=275eV

En el problema 11.7, la luz ultravioleta tiene una intensidad de 2 W/m?2. Calcular la tasa de emision
de electrones por unidad de area.

En el problema 11.7 cada fotén tiene una energia de 496 eV=7.94x10~ '] Suponiendo que cada fotén
libera un electrén, tenemos

numero de electrones _  ntimero de fotones _ 25/m?+s =252 % 1015 fotones

m?-s m?-s 7.94 x 10~ J / fotén m?-s

Supongamos que la longitud de onda de la luz incidente en un experimento fotoeléctrico, se aumenta
de 3000 A a 3010 A. Hallar el correspondiente cambio en el potencial de frenado.

eV,= %E_(?WO

Considerando el cambio en la longitud de onda y recordando que W, es constante, se obtiene

he

3 CA
@)=~ M ara 124X 10%eV - A

3000 AT (100A)= -138x 1072eV

Resolviendo, dV, = ~1.38 X 1072 V.

Calcularla intensidad del campo magnético transversal necesario para desviar todos los fotoelectro-
nes en un circulo de 20 cm de radio, cuando sobre un emisor de bario incide la luz de 4000 A de lon-
gitud de onda. La funcidn de trabajo del bario es de 2.5 eV.

-I—I)‘IL -—hv-—eW“—h— - ¢

2

max

(6.63 X 1073 J+s)(3 x 0¥ m/s) ]
~-31 - / -9 <
(9 11X 107 kg)o?,, = AT SR 2.5 eV)(l.éx 107" )

y resolviendo, v, = 4.62 X 10° m/s. Cuando estos electrones entran al campo magnético, tenemos
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fuerza del campo magnético = masa x aceleracién radial

2
eme“B =m (t;n:::)
X
9.11 X 10~3! kg)(4.62 % 10°
PRRLLT £)( m/8) 132X 10-5T
eR pnix (1.6 X 10~ C)0.20 m)

Obsérvese que este campo es comparable con el campo magnético de la Tierra, que es aproximadamente de
58x107°T.

Probar que el efecto fotoeléctrico no se presenta para el caso de electrones libres.

En la figura 11-3 vemos el proceso hipotético en el sistema de centro de masa, el cual se define como aquel
sistema, cuyo momentum inicial es cero. De la ecuacién de conservacién de la energia,

Eiicata= Efina =~ 6 hv + mc? = mye?

lo cual implica que mgy > m. Y como esto no puede ser verdadero, entonces el proceso no puede efectuarse.

Se concluye asi que los electrones que intervienen en un proceso fotoeléctrico no son libres. La materia
pesada presente entrega momentum y absorbe una cantidad despreciable de energia. Ver problema 8.16.

p=h/\ p=mo v'0
o) O~
(@) Antes de la absorcién (b) Después de la absorcion
Fig. 11-3

Problemas suplementarios

La longitud de onda umbral para un material es de 5000A. Hallar la funcién de trabajo. Resp. 248 ¢V

Para el material del problema 11.12, ;cual es el potencial de frenado para fotones de A = 3500 A?
Resp. 106V

Cuando un material se ilumina con luzde 3000 A, la maxima energia de los electrones emitidos es 1.2 eV. Hallar
la funcién de trabajo. Resp. 293 eV

{Cudl es la tasa de emision de electrones por m2 en el problema 11.14, si la luz tiene una intensidad de 3 W/m?y
su eficiencia es del 50%? Resp.  2.27 % 10'® electrones/s * m?

{Cudl es la maxima energia cinética de los electrones emitidos por una superficie, cuya longitud de onda umbral
es 6000 A cuando se ilumina con luz de 4000 A ? Resp. 1.03 eV

Calcular la maxima longitud de onda de la luz capaz de provocar emisién de electrones en un material, cuya
funcién de trabajo es de 3.0 eV. Resp. 4133 A ‘

Hallar la energia de los electrones mas rapidos emitidos al iluminar una superficic de litio con luz de 5000 A
(funcién de trabajo para el litio 2.13 eV). Resp. 0.35 eV

Cuando se ilumina una superficie con luz de 4500 A, se encuentra que el potencial de frenado para los elec-
trones emitidos es de 0.75 V. ;Cual serd el potencial de frenado para los fotoelectrones, si la luz incidente
tiene 3000 A de longitud de onda? Resp. 213V
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Los electrones mas energéticos emitidos de una superficie por fotones de 3500 A fueron obligados a describir
una circunferencia de I8 cm de radio por un campo magnético de 1.5 X 10~ T. Calcular la funcién de trabajo
para el material. Resp. 2.90 eV

Sobre dos tubos fotoeléctricos incide luz de longitud de onda 4500 A. El emisor en el primer tubo tiene una
longltud de onda umbral de 6000 A y el emisor del segundo tubo tiene una funcién de trabajo el doble de la del
primer tubo. Hallar el potencial de frenado en cada uno de los tubos.
Resp. V,; =0.69 V; no hay emision fotoeléctrica en el segundo tubo

Supongamos que un fotén de 600 A de longitud de onda es absorbido por un 4tomo d¢ hidrégeno, cuya energia
de ionizacién es de 13.6 eV. ;Cudl es la energia cinética del electrén expelido? Resp. 7.1eV



Capitulo 12

El efecto Compton

La interpretacion ondulatoria predice que, cuando una radiacién electromagnética es dispersada por
una particula cargada, la radiacién dispersada en todas direcciones tendra la misma frecuencia que la
radiacién incidente. En 1922 Arthur H. Compton demostré que si se acepta la interpretacién cuantica de la
radiacion electromagnética (capitulo 10), entonces la radiacidn dispersada tendria una frecuencia menor que
la radiacion incidente y ademas dependeria del angulo de dispersién.

En su andlisis, Compton considera la dispersion de la radiacion electromagnética por una particula
cargada como un choque perfectamente eidstico, a la manera de bolas de billar, entre un fotén y la particula
libre cargada, como se muestra en la figura 12-1. Aunque los detalles de la interaccién no son conocidos, si se
aplican los principios de conservacién de la energia y del momentum. Se ha encontrado que el fotén
dispersado sufre un cambio en la longitud de onda AA, dado por

M =N —A= - (1-cosh)
mec

(ver problema 12.10). La cantidad h/mgc se conoce cominmente con el nombre de longitud de onda de
Compton y su valor para un electrén es 0.0243 A. Obsérvese que el cambio en la longitud de onda depende
unicamente del dngulo de dispersién 8 y es independiente de la energia del foton incidente.

A A
E' = hv
PI - h/AI
/
E=hv I
p=h/A
A C—_-) - z : —>
mg ~ j
~
~
Q. &a-w
Pemmo
(@) Antes de la dispersién (b) Después de la dispersion

Fig. 12-1

Compton verificé experimentalmente su relacion teérica, por medio de dispersion de rayos XA =07 A)
en grafito. La energia de los rayos X (1.8 X 10* eV) es muchas veces mayor que la energia de enlace de los
electrones exteriores del carbén. De ahi que el tratamiento de estos electrones como particulas libres
constituya una buena aproximacion.
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Problemas resueltos

Un fotén de rayos X de 0.3 MeV realiza un choque “frontal” con un electrén inicialmente en reposo.
Hallar la velocidad de retroceso del electron, utilizando la conservaciéon de la energia y el
momentum.

Segiin la figura 12-1, ia conservacion de la energia se expresa como

2
E+m=E'+ —— 6 03MeV+0511 MeV = £ + 2511 MV
VI —(vz/cz) ‘h _(02/‘.2)

El momentum de un fotén es hv/c = E/¢; por lo tanto, la conservacién del momentum es (9 = 180°, ¢ = 0)

’ m —E'
E, oa_E o0 s O03MeV _ —E' . 0SLIMeV o

c c ¢ ¢ 2
Vi- 0%/ Vi-(o¥/e) ¢
La solucién de las ecuaciones simultdneas para energia y momentum tiene como resultado, v = 0.65¢.

En el problema 12.1, verificar que la velocidad concuerda con el valor obtenido a partir de la
ecuacién de Compton.

’ h —_ = —h-— —_— °) = .z—h ‘= _2_}L.
A=A 7”—05(1 cos )= ot (1 — cos 180°) P 6 N=A+ o
Multiplicando este valor por 1/hAc, se obtiene
N_A + 2 _ 1 + 2 1 2 724 1

e he T me W mg?  03MeV T OBTIMeV %t MeV

Sustituyendo E’ = (1/7.24) MeV en la ecuacion de energia del problema 12.1 y despejando v, se obtiene de
nuevo v = 0.65¢.

Calcular la fraccién de cambio en la longitud de onda de un haz de rayos X de longitud de onda 0.400
A, si el haz sufre una dispersién de Compton de 90°.

N-A= 37';? (1 = cos 8) = (0.0243 A)(1 — cos 90°) = 0.0243 A

N -\ _ 00243 A
A 0.400 A 0.0608

Un haz de rayos X de longitud de onda 0.300 A sufre una dispersién de Compton de 60°. Hallar la
longitud de onda del fotén dispersado y la energia del electrén, después de la dispersion.

N=A+ 7»;% (1~ cos 8) = 0.30 A + (0.0243 A)(1 — cos 60°) = 0312 A

De la conservacién de la energia,

he he 124keV'A _ 124keV'A
—— f— Qe = 3 + K
i U s 03 A 03124 Tk

Resolviendo, K, = 1.59 keV

En un experimento de Compton, un electrén alcanza una energia de 0.100 MeV cuando un hazde
rayos X de 0.500 MeV incide sobre é1. Calcular la longitud de onda del fotén dispersado, si el electrén
estaba inicialmente en reposo.

Einiciat = Efinal
E + mgt® = E' + (K, +.ogt7)
0.500 MeV = E’ + 0.100 MeV
E’' = 0.400 MeV
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por lo tanto

M= ke | 124X1073MeV-A

- -3
o4 0,400 MeV 31107 A

12.6. En el problema 12.5, hallar el 4ngulo que forma el foton dispersado con la direccién incidente.

La longitud de onda incidente es

A= he _ 124x1073MeV-A
E 0.500 MeV

=248x10"%A

De 1a ecuacién de Compton
rea=t -
AN=A P (1 -cos8)
311077 A -248 X 1073 A = (24.3 X 10~ A)(1 — cos 0)
Resolviendo, 4 = 42°

12.7.  Sila mixima energia comunicada a un electr6n en una dispersién de Compton es 45 keV, jcudlesla
longitud de onda del fot6n incidente?

Si el electron tiene su maxima energfa de retroceso, entonces el fotén es dispersado hacia atras. Por la
conservacién de energia,

E+4my?>=E +45keV+mye? 6 E—E =45keV 1)

Por Ia conservacién del momentum,
E._E,, 2)

Relacionando la energia y el momentum del electrén por E2 = (p,c)? + EZ, se tiene
(0.511 MeV + 0.045 MeV)’= (p,c)*+ (0511 MeV)? 6 p, = 0219 MeV/c
Sustituyendo este valor en (2), tenemos
E+ E' =219 keV : )
Resolviendo (/) y (3) se obtiene E = [32keV, con lo cual

Am he L 124keV-A

— S ce————— S "1
F B LY 939 x 10~ A

12.8. Demostrar que un electrén libre en reposo no puede absorber un fotén. (De ahi que la dispersién de
Compton debe realizarse con electrones libres).

Piown ™ Perecron 6 ) =Pe

2 2
Eron * E ecrron 6 hv= V(p,c) + (mocz)

Dividiendo la expresion de la energia por c, se obtiene

h
o =Vpi+mi* >p,

lo cual contradice la expresién del momentum.
El mismo problema ha sido resuelto de manera un poco diferente, en relacién con el efecto fotoeléctrico
(problema 11.11).
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Calcular el dngulo de dispersién méximo en un experimento de Compton para el cual el fotén
dispersado puede producir un par positrén-electrén.

La longitud de onda umbral para la produccién del par positrén-electron es (ver problema 13.4)

L edmer 6 B
h)\u 2mye 6 e 22,

Sustituyendo este valor en la ecuacién de Compton, se tiene
)\'=)\+2)§u(l —cos 8)
El lado derecho de esta ecuacién esta formado por dos términos estrictamente positivos. Por lo tanto, si
A, (I1~cos8) =1,

entonces A" > A, y la produccién del par no puede efectuarse. Considerando la igualdad, encontramos para §,
el valor de

2A,(0—cosB,)=X, 6 cosb,=1/2 ¢ 6, =60°

Obsérvese que este resultado es independiente de la energia del fotdn incidente.

Deducir la ecuacién de Compton, X' — A = (h/mycX1 — cos 6).

Con relacion a la figura 12-1, el fot6n es conside-
rado como una particula de energia £ = hv = hc /A y
de momentum p = h/A, De la conservacién de la
energia:

B bmyct = B g e Fig. 122

Elevando al cuadrado y reagrupando términos, se obtiene

W 2y \ay_ 205 hmoc?

2 2
(mc?) N Wt T

' = A) + (mge?)’ ()

De la conservacion del momentum se obtiene el diagrama vectorial mostrado en la figura 12-2. Puesto que
Pe=p-p,

hZ
AZ}\/Z

Pe'Pe=pi=p*+p?—2pp = W2+ A2 =20\ cos 9) (2)

Reemplazando (/) y (2) en la relacion (me2)? = (p,c)? + (mgc?)?, se obtiene

R? va gy 2K 2hmqyc’
AR A vol e Y

2

2.2 2
(N = A) + (mgc?) = )\LQ—- (A + A% — 20\ cos 8) + (moc?)

2)\/2
Resolviendo, se llega a la relacién de Compton

N-A=M=-(1-cosh)
m0C

En la dispersion de Compton, ;cuél es la energia cinética del electrén dispersado en un angulo ¢
respecto a la direccion del foton incidente?

energia inicial = energia final
hy + mgct = by’ + K, + myc?

o, también hv = pc,

pec=pc+K, ()
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De la figura 12-2, p’=p - p,, y luego

Pp=p?=p>+pl—2pp, cos ¢ )
Utilizando (/) y la relacion
E2- (mocz)2
e 1 2
pi= e [(m002 +K) - (mocz)z] = —clz (K2 + 2K, myc?) (3

en (2), se obtiene

K,(mo + -g ) = pp, COS ¢

Elevando al cuadrado y utilizando de nuevo la ecuacién (3), se obtiene
2 py_ 7P

K (mo + ) =7 (KZ? + 2K, myc?) cos? ¢

Finalmente, despejando K, y reemplazando p por hv/c, se llega a

2( hv2 ) cos? ¢
2 2
( hyz + 1) - ( hv2 ) cos? ¢
moc maoc

Obsérvese que K, es el maximo para ¢ =0.

Problemas suplementarios

Hallar la longitud de onda Compton para un protén (masa en reposo = 938.3 MeV). Resp. 1.32 X 1075 A
Repetir el problema 12.3 para luz visible de longitud de onda 5000 A Resp. 4.86 X 10°%

Un fotén de 100 keV es dispersado por unelectrén libre inicialmente en reposo. Hallar la velocidad de retroceso
del electrén, si el dngulo de dispersién del fotén es de 180°. (Utilice la conservacién de energfa y momentum.)
Resp. 0.319¢

En el problema _12.14 calcular la longitud de onda del fotén dispersado a partir de la ecuacién de Compton.
Resp. 0.1726 A

Si el fotondel problema 12.14 es dispersado y forma un dngulo de 65° con el haz incidente, jcuél es la longitud de
onda final? Resp. 0.138 A

Calcular el momentum final del electrén en el problema 12.16. Resp. 102.4 keV/c

{
Repet!ir los problemas 12.16 y 12.17 para un dngulo de dispersion de 144°, Resp. 0.168A; 166 keV/c

’

En una dispefsién de Compton, se detectaron el fotén y el electrén dispersados. Se encontré que la energia
cinética del electron era de 75 keV y la energia del foton de 200 keV. ;Cual era la longitud de onda inicial del
foton? Resp. 0.045 A
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En el problema 12.19, hallar el angulo de dispersién para el fotén y el electrén. Resp. 72.5°; 41.7°

Calcular la variacién porcentual en la longitud de onda de un fotén de A = 0.15 A, que sufre una dispersién de
120° con un electrén. Resp. 24.3%

Hallar la longitud de onda final de un fotén dispersado, que sufre una dispersion de Compton de 90% con un
protén libre, si su energia original es de 12 MeV. (Para un protén, mgc? = 938.3 MeV.)
Resp. 1.05x 1073 A

Calcular la méxima energia, en electrén voltios, comunicada a un electrén en un experimento de Compton, si
los cuanta incidentes son rayos X de longitud de onda 0.50 A, Resp. 4.7eV

Repetir el problema 12.23 para fotones de luz visible de longitud de onda 5000A. Resp. 241 %10~ %eV

Para la dispersion de Compton, ;cual es la relacion entre los dngulos de dispersion para el fotén y el electrén?

Resp. coté= (I - ——ho—z)cot%
moc

Un electrén que sufre un “choque frontal” con un fotén de rayos X, tiene un potencial de frenado de 70kV. Siel
electrén estaba inicialmente en reposo, jcudles son las longitudes de onda inicial y dispersada de los fotones de
rayos X? Resp. 00716 A; 0.1201 A



Capitulo 13

Produccion y aniquilacion de pares

13.1 PRODUCCIONDEPARES

En el proceso de produccion de pares, 1a energia transportada por un foton se convierte por completo en
materia, dando como resultado la creacion de un par electrén-positrén, como se indica en la figura 13-1. (Un
positrén es idéntico a un electrén en todos sus aspectos excepto en su carga.) Puesto que la carga inicial del
sisterna es cero, para conservar la carga deben producirse dos particulas con cargas opuestas. Para producir
un par, la energia del foton incidente debe ser por io menos igual a la energia en reposo del par; la energia
excedente del fotén aparece como energia cinética de las particulas.

/P+
E+=m+ci®

E=hy E_=m_c P
PN i
Nicleo pesado, M,
(@) Antes de la produccién del par (b) Después de la produccion det par

Fig. 13-1

La produccion de pares no puede efectuarse en el espacio vacio (ver problema 13.11), por eso, en fa figura
13-1 se ha indicado la presencia de un nucleo pesado. El niicleo absorbe una apreciable cantidad de
momentum del foton incidente, pero debido a su gran masa, su energia cinética de retroceso, K zpz/ZMO, es
generalmente despreciable en comparacion con las energias cinéticas del par electrén-positron. Por tanto,
puede aplicarse la conservaciéon de energia (mas no del momentum) ignorando la presencia del nucleo
pesado, para obtener

hw=m,c’+m_c*=K, +K_+2my?

puesto que el electrén y el positrén tienen la misma masa de reposo my=9.11 X 107! kg.

13.2 ANIQUILACION DE PARES

También, puede ocurrirel inverso de la produccién de pares. En la aniquilacion de pares, un par positrén-
electron se destruye, dando como resultado la creacion de dos (0 mas) fotones, como se indica en la figura
13-2. Para que se conserve la energia y el momentum, deben producirse por lo menos dos fotones. A
diferencia de la produccién de pares, la aniquilacion puede efectuarse en el espacio vacio y ambos principios
de conservacion, el de energia y el de momentum son aplicables, por lo tanto

Einnm/ = Eﬁnal 6 2’"0"‘2 + K+ + K" = th + hl’z
, _h h
pnmcial =pﬁnal 0 m+v+ tmov. = Ekl + Err_kz
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donde k es el vector propagacion, |k| = 2=z /X,

hy,
E,=m, c*=mye?+ K,
®—
&- m_cl=mmy?+ K_
©
(a) Antes de la destruccién del par (b) Después de 1a destruccion del par

Fig. 13-2

Tanto la produccién como la aniquilacién de pares puede efectuarse con otras particulas y
antiparticulas, tales como un protén y un antiprotén (ver problema 13.16).

Problemas resueltos

13.1.  Enla vecindad de un niicleo pesado, un fotén de longitud de onda 0.0030 A produce un par electrén-
positrén. Calcular la energia cinética de cada una de las particulas, si la energia cinética del positron
es el doble de la del electrén.

A partir de, E igiciat = E ina
h_{ =2moc? + K, +K_ =2moe? +3K_

124 X 10~3MeV - A
: . = 2(0. V) +3K._
50030 A 2(0.511 MeV)

K. =104 MeV
Yy K, =2K_ =208 MeV,

13.2.  Hallar las energias de los dos fotones que se producen cuando se efectia una aniquilacién entre un
electrén y un positrén que se encuentran inicialmente en reposo.

Puesto que el momentum inicial del par positrén-electrén es cero, los dos fotones deben viajar en sentidos
opuestos con energias iguales. Aplicando la ley de conservacion de la energia, se obtiene

2moe?=2E, 6  E,=myc?=0511 MeV

13.3. Cuando un electrén y un positrén realizan un choque frontal, se efectiia una aniquilacion de pares
que da como resultado dos fotones de 2.0 MeV cada uno, dirigidos en sentidos opuestos. Hallar la

energia cinética del electrén y del positron antes del choquec.

Como el momentum final de los fotones es cero, el electrén y el positron han debido tener energias cinéticas
iguales antes del choque. De la conservacion de la energia,

2mye? + 2K = 2E,
2(0.511 MeV) + 2K = 2(2.0 MeV)
K = 1.49 MeV

13.4. Calcular la longitud de onda umbral para la produccién de pares.
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La longitud de onda umbral es aquélla para la cual ¢l positrén y el electron tienen energia cinética cero. La
conservacion de energia para este caso, (despreciando la energia de retroceso del nicleo) da,

he 2 , he 124 X 10°3 MeV* A :
X = = = =00121 A
X, im0 A= 2(0.511 MeV) 0

13.5. Entre un electréon y un positrén en reposo se efectia una aniquilacion de la cual aparecen tres
fotones. Hallar la energia del tercer foton si las energias de los otros dos fotones son 0.20 MeV y 0.30
MeV.

De la conservacién de la energia,

2(0.511 MeV) = 0.20 MeV + 0.30 MeV + E; 4 E; =0.522 MeV

13.6. ;Cuantos positrones puede producir un fotén de 200 MeV?

La energia necesaria para crear un par electron-positrén en reposo es el doble de la energia enreposode un
electron, o sea 1.022 MeV. Por lo tanto,

| par ositrén
maximo nimero de positrones = (200 MeV)( P )( L4

1.022 MeV par ) = 195 positrones

13.7.  Unelectrén de 5 MeV sufre una aniquilacion con un positrén que se encuentra en reposo. En este
proceso se crean dos fotones, uno de los cuales avanza en la direccién del electrén incidente. Calcular
la energia de cada fotén.

Elsegundo fotén debe viajar en direccion paralela (¢ = + 1) o antiparalela (¢ = — 1)al primer foton, para
conservar el momentum en la direccion transversal. De la conservacion del momentum,

p,_=—c—+€"— [ E|+€E2=p_c

Reemplazando p_ ¢ de
(K- + mocz)2 =(p_c)+ (m(,cz)2

obtenemos

E\ + ¢, =\/(1<_ +moc?) — (mee?)’ =V(5.511 MeV)? — (0.511 MeV)? = 5.49 MeV
La conservacion de la energia exige que
Ey+ Ey = K_ +myc® + moe? =5 MeV + 2(0.511 MeV) = 6.02 MeV
Reemplazando E, en la ecuacion del momentum s¢ obtiene
-0.53 MeV={(¢c—- 1)E,

Por lo tanto € debe hacerse igual a— 1, para que el segundo fotdn viaje en sentido opuesto al primero. Las
energias calculadas son

E,=027MeV  E, =575 MeV

13.8. Unelectrén y un positrén que viajan juntos, como se muestra @.____.,. v, =(3/2)c
en la figura 13-3, se aniquilan. Hallar las longitudes de onda de
los dos fotones producidos si ambos se mueven a lo largo de la @————b o_=(3/2)c

linea de movimiento del par original.
Fig. 13-3

Si el proceso se mira desde el sistema de centro de masa, los fotones salen en sentidos opuestos. Llevando
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esto al sistema de laboratorio, atn se encuentra que los fotones se mueven en sentidos opuestos, ya que la
velocidad de laboratorio relativa al centro de masa es menor que ¢. La conservacién del momentum da

h _ h
2my=p,—pr= NN
con
2moc?)(v/c) 20511 MeV)(¥3 /2) MeV
my = =

= 1770 —
4

M-/ afi-@)

Por lo tanto,

1 @Qmo)e 1.770 MeV 4
. = =1427A (1)
A he 124 X 1073 MeV A

L
A
Por la conservacién de la energia,

2mc2=hv|+hy2-ﬂ£+ﬁ€

AL A
con
2mgc? 2(0.511 MeV
ametm 2t X V) 2044 Mev
VI - (0%/c?) \/1 -5
Luego,
1 1 _ 2me? 2.044 MeV -
R NP S = = 164.8 A} 2
AL A he 124X 10-3*MeV- A @)

Resolviendo (/) y (2) simultaneamente se obtiene

A =650X10"2A A, =905x10"2A

Un electrén y un positrén que se mueven como en el problema 13. 8, se aniquilan y se observa que los
fotones producidos forman dngulos de dispersion iguales. Hallar la energia y los angulos de disper-
sién de los fotones.

Puesto que el momentum inicial en la direccién perpendicular es cero, los fotones deben tener la misma
energia E,. Con los resultados del problema 13.8 y la conservacién de energia,

2E, = —————— =2044MeV 6 E, = 1.022 MeV

Por la conservacién del momentum en la direccién longitudinal,

E’I E"
2my = —c—cos0+ —E-cos(—l))

2mgv 2myc
Vi- (/) Vi (/e
luego cos 8= v/c =V3 /2 y 8=30°

cos @

La produccion de pares efectuada en un campo magnético de 0.1 T da como resultado un positrény

un electron que se mueven en circunferencias de radios 120 mm y 40 mm, respectivamente. Calcular
la energia del fotdn incidente.
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Aplicando la segunda ley de Newton a la particula cargada en un campo magnético (ver problema 8.25),

obtenemos
mg o, 1 ¢BR \?
quB= ——— T (o] — =\l + ( S
Vi - (w/c?) Vi- (/) ol

Por lo tanto, la energia total de la particula cargada es

mye? 2
E=mct= ——2 = myc? l+(%)
Vi-(?/c?) 0

Calculando la energia del positron y la del electrdn:

[ (1.6 107 C)(0.1 TY(120 X 102 m) |
E, =511 Mev)\ /1 +| NOIDAA0 X107 m) 5 3 Mev
(9.11 X 1073 kg)(3 X 108 m/s)

(9.11 X 1072 kg)(3 X 10. m/s)
Entonces, por la conservacion de la energia (despreciando la del nucleo pesado),
hw=E, +E_=493MeV

[ (1.6 X 10~ C)(0. “3m) P
E_=(0.511MeV)\/1+ ( )(0.1 TH(40 X 10 m)} = 1.30 MeV

13.11. Demostrar que la produccion de pares no puede efectuarse en el espacio vacio. (De ahi que la pro-
duccion de pares deba efectuarse en presencia de un nicleo).

La produccion de un par de particulas es un hecho invariante: si un observador encuentra que un par se
produce, entonces cualquier otro observador que se mueva con respecto al primero, también encontrara que el
par se ha producido. Sin embargo, la frecuencia de un foton difiere de un observador a otro, debido a la
variacién Doppler (capitulo 9). Siempre es posible encontrar un observador que se mueva con una velocidad tal
que la frecuencia de un fotén dado tenga una variacion Doppler por debajo de la frecuencia umbral necesaria
para la produccién del par (problema 13.4). Puesto que este observador encontrara que la produccién del par no
es posible en el espacio vacio, resulta que cualquier otro observador encontrara que es imposible la produccién
del par en el espacio vacio.

Problemas suplementarios
13.12. Calcular la energia umbral de un foton para la produccién de pares. Resp. 1.022 MeV

13.13.  Unfoté6n de longitud de onda 0.0005 A produce un par electrén-positrén en la vecindad de un nticleo pesado. Si
las particulas tienen la misma energia cinética, hallar la energia de cada una. Resp. 11.9 MeV

13.14.  Si la energia cinética del positron en el problema 13.13 es cinco veces la del electron, hallar la energia de cada
particula. Resp. 19.8 MeV; 3.96 MeV

13.15.  Despusés de la aniquilacion de un par, se encuentra que dos fotones de | MeV se mueven en sentidos opuestos.
Calcular la energia cinética del electréon y del positrén sabiendo que ambos tenian la misma energia.
Resp. 0.49 MeV

13.16.  Calcular la longitud de onda umbral para la produccién del par proton-antiprotén. La masa en reposo del
protén (o del antiproton) es 938 MeV. Resp.  6.61 X 107%A
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Un electron con velocidad de 0.8¢, se aniquila con un positrén en reposo, produciendo dos fotones. Un fotén
que viaja en la direccion del electrén incidente. Calcular la energia de cada fotén.
Resp.  1.02 MeV; 0.34 MeV

Sien el probiema 13.17, un fotén se mueve perpendicularmente a la direccion del electrdn incidente, jcudl es la
energia de cada foton? Resp.  0.51 MeV; 0.85 MeV

Cuando la produccioén de pares se efectiia en un campo magnético de 0.05 T, se observa que tanto el electrén
como el positron describen circunferencias de 90 mm de radio. ;Cual es la energia del fotén incidente?
Resp. 2.88 MeV



Capitulo 14

Absorcion de fotones

La intensidad de un haz de radiacion se reduce al pasar a través de un material, debido a que algunos
fotones son absorbidos o desviados de la direccién de avance por alguna combinacién de las siguientes
causas: efecto fotoeléctrico, efecto Compton y produccién de pares. La reduccién en intensidad se rige por la
ley de decaimiento exponencial.

I=Ie™™ (14.1)

Aqui I, es la intensidad de la radiacién que incide sobre el material absorbente y u (el coeficiente de
absorcion lineal) es, para un fotén de energia dada, una constante que depende del material absorbente. Para
cualquier material dado, u varia con la energia (o longitud de onda) de la radiacién, debido a que a diferentes
energias predominan diferentes interacciones.

Problemas resueltos

14.1.  ;Qué porcentaje de radiacion incidente de rayos X pasa a través de 5.0 mm de un material, cuyo
coeficiente de absorcidn lineal es de 0.07 mm-!?

IL = e—h = ¢—(007 mm~ 50 mm) = 0,705 = 70.5%
V]

14.2.  Un haz monocromdtico de fotones incide sobre un material absorbente. Si la intensidad del haz
incidente se reduce a la mitad cuando el haz atraviesa 8 mm del material, ;cuél es el coeficiente de
absorcién?

10
_—= ]Oe-y(ﬁ mm)

2

Resolviendo, k = 0.0866 mm ™'

14.3.  Calcular el espesor de valor medio (o capa hemirreductora) del aluminio si u = 0.070 mm™".

El espesdr de valor medio es el espesor a través del cual el valor de la intensidad de un haz de fotones se
reduce a la mitad de la del haz incidente. Luego

% =e-©@MOmm Nx & =99mm

14.4. ;Cualeslarelacién entre las intensidades de un haz de fotones, antes y después de pasar a través deun

material, cuyo espesor es igual a dos espesores de valor medio?

A través de cada espesor de valor medio, la intensidad se reduce a la mitad de su valor original. Por lo tanto,
a través de dos espesores de valor medio, la intensidad incidente (/,) se reduce a la cyarta parte de su valor
inicial (1, /4).

75
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La intensidad de un haz se reduce a la mitad, cuando atraviesa perpendicularmente una lamina de
20 mm de espesor. ;Cudl es la intensidad del haz emergente cuando se gira la ldmina un 4ngulo
de 4097 .

El coeficiente de absorcién lineal se obtiene de

% =e M@ mm  § 200347 mm"!
Cuando se gira la lamina un angulo de 40°, el nuevo espesor es
x
Xy = L _ . 20mm = 26.1 mm

cos 40°  cos 40°
La nueva intensidad es
12 ~t
I_ = ¢ M2 = ¢~ (00347 mm~'N26.1 mm) 0.404
0
{Qué espesor de aluminio ( u, = 0.044 mm ') es equivalente a 6.0 mm de plomo (u,=5.8 mm™')?

Un espesor de aluminio equivalente reducira la radiacién incidente en la misma cantidad que se reduce al
pasar a través de 6.0 mm de plomo.

L = ¢ H¥l = o " Hu¥a
1y

de donde px; = p,x,. Asi

-1
xy= = 38MMT (60 mm) =791 mm
M 0.044 mm '

Los coeficientes de absorcion de dos materiales A y B son 0.044 mm-'y 0.056 mm-!, respectiva-
mente. Si al atravesar ambos materiales la intensidad I, se convierte en Iy/5, jcudles son los espeso-
res de A y B, sabiendo que el espesor de A4 es el dobie que el de B?

Si el espesor de A4 es 2x, la intensidad incidente sobre Bes e (%, Por lo tanto, aplicando la ley expo-
nencial a B,

I
I = —59 = [loe_ﬂl(zx)]e"‘bx = Ioe_(2"¢+“b)x

§= e(o.m mm - )x

Resolviendo, x = 11.18 mm, 2x = 22.36 mm.

Deducir la férmula I = I,e ™*.

Para un fotén de energia dada, el flujo de fotones se reduce en un material, debido al efecto fotoeléctrico, a
la produccién de pares y a la dispersién de Compton, El niimero de reacciones, dN, en un espesor dx es directa-
mente proporcional a la magnitud del flujo de fotones, N, y al nimero de dtomos que encuentra el fotén a su
paso a través de un pequefio espesor del material. A su vez, el niimero de atomos en dx es proporcional a dx. Por
lo tanto,

—dN = uN dx

Integrando se obtiene

ot =-afe

Ne= Noe_“x
Puesto que la intensidad, /, de un haz monocromaético es proporcional a N. Entonces

I=Ipe™™
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Problemas suplementarios

14.9. El coeficiente de absorcion de un material es 0.061 mm-!. Si la intensidad incidente es Iy , calcular el espesor de
material necesario para reducir la intensidad del haz a Iy/3. Resp. 18 mm

14.10.  El coeficiente de absorcién lineal para un material es 0.0055 mm-'. ;Qué porcentaje de haz monocromatico
pasard a través de 10 mm de este material? Resp. 57.7%

14.11.  Atravésde 8.5 mm de cierto material, ia intensidad de un haz monocromatico se reduce a la tercera parte. Hallar
el coeficiente de absorcion del material. Resp. 0.129 mm~-!

14.12.  Para un material g = 0.035 mm™". Hallar el espesor de valor medio. Resp. 19.8 mm

14.13.  ;Qué espesor de un material A (p, =0.060 mm~"') es equivalente a 8 mm de espesor de material B (=
0.131 mm-!)? Resp. 17.5 mm

14.14. Si con los materiales del problema 14.13 se construyen ldminas de igual espesor y se unen para reducir la
intensidad de un haz incidente a la quinta parte, jcudl es el espesor de cada lamina? Resp. 8.4 mm

14.15. Sobre un material inciden dos radiaciones de rayos X de igual intensidad, una de 0.3 A(p, =03 mm~Yyotra
de 0.5 A (g, = 0.72 mm™"). Hallar el espesor del material si, en la radiacién emergente, el haz de rayos X de
0.3 A tiene doble intensidad que el haz de 0.5 A. Resp. 1.7 mm



PARTE 3: Ondas de materia

Capitulo 15
Ondas de De Broglie

15.1 LA DUALIDAD ONDA-PARTICULA DE LA RADIACION ELECTROMAGNETICA

En los capitulos 10 al 13 se vio como a las radiaciones electromagnéticas se les asignaron caracteristicas
de particulas para explicar ciertas observaciones experimentales (efecto fotoeléctrico, dispersién de
Compton). Se sabe. ademas, por experimentos de interferencia y difraccién, que la radiacion electro-
magnética también se comporta como una onda. De ahi que la radiacion electromagnética muestra una
dualidad onda-particula: en ciertas circunstancias se comporta como una onda, mientras que en otras
situaciones actia como una particula.

Se hace indispensable la distincion clara entre ondas y particulas, por ser éstos los dos unicos modos de
transmision de energia. Clasicamente, una particula es algo que ocupa una posicion, tiene momentum,
energia cinética, masa y carga eléctrica. Una onda clasica tiene caracteristicas, tales como longitud de onda,
frecuencia, velocidad, amplitud de la perturbacion, intensidad, energia y momentum. La diferencia mas
sobresaliente entre ambas consiste en que la particula puede ser localizada, mientras que la onda se esparcey
ocupa una posicion relativamente amplia en el espacio.

15.2 LA DUALIDAD ONDA-PARTICULA DE LA MATERIA

En 1924, Luis de Broglie propuso que, si la radiacion electromagnética podia comportarse unas veces
como onda y otras como particula, existia la posibilidad, para objetos materiales como los electrones, de
actuar en ciertas ocasiones como ondas. En otras palabras, de Broglie propuso que cuando los objetos
materiales pasan a través de una ranura, cuyo ancho sea comparable con una longitud de onda asociada a
ellos, entonces experimentaran un proceso de difraccion, tal como ocurre con los fotones en un experimento
con una ranura.

Paraunfotéon. v = E/hy A= h/p. Seobservaquelos lados izquierdos de estas ecuaciones involucran
aspectos ondulatorios de los fotones (frecuencia y longitud de onda), mientras que en los lados derechos apa-
recen caracteristicas de particulas (energia, momentum). El puente entre ambos lados de cada ecuacién es la
constante de Planck, Con el argumento de la simetria de la naturaleza, de Broglie supuso que las longitudes
de onda asociadas con los cuerpos materiales podian satisfacer las mismas relaciones que son védlidas para los
fotones. Por lo tanto, postuld que un cuerpo material tendria una longitud de onda dada por

h _ h

P me

Una diferencia importante entre los fotones y los objetos con masa, consiste en cémo se relacionan sus
propiedades ondulatorias y de particula. Como para un fotén Av = ¢ solamente se requiere una ecuacién
para obtener la longitud de onday la frecuencia a partir de las propiedades de particula, energia y momentum
del fotén. En cambio, para un objeto con masa, es necesario separar las ecuaciones para su longitud de onda
(A = h/p) y su frecuencia (v = E/h).

Problemas resueltos

15.1. Hallar la longitud de onda de de Broglie para un perdigén de 0.01 kg que viaja a 10 m/s.

. h 6.63x 1073 s _ % Y —23
A=ow m-smxlo m=663x10"2 A

78
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Para observar las ondas de de Broglie, es necesario realizar experimentos de interferencia o de difraccién, en los
cuales se utilicen ranuras, cuyo ancho sea comparable con la longitud de onda de de Broglie. La anterior
longitud de onda de de Broglie, 1072 A, es muchisimas veces menor que la mas pequefia ranura existente.

15.2.  Calcular el potencial de aceleracion necesario para dar a un electrén una longitud de onda de de
Broglie de 1 A, longitud comparable con las distancias interatomicas de los &tomos de un cristal.

De la conservacién de la energia (calculos no relativistas), tenemos

ev=tmpr= L =L (;\z)z

2 6.63 x 10-3 J - 5)°
ye - ( ) - =151V
2meeA®  2(9.11 x 1073 kg)(1.6 X 107 C)(1 X 107" m)

Obsérvese que la energia cinética de 151 eV es pequefia comparada con la energia en reposo de 0.511MeV. Esto
justifica el calculo no relativista.

Potenciales de aceleracidn aproximados a 150 voltios son facilmente utilizables en el laboratorio. Por lo
tanto, a diferencia del caso macroscépico del problema 15.1, son posibles las condiciones para observar las
ondas de de Broglie de los electrones.

15.3. Calcular la longitud de onda de de Broglie para un neutrén (“térmico”) de 0.05 eV.

Efectuando calculos no relativistas,

h  _ ke _ 124X 10°eV-A
V2moK \/2(”1002) K V2(940 X 10° eV)(0.05 eV)

=128 A

A=—11‘=
P

Esta longitud de onda conveniente de aproximadamente | A, es facilmente obtenibie en la fisica de los neutrones
lentos.

15.4. Calcular la energia de un protén de longitud de onda igual a 0.5 fm.
(1fm=10""m=10"° A =1 fermi)
De A=h/p= hc/pc.

_ 1240 MeV *fm
pPc

0.5 fm 6 pc = 2480 MeV

De la ecuacion relativista para la energia-momentum,
E? = (pe)’ + E} = (2480 MeV)’ + (938 MeV)’
lo que da E = 2650 MeV vy
K= E ~ Eq=2650 MeV — 938 MeV = 1712 MeV

En este caso, K = E,, de ahi que fuese necesario un calculo relativista.

15.5.  ;Cualesla minima energia que debe tener el foton utilizado cuando se desea observar un objeto, cuyo
tamafio es de 2.5 A?

Para que se produzca dispersion, la longitud de onda debe ser aproximadamente igual o menor que las
dimensiones del objeto que se desea observar (imagine la dispersién de ondas de agua producida por una
arveja). De ahi que la maxima longitud de onda posible en este problema sea A s = 2.5 A. La minima energia
correspondiente es entonces

he  _ 1240x 10°eV-A

Enin = hvmin = =

= 3
. 35 A 4.96 X 10° eV
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Repita el problema 15.5 para electrones en lugar de fotones.

Como en el problema 15.5, la longitud de onda méxima para el electrén es A;, = 2.5 A. La relacién no
relativista entre energia cinética y momentum es p =y2myK . Por lo tanto,

P \2mek
y’
A2 (he)) (124X 10°eV-A)’

K min = 24.1 eV

2P, 2macAly 20511 X 10°eV)(2.5A)Y

Comparando con el problema 15.5, se observa que, para una energia dada, los electrones tienen un poder de
resolucién mucho mayor que el de los fotones. Esto explica por qué los microscopios electrénicos pueden
lograr ampliaciones mucho mayores que las que se obtienen con los microscopios 6pticos.

(Para qué valor de energia los calculos no relativistas de la longitud de onda de de Broglie para un
electrén dan un error del 5%?

Para el caso no relativista, la longitud de onda de de Broglie es

= he he

G \/ZmoczK

nr

Para el caso relativista

172
(K+ moc2)2= (pe)? +.(moc2)2 6 pc= {ZmoczK(l + K )}

2mye?

y la longitud de onda de de Broglie es

A=t o he
4 pc 1/2
[2moc2K(l + K > )}
2mye
Para el caso nuestro, A, — A, = 0.05A,; A, /A, = 1.05.

A

T\ i+ X

A 2mgc?

K
105 “\/' * 30511 Mev)

Resolviendo, X =0.105 MeV.

Demuestre que cuando la energia de una particula es mucho-mayor que su energia en reposo, la
longitud de onda de de Broglie para la particula es aproximadamente la misma que la del fotén con
igual energia

NI

2
E E,
Elmpll+ E} 6 p== l-—(—E-:) ~

si E>» E, Entonces

~ >
Q
Sy
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Para un fotén E = hv = he/M,, asi:
he
A“I = f ~ A
Calcular la velocidad de fase de la onda correspondiente a una longitud de onda de de Broglie de
A=h/p=nh/mv.
La frecuencia de de Broglie se encuentra a partir de
E=m*=h 6 v=mc*/h

La velocidad de fase, u,, se calcula de

w=(5)( )=

Obsérvese que como v < ¢ entonces u, > .

Determine la velocidad de grupo de la onda correspondiente a una longitud de onda de de Broglie, de
A=h/p.

La velocidad de grupo, u,, estd dada por u, = dy /d(~"). Utilizando la expresién encontrada para », en
el problema 15.9, tenemos

Cd(m/h) o2 g,
“T Tap/h) T Tap

Diferenciando m%* = p%? + m3c*, obtenemos ¢’m dm = p dp. Por lo tanto,

(p/m)dp  p
ug: ——-—Jp——— = — =9

3

En la estructura tedrica de la mecanica cudntica. una particula se describe como la asociacién de un paquete
de ondas formado por la superposicion de un infinito nimero de ondas planas. Cada onda plana se mueve con
una velocidad de fase que puede sobrepasar la velocidad de la luz, como se muestra en el problema 15.9. No
obstante, las velocidades de fase individuales no son observables. La cantidad observable es la velocidad dela
perturbacién, o velocidad de grupo, que, como se ha demostrado, es igual a la velocidad (cominmente) asocia-
da con la particula y es menor que la velocidad de la luz.

Problemas suplementarios

Calcular la longitud de onda de de Broglie para una masa de 2 kg, cuya velocidad es de 25 m/s.
Resp. 133X 1073 A

Calcular la longitud de onda de de Broglie para un neutrén de 0.08 eV. Resp. 1.01 A

(Cual es la energia cinética de un neutrén, cuya longitud de onda de de Broglie es de 0.7 A?
Resp. 0.167 eV

(Qué energia minima requiere un electron para poder observar con él un objeto de 5 A? Resp. 6.02eV

.

Con relacion al problema 15.14, ;qué energia minima requiere un protén? Resp. 3.28% 1073 ev

Un protén es acelerado desde el reposo a través de una diferencia de potencial de 1 kV. ;Cudl es la longitud de
onda de de Broglie? Resp. 9.05x 1073 A
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15.17. Hallar la longitud de onda de de Broglie para una particula a de | keV (my= 3728 MeV).
Resp. 4.54x 1073 A

15.18. ;Para qué valor de energia cinética los calculos no relativistas de la longitud de onda de de Broglie, para un
proton, dan un error del 5%? Resp. 192 MeV

15.19.  ;Cuadl es la relacion entre las longitudes de onda de una particula, segin Compton y de Broglie?

Resp' ﬁ = £ )2 -1
Ag E,



Capitulo 16

Comprobacion experimental de
la hipétesis de De Broglie

16.1 LA LEY DE DIFRACCION DE BRAGG

En 1912, con base en la distribucion regular de los &tomos, Max von Laue propuso que los cristales
podrian ser utilizados como rejillas de difraccion para los rayos X, los cuales son radiaciones electromag-
néticas, cuya longitud de onda de aproximadamente | A, es comparable con las distancias interatémicas en
un cristal,

La teoria sobre difraccion de los rayos X fue desarrollada por Sir William H. Bragg en 1913, quien
demostré que un plano de atomos en un cristal, llamado plano de Bragg, refleja la radiacion, del mismo modo
que un espejo plano refleja la luz, como se indica en la figura 16-1.

Haz
reflejado

Haz
incidente

8,=90, ,
% - I_G——G - _@_“d::::gg

Fig. 16-1

Si consideramos la radiacidn reflejada en planos de Bragg paralelos y sucesivos, separados una distancia
d, como se muestra en la figura 16-2, es posible que los haces reflejados en cada plano interfieran construc-
tivamente para reforzar en ciertas direcciones el haz reflejado. Para que se produzca una interferencia
constructiva, se requiere que la diferencia de trayectorias, 2« sen 4, entre los dos rayos, sea igual a un numero
entero de longitudes de onda; por consiguiente, la ley de Bragg establece que

nA = 2dsenf

Rayo incidente Rayo reflejado

———— B ———

Rayo transmitido

Fig. 16-2
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La longitud de onda del haz incidente puede calcularse si se conocen n'y d'y se mide el angulo de dispersién
2 8, entre los haces transmitido y difractado.

En cualquier cristal se pueden formar muchas familias diferentes de planos de Bragg, cada uno con su
propia separacion, haciendo cortes en diferentes formas a través del cristal. Cada una de estas familias puede
dar lugar a una difraccion. De ahi que si un haz de rayos X pasa a través de cristales orientados al azar, como
en una muestra de polvo o en una hoja delgada, se observa un modelo de difraccion formado por circulos
concéntricos, sobre una pelicula colocada detras de la muestra. Un determinado circulo corresponderi a la
difraccién de un orden particular producida por una cierta familia de planos. En los siguientes problemas
resueltos, a excepcion del 16.8, consideraremos inicamente difraccion en planos principales de Bragg, cuya
separacion es el espacio iteratémico.

16.2 EXPERIMENTO SOBRE DIFRACCION DE ELECTRONES

Los primeros experimentos para observar la difraccién de electrones fueron realizados por C. J.
Davissony L. H. Germer, en los laboratorios de la Bell Telephone. Ellos enviaron un haz de electrones de 54
eV hacia un cristal de niquel, cuya distancia interatémica, calculada a partir de mediciones con difraccién de
rayos X, resulté ser de 2.15 A, y midieron la intensidad de los electrones dispersados, como una funcién del
angulo de dispersion. Si no existieran efectos debidos a la difraccion, era de esperarse que la intensidad de los
electrones dispersados decreciera uniformemente con el angulo de dispersidn, sin que resultara un mayor
numero de electrones con unangulo determinado. Sin embargo, se encontré un pico pronunciado en la inten-
sidad de los electrones. para un dngulo de dispersion de 50°. Con una pequefia correccién (ver problemas
16.8 y 16.9), la longitud de onda calculada coincidio con la longitud de onda de de Broglie, verificando asi la
hipotesis de de Broglie.

Poco tiempo después de los experimentos de Davisson y Germer, en 1927, G. P. Thomson estudié la
transmision de electrones a través de hojas delgadas de metal. Silos electrones se comportan como particulas,
la imagen en el haz transmitido resultaria borrosa. No obstante, Thomson encontr6 un modelo circular de
difraccién que sélo puede explicarse basado en el modelo ondulatorio, lo cual confirma una vez més la
hipétesis de de Broglie.

Posteriormente se realizaron experimentos de difraccién con neutrones térmicos (de baja energia) que
apoyaron aun mds la hipotesis de de Broglie.

Problemas resueltos

16.1.  Un haz de neutrones de 0.083 eV se dispersa en una muestra de material desconocido y se observa un
pico de reflexion de Bragg centrado a 22°. ;Cuél es la separacion entre planos de Bragg?

La longitud de onda del haz de neutrones se obtiene de

o h o he ___ 1240X10PeV:A__ _ i g01A

V2moK  \h(me?)k V2940 X 10° eV)(0.083 eV)

A=

~ >

Suponiende que el pico corresponde a una difraccion de primer orden (n = 1), tenemos

A 0.993 A

Tsend ~ 3senz3e 1A

d=

16.2.  Sobre un cristal de cloruro de sodio (distancia interatémica 2.81 A), inciden neutrones térmicos que
sufren una difraccién de primer orden en los planos principales de Bragg con un dngulo de 20°. ;Cudl
es la energia de los neutrones térmicos?

Para la reflexion de Bragg de primer orden,

A=2dsend = 2(2.81 A)sen20° = 1.922 A



CAP. 16] COMPROBACION EXPERIMENTAL DE LA HIPOTESIS DE DE BROGLIE 85

16.3.

16.4.

De la relacién de de Broglie, XA = h/p = he/\2(myc?)K , asi

1922 A= 240X 10°eV-A

V2(940 x 108 eV)K

Un haz fino de electrones de 60 keV pasa a través de una hoja policristalina, delgada de plata. La
distancia interatomica de los cristales de plata es de 4.08 A. Calcular el radio del patron de difraccion

de primer orden de los planos principales de Bragg, sobre una pantalla situada a 40 cm detras de la
hoja.

6 K =0.0221 eV

La longitud de onda de de Broglie para el haz de electrones es:
A he oo he he - 124x10°eV-A

VE - E}  Y(K+E*—E¢ V(60X 10° eV + 511 x 10° V)’ — (511 X 10° eV)’
=0.0487 A

Para la reflexién de Bragg de primer orden,

seng = .>‘_ = 0.0487 A

2d  2(4.08 A)

de donde @ = 0.342°, En la figura 16-3, el radio del patron de difraccidn de primer orden esta dado por

R = D tan 28'= (40 cm) tan 0.684° = 0.478 cm

P

Haz de electrones

AN AN RRRARRARAARANAANNNN

Un cristal pequefio
en hoja policristalina

d=408A

Fig. 16-3
Un material cristalino tiene un conjunto de planos de Bragg separados una distanciade 1.1 A (Cual

es la reflexion de Bragg de orden méximo para neutrones de 2 eV?

La longitud de onda de los neutrones es

A= P h 1240 X 10°eV - A

- = he = =0202 A
o V2mek Va(moeyk V2940 X 10° V)2 eV)

El maximo angulo que puede lograrse es de 90° Entonces, por la ley de Bragg,
2(1.1 A)sen 90° = n(0202A) 6  n=10389

Si 7 es un numero entero, el orden maximo es n = 10.
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Para obtener neutrones monoenergéticos de un haz de neutrones gue sale de un reactor se utiliza un
cristal grande, cuya distancia entre los planos de Braggesde 1. 1A. Siel angulo de Bragg es de 30°,
(cudl es la energia de los neutrones con este dngulo para una reflexion de primer orden?

A=2dsen@=2(1.1 A)sen30° = 1.1 A
La longitud de onda de los neutrones esta relacionada con su energia cinética por

- N2 2
1240 X 10PeV-A .
h ____he K= (he) = ( e ) = 0.0676 eV

mgpv 233 2 X 6 s 2
® V2Amye?)K 2meeA2 T 2(940 X 10° eV)(1.1 A)

Si el cristal del problema 16.5 no es perfecto y presenta variaciones en las separaciones de los planos
de Bragg en £0.01 A, calcular el ancho de energia en el haz difractado.

A=

El diferencial de nA = 2d sen# es n 8A = 2 8d sen g, por lo tanto

28dsend _ 2(£0.01 A)sen30°

M= = =001 A
n 1

Como en ¢l problema 16.5, K &« A2, entonces

2K o, _ —2(0.0676 eV)
80K = A A= 1.TA

(£001 A)= 123X 1073 eV

Calcular la distancia interatémica en un cristal de NaCl si la densidad delNaCles 2.16 X 10° kg/m3
y los pesos atémicos del sodio y el cloro son 23.00 y 35.46, respectivamente.

El peso molecular del NaCl es 23.00 + 35.46 = 58.46. El niimero de moléculas por cada 58.46 kg de NaCl
es

6 ’
dkmol | 0os . g2 MOléculas _ 6.025 X 10?6 moléculas

5846 kg kmol 58.46 kg

Puesto que hay dos dtomos por molécula, tenemos

A LA r 6 ’
nimero de 4tomos _ niimero de tomos _masa__ 2X6.025 x 10%%4tomos % 2.16 X 10° _l_(_g_
volumen masa volumen 58.46 kg m’
= 4.45 x 102 40mOS
e

Para relacionar este valor con la distancia interatomica d, con-
sideremos la celda unitaria de] NaCl como se muestra en la
figura 16-4 (no se han considerado diferencias entre los iones
positivos de sodio, Na * y los iones negativos de cloro, CI7). El
volumen del cubo es (24)°. El nimero de iones asignados al
cubo es: 8 iones en las aristas, repartidos en 4 de los cubos; 6
iones en las caras, repartidos en 2 de los cubos y | ion en el
centro. Asi,

, . 1 VTR P A &
numerodelones=8(—)+12(—-)+6 —)+1—8
8 4 2 L . o
y : - ' N ,4 H "(,4
nimerodeiones _ 8§ 1 ' S 4
= = — ° i
volumen 24y & s e
; ] ]
Igualando los resultados anteriores, tenemos S A 7 -?n-d - :
1 _445x108m-3 A
a : T

d=282%10""m=28A Fig. 16-4
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Fig. 16-5

16.8. En uno de sus experimentos, Davisson y Germer utilizaron electrones que incidian normalmente
sobre una superficie de un cristal de niquel cortada paralelamente a los planos principales de Bragg.
Observaron interferencia constructiva para un dngulo de 50.0° con la normal a la superficie. Hallar
la longitud de onda asociada con el haz de electrones (la distancia interatémica del niquel es de

2.15 A).

Encontremos primero la relacion entre el angulo de dispersiéon ¢ con la normal y la distancia interatémica
D. En la figura 16-5 se ve que 8 + ¢/2 = 90°, por lo tanto

senf = cos %

En la misma figura se observa que la distancia d entre los planos de Bragg es

¢
d=Dseni

Reemplazando estos valores en la relacion de Bragg, 2d sen 8 = nA, y utilizando la férmula del angulo
mitad,

¢ ¢
2sen 5 Cos 3 =sen ¢
obtenemos
Dsen¢ =nA

Para n = |, se encuentra

(2.15 A) sen 50.0° =(1)A ) A=1.65A

16.9.  En el experimento descrito en el problema 16.8, Davisson y Germer utilizaron electrones de 54.0eV.
Calcular el potencial de aceleracion efectivo para el cristal de niquel.

La longitud de onda de de Broglie para electrones de 54 eV es

A=t -k he - 124X 10°eV-A

= =1.67 A
Mo \ImeK \/Z(mocz)K V2(0.511 X 10° €V)(54 eV)

Este valor es diferente al de la longitud de onda observada de 1.65 A La energia cinética correspondiente a
A= 1.65A se encuentra a partir de "
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2 . Ay2
A= he 6 ko= tR) _ (124x10eV A)

\/2(». o) K’ 2(mgc)A?  2(0.511 X 10° eV)(1.65 A)

Por lo tanto, el potencial efectivo de aceleracion es

=553eV

Ve=553V—-540V=13V

Problemas suplementarios

La distancia entre los nucleos de cierto cristal es 1.2 A. (Para qué dngulo tendrd lugar la reflexién de Bragg de
primer orden para neutrones, cuya energia cinética es de 0.020 eV? Resp. 57.4°

Un haz de electrones de 0.1 eV se dispersa en una muestra desconocida. Si la reflexion de Braggde pgimer orden
aparece con un angulo 28°, ;cual es la separacion de los planos de Bragg? Resp. 0963 A

Sobre un cristal, cuya distancia interatémica es de 1.8 A inciden neutrones térmicos. Si se encuentra una
reflexion de Bragg de primer orden en los planos principales de Bragg con un dngulo de 22°, ;cudl es la energia
cinética de los neutrones térmicos? Resp. 4.50% 1072eV

Para el cristal del problema 16.2, ;cual seria la energia de los neutrones térmicos observados a 300, si ésta fuese
una reflexion de Bragg de segundo orden? Resp. 4.14x 1072 eV

]

Calcular el radio del patron de difraccion de segundo orden en los planos principales de Bragg, en el problema
16.3. Resp. 9.6 mm

Un haz de neutrones con energia cinética de 0.020 eV incide sobre una muestra de KCl en polvo. El espacia-
miento en la rejilla del KCl esde 3.14 A.;Cual es el radio del circulo obtenido sobre una placa fotografica plana,
colocada 5 cm detras del blanco, para reflexiones de primer orden en los planos de Bragg que se encuentran
separados 3.14 A? Resp. 3.85cm

(Cual es el radio del circulo, debido a las reflexiones de segundo orden en los mismos planos de Bragg del
problema 16.15? Resp. 289 cm



Capitulo 17

La interpretacion probabilista de
las ondas de De Broglie

Nos preguntamos qué es lo que ondula, cuando un objeto con masa, tal como un electrén, muestra
propiedades ondulatorias. La interpretacion probabilista que le imprimiremos, quiza incomode un poco al
comienzo; en efecto, alin se debate en la actualidad. Sin embargo, con tal interpretacion es posible dar
explicaciéon a muchos resultados experimentales que de otro modo no se entenderian.

17.1 UNA INTERPRETACION PROBABILISTA PARA
LA RADIACION ELECTROMAGNETICA

Consideremos el patrén de interferencia logrado en un experimento de doble rendija. De acuerdo conla
descripcion ondulatoria, la intensidad / (energia por unidad de irea en la unidad de tiempo) en un punto de la
pantalla estd dada por

I = ¢ &?
donde & es el valor del campo eléctrico en un punto dado, ¢, es la permitividad del espacio vacioy cesla

velocidad de la luz. Por otra parte, con el modelo de fotones, la intensidad en un punto de la pantalla
es

I =hvN

donde hv es la energia por foton y N es el flujo de fotones (niimero de fotones por unidad de area en la unidad
de tiempo) que golpea un punto de la pantalla.

No existe un método que permita predecir el punto de impacto de un fotén en la pantalla, para producir
un unico destello. No obstante, al encontrarse el patron final formado por bandas brillantes y oscuras, un
fotén tiene una alta probabilidad de llegar a una banda brillante y cero probabilidad de llegar a una banda
oscura. El flujo N de fotones en un punto de la pantalla es, por lo tanto, una medida de la probabilidad de
encontrar un fotén cerca de ese punto.

Puesto que / = ¢,c&*=hv N, se concluye que N &2. Luego, de acuerdo con la interpretacién cuantica
de la radiacion electromagnética, la cantidad que oscila, es decir, el campo eléctrico &, es aquella funcion
cuyo cuadrado da la probabilidad de encontrar un foton en un lugar dado.

17.2 UNA INTERPRETACION PROBABILISTA DE LA MATERIA

El modelo de interferencia discutido anteriormente podria obtenerse con ondas de materia en vez de
ondas de luz. Para este caso, la interpretacion probabilista basada en la dualidad onda-particula de la luz se
aplica directamente en la explicacidn de la dualidad onda-particula de la materia. Asi, con ondas de electro-
nes, la cantidad que oscila con una longitud de onda de de Broglie A = h/mv es aquella funcidn de onda,
cuyo cuadrado da Ja probabilidad de encontrar un electrén en un lugar dado. Para reconciliar las descripcio-
nes ondulatoria y de particula de materia, debemos abandonar la idea, segun la cual, una particula material
puede localizarse con toda exactitud. En cambio podemos hablar de la probabilidad de encontrar una
particula en un lugar y en un tiempo dados, como se muestra en el problema 17.2.

La funcién de onda se designa generalmente por y . Para un fotdn, la onda de de Broglie representada
por  es una onda electromagnética; para un electrén u otro objeto material, y es una onda de de Broglie no
electromagnética.
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17.1.

17.2.
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Problemas resueltos

Calcular el flujo de fotones asociado con un haz de luz monocromética de longitud de onda 3000 Ae
intensidad 3 X 107" W/m?,

he (663107 J-5)(3 X 10° m/s)

E=h="5 = 6.63 x 10~ J/fotén
PTA 310" m /
-14 o fot
Nel = IX10°%J/s m =45 10¢ fotom;s =45 oone:
h» 663 X 1071 J/fotén s*m? s*cm

En promedio, 4.5 fotones incidiran sobre un cm? (por ejemplo, sobre una placa fotografica) durante un pe-
riodo de 1 s. Desde luego, solamente puede observarse un niimero entero de fotones. Asi, para unéreadel cm?,
podriamos observar 3 fotones 6 5 fotones en un intervalo de 1 s, pero nunca 4.5 fotones. Solamente si se
toma un promedio sobre muchos intervalos, el nimero promedio de fotones puede aproximarse a4.5. También
para un intervalo de 1 s, los fotones incidentes pueden agruparse dentro de un érea fija de 1 cm2. Solamente
después de un largo periodo de tiempo, ios fotones se aproximaran a una distribucién uniforme.

Supongamos que el valor de Aseade6.625 X 1073 J+s envezde6.625 X 103 J +s. Selanzan esfe-
ras de 66.25 gramos con velocidad de 5 m/s hacia el interior de una casa, a través de dos ventanas
paralelas, altas y angostas, separadas una distancia de0.6 m, de tal manera que en cada lanzamiento,
la escogencia de la ventana se hace al azar. Calcular la separacion entre las franjas que se formarian
sobre una pared situada a 12 m detras de las ventanas.

La longitud de onda de de Broglie para las esferas
es

-3 7.
Ne b 6625%107Js _on

mv (6625 x 10~ kg)(5 m/s)

De a teoria de la interferencia, los 4ngulos §, a las
lineas de intensidad cero, en un modelo de interferen-
cia de doble rendija, estd dado por

2n+1

3 A n=0,12,... d=06m

dsenf, =

-

La distancia y correspondiente se obtiene de la figura
17-1, como

2n+1 A
ya=Ltanf,~Lsenf, =L >~ 4

La distancia entre dos franjas adyacentes es

8y =ypur=yn= AL+ D+ 1=+ 1)) Fig. 17-1
=Ir
d

Reemplazando los valores en nuestro problema, tenemos

(12 m)(0.02 m)
Ay . — =

06m 04m

Este problema muestra la interpretacion probabilista de las ondas de de Broglie. Cualquier esfera golpeara
la pared en algiin lugar, aunque ésta no sea determinable. A pesar de no poder predecir el lugar de impactode las
esferas en el modelo de interferencia, cada una tiene una alta probabilidad de llegar a un maximo, y cero
probabilidad de llegar a un minimo.

Este modelo de interferencia se obtiene experimentalmente contando el nimero de esferas que inciden en
cada parte de la pared. Al comienzo del experimento, las esferas golpearan la pared en forma mds o menos
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esporadica. Solamente después de haber lanzado un elevado nimero de esferas a través de las ventanas se hara
perceptible el patrén de interferencia, puesto que el nimero de choques aumentara en un sitio correspondiente a
un maximo, mientras que el nimero de choques en un minimo seguira siendo cero.

El movimiento unidimensional de una particula de masa m estd restringido a un segmento recto de
longitud L. Utilizando argumentos basados en la interpretacion ondulatoria de la materia,
demuestre que la energia de la particula solamente podra tener valores discretos. Calcule estos
valores.

Si la particula esta encerrada dentro de un segmento de recta, de x =0 a x = L, la probabilidad de
encontrar la particula fuera de esta region debe ser cero. Luego, la funcién de onda  debe serceropara x < 06
x > L, puesto que el cuadrado de ¥ da la probabilidad de encontrar la particula en algin lugar. Dentro de la
region, la longitud de onda de ¥ debe ser tal que ¥ se haga nula en los limites x =0 y x = L, de modo que
pueda variar continuamente hacia el exterior de la regiéon. De ahi que solamente sean posibles aquellas longitu-
des de onda para las cuales un nimero entero de medias longitudes de onda se acomode exactamente entre x = 0
y x =L, esdecir, L = nA/2, donde nes un nimero entero denominado nmimero cudntico, cuyos valores son n=
1,2, 3,... . Dela relacién de de Broglie A = h/p, podemos ver que el momentum de la particula sélo puede
tener valores discretos dados por

nh

L

p=

>3

Puesto que dentro de ia regidon no actiian fuerzas sobre la particula, su energia potencial es constante y podemos
igualarla a cero. Luego la energia de la particula serd solamente de tipo cinético y tendra los valores discretos

dados por

2
I | 2_‘o_z_(nh/ZL)
E=K=smi=50=—
es decir,
2
S R n=1.2.3 ...
8mL?

Este sencillo problema muestra las caracteristicas mas notables de la interpretacion probabilista de la
materia; es decir, que la energia de un sistema ligado, solamente puede tener valores discretos, sin que admita el
valor cero.

Problemas suplementarios

Resuelva el problema 17.1 para A = 4000 A y una intensidad de 5 X 1075 W/m?,
Resp. 1 x 10* fotones /s * m?

Supongamos que en el problema 17.3 la particula es un electrén confinado en un segmento de recta de longitud
L =5 A (lo que corresponde a dimensiones atémicas). Calcular la energia minima. Resp. 1.5eV

Calcular la energia minima segiin el problema 17.3, para una particula macroscépica de masa 0.1 miligramo
confinada en un segmento de recta de longitud L =0.1mm. Resp. 343 x 10734 eV



Capitulo 18

El principio de incertidumbre de Heisenberg

18.1 MEDICIONES E INCERTIDUMBRE

Supongamos que se desea encontrar la posicion de un-cuerpo material, tal como un electrén. Con el fin
de medir la posicidn del cuerpo se efectia cierto tipo de experimento. Podemos, por ejemplo, colocar una
ranura en la posible trayectoria del cuerpo que se mueve paralelo al eje de y con una energia conocida, como
se muestra en la figura 18-1. Siaparece una sefial hecha por la particula sobre una pantalla colocada detras de
la ranura, podemos asegurar que el cuerpo atravesé la ranura. Por lo tanto, dentro del ancho d de la ranura
hemos encontrado la localizacién en x de la particula. En otras palabras, hemos medido la posicién en x de la
particula, en el momento de entrar a la ranura, con una incertidumbre Ax dada por Ax = d. Mientras mas
pequefia sea la ranura, menor sera la incertidumbre en la posicién x del cuerpo y, por lo tanto, mayor seré la
exactitud con que se conozca la posicion.

*A

Pantalla

Electron
Patrén
de difraccién

del electrén

Fig. 18-1

Sabemos que la particula se difracta al pasar por la ranura, debido al comportamiento ondulatorio de la
materia. Sin embargo, aunque no sea posible predecir el lugar de la pantalla donde incide el electrén, el
haber golpeado la pantalla en algun lugar, nos indica que ha atravesado la ranura.

El proceso de difraccion produce un efecto sobre el momentum de la particula. Antes de que la particula
haya atravesado la ranura, su posicién era completamente desconocida, pero su momentum era
conocido, tanto en magnitud (puesto que tenia energia conocida), como en direccién (perpendicular a la ra-
nura). Después de atravesar la ranura, con lo cual se determina su posicién, la componente en x, p, , de su

92
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momentum ya no valdra cero, debido a que la particula se movera hacia algiin punto arbitrario en el patrén
de difraccion. Y como no se conoce exactamente el lugar de incidencia del electrén sobre la pantalla, existira
la correspondiente incertidumbre Ap, en la componente en x de su momentum al paso por la ranura.

Un dndlisis (problema 18.11) muestra que la incertidumbre Ap, puede hacerse tan pequefia como
queramos al aumentar el ancho d de la ranura. {Pero al aumentar el ancho de la ranura aumenta también la
incertidumbre en la posicion de la particula!

De lo anterior se deduce que, con un dnico experimento, la incertidumbre en la posicién x y el
momentum en x de una particula no puede reducirse arbitrariamente; la exactitud de una de estas cantidades
solo puede lograrse disminuyendo la exactitud de la otra.

18.2 LA RELACION DE INCERTIDUMBRE PARA POSICION Y MOMENTUM

El ejemplo anterior ilustra el principio de incertidumbre de Heisenberg, expuesto por primera vez en
1927 por W. Heisenberg. Un analisis mecanico cuantico muestra que para todo tipo de experimento, las
incertidumbres Ax y Ap, estardn siempre relacionadas por

S
Ap, Ax> e

Esta relacion es valida, tanto tedrica como experimentalmente.

18.3 LA RELACION DE INCERTIDUMBRE PARA ENERGIA Y TIEMPO

La relacién de incertidumbre de Heisenberg puede formularse para otras variables conjugadas. Asi, en
un experimento realizado para medir la energia E de un cuerpo transcurre un intervalo de tiempo At . Un
analisis muestra que la incertidumbre en la energia AE se relaciona con el intervalo de tiempo durante el cual
se ha medido la energia, asi:

h
AEAI?E

De tal modo que la energia de un cuerpo puede conocerse con toda exactitud (AE =0) solamente sila
medida se efectia durante un intervalo de tiempo infinito (At = o).

El principio de incertidumbre de Heisenberg tiene una importante consecuencia en sistemas como el de
atomos excitados, que en promedio, duran un intervalo finito, llamado tiempo de vida medio 7. Puesto que el
tiempo de vida medio limita la duracion del tiempo, es necesario efectuar las medidas de energia del sistema
antes de su decaimiento. Estos sistemas tienen un minimo natural en la incertidumbre de la energia, dado por
AE = h/(4m7).

18.4 EL PRINCIPIO DE COMPLEMENTARIEDAD

El principio de incertidumbre muestra que es imposible medir en un solo experimento, variables
conjugadas (v.g. p, y x; E'y t) con absoluta precisién. Como consecuencia, no es posible medir en el mismo
experimento los aspectos ondulatorio y corpuscular de la materia. Supongamos, por ejemplo, que se disefia
un experimento para medir las propiedades de particula de un cuerpo. Entonces, necesariamente en este
experimento Ax y At deben ser cero, puesto que una particula, por definicion, puede ubicarse con absoluta
precision en cualquier momento. El momentum y la energia y con ello los aspectos ondulatorios (A = h/p,
v = E /h), seran completamente desconocidos de acuerdo con el principio de incertidumbre. Asi, cuando se
muestran los aspectos de particula de la materia, la naturaleza ondulatoria necesariamente se suprime. De
igual manera, si los aspectos ondulatorios son medidos con exactitud, es decir, A\ y Av,son ceroy, por lo
tanto, Ap y AE,también lo seran, los.aspectos de particula no serdn observados.

La imposibilidad para observar al mismo tiempo los aspectos de onda y de particula de la materia,
explican el principio de complementariedad, enunciado por N. Bohr en 1928. Los aspectos corpusculares y
ondulatorio de la materia se complementan mutuamente, puesto que ambas descripciones son necesarias
para entender completamente las propiedades de la materia, aunque ambos aspectos no sean observados
simultineamente.
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Problemas resueltos

Supongamos que el momentum de una particula puede medirse con una exactitud de una parte en
cada mil. Encontrar la minima incertidumbre en la posicion de la particula, si se trata de (¢) una masa

de 5X 10™* kg que se mueve con velocidad de 2 m/s, (b) un electrén que se mueve con una
velocidad de 1.8 X 10° m/s.

%‘; =103 6 Ap= lO"’p =10"3mo

Entonces, de Ax Ap > h/4m,

x> h _ h
47 8p 4210 3mo )]

A

6.63X10"37J-5

=528X10"0m=528x10"20A
471073(5 X 1073 kg)(2 m/s)

(@)
La minima incertidumbre es 5.28 x 1072 A, valor que es claramente imposible de medir.

(b) La masa relativista del electrén m = mqo/\/1 — (v?/c?) , debe reemplazarse en (/).

At s W = (v?/c?) (663 x 10-% J- /1 - (0.6)°
. -

= =257TxX1079m=257A
4n10 3 myr 471073(9.11 x 1073 kg)(1.8 X 10 m/s)

La minima incertidumbre es 2.57 A.

(Cual es la incertidumbre en la posicion de un fotén de longitud de onda 3000 A, si su longitud de
onda se conoce con una precisiéon de una parte en un millén?

El momentum del fotén estd dado por

p= e 1240 10V A _, 3¢V

Ac (3 x10° A)c 4

La incertidumbre en el momentum del fotén es

Ap=’— %‘M=p%\—>\ =px1076=413x 1076 £

con lo cual

esh_ o ke _ __124X10°eV'A
4mDp  4mc Ap  4nc(4.13 X 107%eV/c)

A =239 X 106 A = 23.9 mm

(Cuales la minima incertidumbre en la energia de unatomo en cierto estado, si un electrén permanece
en dicho estado durante 1078 s?

El tiempo disponible para medir la energia es 1078 s, Luego, de AE At > h/4m,

3 .
AE > -t he - (24 10°eV A =0.329% 1077 eV

ar D " Fmc Al T 27(3 x 10° m/s)(10~ ¥ s)(10 A /m)

La minima incertidumbre en la energia de un estadoI’ = 4 /(4n1),donder es el tiempo de vida medio del
estado excitado, se denomina ancho natural del estado. Para este problema, el tiempo de vida mediaes10~8sy
el ancho natural es 0.329 X 10~7 eV.

La medida del ancho de una linea espectral de 4000 A de longitud de onda es 104 A. (Cuél esel
tiempo promedio durante el cual el sistema atémico permanece en el correspondiente estado
energético?
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Del problema 18.3, 7 = & /(4aT), donde T = AE es la incertidumbre en la energia correspondiente a
M =10"*A. Como E = hc/A,

he
fAE|=FAA

h oA (4% 107" m)’
4,,( h_g M) 4mc DA 47(3 % 10° m/s)(10~ 4 m)
A

T = =424x10"°

Obsérvese que la constante de Planck no aparece en la expresion final.

Supongamos que la incertidumbre en el momentum de una particula sea igual a su momentum.
¢Cual serd la minima incertidumbre en la posicién de la particula, expresada en términos de su
longitud de onda de de Broglie?

Tenemos que Ap = p, por lo tanto

puesto que la longitud de onda de de Broglie de una particulaes A = 7 /p. Luego laminima incertidumbre en la
posicion es A/4m.

A partir de la relacion Ap Ax > h/4x, demuestre que para una particula que se mueve en una
circunferencia, AL A@ > h/4n. La cantidad AL es laincertidumbre en el momentumangulary Ad
es la incertidumbre en el angulo.

Puesto que la particula se mueve a lo largo de una circunferencia, el principio de incertidumbre se aplicara
en la direccion tangente a la misma, Asi,

h
Ap; As > p=

donde s se mide a lo largo de la circunferencia. El momentum angular en funcién del momentun lineal es
L =meR =pR

luego, Ap, = AL/ R. El desplazamiento angular en funcion de la longitud de arco y el radioes § = s/ R; por lo
tanto, As = R A§. Entonces

Ap, As=(AL/R)R A8) = AL A6 > h/4n

Para un estado de momentum angular fijo (v.g. un electrén en una 6rbita de Bohr, que se estudiara en el
capitulo 19), la incertidumbre en el momentum angular, AL, es cero. Por consiguiente, la incertidumbre en la
posicién angular, A8, es infinita, con lo cual se hace indeterminada la posicion de la particula en la 6rbita.

Sisuponemos que E= 4 mu? para una particula que se mueve en linea recta, demostrar que AE Ar >
h/4,donde Ar = Ax/v.

2
_1 .2_("“’) _P2
E=amt = — = om

Tomando diferenciales en ambos lados de esta ecuacién, obtenemos

pAp _mvlp
L= —

m

AE = =clp

Pero Ap Ax > h/4m,

AE h . h
TAX>E 6 AEA1>47T
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Una particula de masa m estd obligada a moverse en un segmento de recta de longitud L. Utilizando
argumentos basados en el principio de incertidumbre, calcular el valor de la energia minima que
puede tener la particula.

Puesto que la particula debe estar en algtin lugar
en el segmento dado, la incertidumbre en su posicién,
Ax.no puede ser mayor que L. SiigualamosAxalL,la
relacién de incertidumbre Ax Ap, > h/4n implica Alpyd
que la incertidumbre en el momentum serd Ap, > | I

h/4xL.Estamos buscando el menor valor posibie de

[, - . -
energia, y por lo tanto el menor valor posiblede | p| . ol | Pl
ya que K=p2/2m. ldentificamos la incertidumbre en
| p«| conlade px y suponemos que el intervalo de in- Fig. 18-2

certidumbre es simétrico alrededor de | p,|. Entonces
(ver figura 18-2)

. 1 h h
P —38lpd 20 6 |pd>3dlpd> 5 ( L ) = 3L
El minimo valor de p, es h/8xL.y
K =L ( _h )2_ P
min = 2m \ 87L ] 1287?mL?

Teniendo en cuenta lo poco elaborado de nuestro argumento, este valor concuerda razonablemente bien con el
valor

hZ
' gmL?

del problema 17.3. El resultado muestra una vez mds que los sistemas ligados no pueden tener energia cero,
cuando se tiene en cuenta el principio de incertidumbre.

Calcular la energia cinética minima de un neutrén en un nucleo de 107 '* m de didmetro.

Es el mismo caso del problema 18.8, con L igual al didmetro del nicleo. Asi,

= 0.013 MeV

Kmo= 7= 5 ~)2 L he )2 1 {12.4x10‘3MeV'A ?

2m \ 87L | = 3(me2) \ 87L ] T 2(940 MeV) 87(10-% A)

Si un electrén estuviera en el nucleo del dtomo del problema 18.9, jcual seria su energia cinética
minima?

Para un electréon es necesario un calculo relativista. Como en el problema 18.8, la minima magnitud del
momentum es

plonm e b
Pimin™ 8aL = 32(10- A)
Entonces:
(Kwin + Eo)’ = (lplmlnc)z + E§

124 1073 MeV-A T°

: +(0.511 MeV)?
87(10°% A) ¢ )

(Kmin + 0.511 MeV)? =

Resolviendo, Kmin = 4.45 MeV.

Cuando por primera vez se observo la emisién de electrones (rayos 8 ) de los nicleos, se crey6 que los
electrones se encontraban dentro del nucleo. Las energias de los electrones emitidos eran a menudo de unos
poeos centenares de keV y no del minimo 4 MeV predicho en el célculo anterior. Se concluye que los electrones
no son partes constitutivas del nucleo. (Ver también problema 26.1)

La posicion de una particula se mide al paso de ésta por una ranura de ancho 4. Hallar la correspon-
diente incertidumbre inducida en el momentum de la particula.
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Cuando un haz de ondas monocromiticas de longitud de onda A pasa a través de una ranura de ancho d, se
obtiene un patrén de difraccién sobre una pantalla, como el que se indica en la figura 18-3. La posicién del
primer punto de intensidad cero se encuentra a partir de la teoria de la difraccion, cuando sen a = A/ d.

Debido a su onda de de Broglie asociada, cuya longitud de onda es A= h/ p. la particula sufrird una
difraccién al paso por la ranura y en consecuencia adquirird un momentum desconocido en la direccién x.
Aunque no conozcamos el sitio exacto del choque de la particula sobre la pantalla, el lugar mas probable para
que esto ocurra se encuentra dentro de la region central del modelo de difraccién. Por lo tanto, es 16gico pensar
que la componente en x del momentum de la particula tenga un valor entre 0 y p sen a; es decir,

Ap,=psena=+ 5 ==

Fig. 18-3

Esta incertidumbre puede hacerse tan pequefia como se desee aumentando d. Sin embargo, puesto que d = Ax
ia incertidumbre en la posicion de la particula, vemos que

Ap, Ax = h

en concordancia con el principio de incertidumbre de Heisenberg.

18.12. Se desea medir la posicién y el momentum de un electrén mediante observaciones hechas con un
microscopio. Analice por completo el proceso de observacién para demostrar que se obtienen
resultados que armonizan con el principio de incertidumbre.

Cuando la luz es dispersada por el electrén en el proceso de observacién, el momentum de éste, que
tratamos de medir, se vera afectado debido a que la luz incidente es portadora de momentum. Por consiguiente,
consideramos que el experimento se realiza con la mas pequeiia cantidad posible de luz, esto es, con un solo
foton.

Cuando la luz reflejada por la particula, pasa a través de la lente objetivo de un microscopio, se produce un
patrén de difraccion en el sitio del ojo (o de la placa fotografica). Por lo tanto, el patrén observado con luz de
intensidad normal, formada por muchos fotones, sera un patrén “difuso” en vez de un punto fino y preciso. La
teoria de la difraccion de la luz establece que el didmetro del disco central del patron de difraccion, esta dado
aproximadamente por

A
sen o

d=

donde A es la longitud de onda de la luz y 2a es el Angulo subtendido por el objetivo del microscopio hasta la
particula, como se muestra en la figura 18-4. Cuando en nuestro experimentc observamos un Gnico fotén, nos
atrevemos a asegurar que solamente habra llegado a algin lugar en el disco central del modelo de difraccién.
Por lo tanto, la incertidumbre en la posicién del electrén puede tomarse como

A

Ax=d= —
sen a
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Fotén
dispersado

Fotén

AN~ .
. ~ _ dispersado
Fotén
incidente
Fig. 18-4

La incertidumbre en la posicién puede hacerse tan pequefia como queramos, utilizando una longitud de onda lo
suficientemente pequeiia.

En el proceso de dispersion parte del momentum del fotén puede ser transferido al electrén. Si cono-
ciéramos exactamente el momentum del fotén dispersado, seria relativamente facil devolvernos para en-
contrar como fue afectado el momentum original del electron. Sin embargo, ya que todo lo que sabemos es
que el fotén dispersado entré a la lente objetivo en algiin lugar, su componente en x del momentum podra tener
un valor entre 0 y p sen a, donde p= h /A, es el momentum del fotén. Luego, cuando finalmente medimos el
momentum del electrén, el valor de la componente en x de su momentum tendra una incertidumbre dada por

Apx = % senq

Podemos hacer Ap, tan pequefio como queramos, tomando A lo suficientemente grande, pero entonces el Ax
correspondiente se tornard mas grande. Efectuando el producto de estas dos incertidumbres, obtenemos

Ax Ap,=h

lo cual estd en consonancia con el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Problemas suplementarios

Supongamos que la componente en x de la velocidad con que se mueve una masa de 2 X 10~* kg se ha medido
con una exactitud de *107% m/s, ;Cual sera entonces el limite de la exactitud con que podemos localizar la
particula a lo largo del eje x? Resp. 1.32%x10"%m

Repita el problema 18.13 para un electrén, Resp. 290 m

Repita el problema 18.2 para un fotén de rayos gamma de longitud de onda 10> A. Resp. 0.796 A

iCual es la minima incertidumbre en la energia de un estado excitado de un sistema si, en promedio, permance en
ese estado durante 107! 5? Resp. 329X 1073 eV

Si enel problema 18.3, la transicion del estado en que se encuentra el itomo al estado estacionario, corresponde
a 3.39 eV, encuentre la minima incertidumbre en la longitud de onda del fotén emitido.
Resp. 355%107° A
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18.18. Sielancho de energia de un estado excitado de un sistema es de 1.1 eV, jcudl es el promedio de duracién deese
estado? Resp. 299x 10705

18.19.  Siel nivel de energia de excitaciéon del estado del problema 18.18 esde 1.6 keV, ;cudl es la minima mcertldumbre
en la longitud de onda del foton emitido cuando el estado excitado decaiga? Resp. 533 x107%A

18.20.  Si la incertidumbre en la energia de un estado nuclear es de 33 keV, jcudl es su tiempo de promedio de vida?
Resp. 997%x107%s

18.21. Silaincertidumbre en la longxtud de onda de un fotén es de una parte enun mlllon, hallar el minimo valor de la
incertidumbre en su posicién si la longitud de onda del fot6n es (a) 3000 A (B)0SAy()2x1074A
Resp. (a) 2.39 cm; (b) 3.98 X 10* A; (¢) 159 A

18.22.  ;Cudl es la méxima longitud de onda del foton con el que se puede observar un objeto de 0.5 A?
Resp. 05A

18.23.  ;Cudles laenergia mas pequefia de un electrén con el que puedan hacerse las mediciones del objeto del problema
18.22? Resp. 602 eV

18.24. Para el objeto del problema 18.22, ;cual es la minima energia que debe tener un protén con el que puedan
efectuarse las medidas? Resp. 0.328 eV

18.25. ;Cual seria la energia minima de un fotén que estuviera en el niicleo del 4tomo del problema 18.9?
he
Resp. Brd = 4.9 MeV




PARTE 4. Atomos hidrogenoides

Capitulo 19

El atomo de Bohr

19.1 EL ESPECTRO DEL HIDROGENO

A fines del siglo pasado se habian realizado muchos trabajos experimentales sobre el andlisis del espectro
discreto de la radiacion emitida al producir descargas eléctricas en los gases. De todos los a&tomos, el mas
liviano y mas sencillo es el del hidrégeno, compuesto por un nicleo y un electrén. No fue motivo de sorpresa
por aquel entonces la demostracién, mediante medidas espectroscdpicas muy exactas, segun la cual el
hidrégeno presentaba el espectro mas simple entre todos los elementos. Se encontré que las diferentes lineas
en las regiones visibles y no visibles, estaban sistemdticamente distribuidas en varias series. En forma
asombrosa se encontrd que todds las longitudes de onda del 4&tomo de hidrégeno se obtienen mediante una
relacién empirica sencilla, conocida como la fdrmula de Rydberg:

= R(L - l) R = 1.0967758 X 1072 A~

1
A n? n?
donde n,=1 y n,=2,3.4... dalaseriede Lyman (regién ultravioleta)
n=2y n,=3,4,5... dala serie de Balmer (region visible)
n=3y n=456.. da la serie de Paschen (region infrarroja)
=4y n=56,7.. da la serie de Brackeit (region del infrarrojo lejano)

y asi, sucesivamente, para otras series que se encuentran aun mas lejos del infrarrojo.

19.2 LA TEORIA DE BOHR DEL ATOMO DE HIDROGENO

En 1913 Niels Bohr desarrollé una teoria fisica del &tomo de hidrégeno a partir de la cual se podia dedu-
cir la férmula de Rydberg. El modelo atémico de Bohr para el hidrégeno se basa en un sistema planetario en
donde un electrén liviano cargado negativamente gira alrededor de un niicleo pesado y con carga positiva. La
fuerza que mantiene al electrén en su Orbita es la fuerza atractiva de Coulomb

2
F=kZl  k=90x10°N-m/C?

4

con Z = | para el hidrogeno. Un calculo cldsico directo (problema 19.14) muestra que la velocidad orbital del
electron se relaciona con el radio de su orbita, considerada por Bohr como circular, asi

Dz = kZe”

mr (19.1)
donde m es la masa del electrén y la energia total del electrdn (cinética + potencial) estd dada por

kZe*

E=- 2r

(19.2)

Ahora llegamos al punto enel cual el modelo de Bohr y el clasico difieren radicalmente. (La presentacién
que sigue, basada en ondas de de Broglie, difiere de la aproximacién realmente empleada por Bohr. Fue la
capacidad de la hipétesis de de Broglie para llegar en forma natural a las orbitas de Bohr, en vez del camino
originaly arbitrario de Bohr, lo que condujo a que la teoria de de Broglie se tomara més en serio.) Puesto que
el electron se mueve en su 6rbita con momentum lineal mo, tendra una longitud de onda de de Broglie
asociada con él, dada por A =h/mv. Ahora, podemos asociarle una orbita circular solamente si la circunfe-

100
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rencia de la érbita es igual a un nimero entero de longitudes de onda. En este caso, Bohr postulé que éinica-
mente son permitidas aquellas orbitas que satisfagan la relacién

= =gy 6  mor=n-- (19.3)
mv 27
conn=1,23,... .Lacantidad L = mor es el momentum angular del electrén que se mueve en su 6rbita

circular. Se observa, pues, que en la teoria de Bohr, el momentum angular del eleciron estd cuantizado. El
nimero entero n se denomina numero cudntico principal.

Al resolver las ecuaciones (/9.7), (19.2) y (19.3) para las tres incognitas r, E 'y v, encontramos las
siguientes cantidades cuantizadas:

2.0

AR G (19.4
r = ry = .
" Z\ ' 4n%kme? )
Z°E} o 29%%%m
E,=-— Ep= S (19.5)
Zvy o 2ake?
o= —  op =T (19.6)

En los estados estables del dtomo prescritos en (19.4), (19.5) y (19.6) se supone que el electrén noirradia. Fi
proceso de radiacion se discute en la seccién 19.3. El estado de energia minima (n = 1) se denomina estado
Jfundamental.

Se observa quelas cantidades r, E}, y vy s6lo dependen de constantes fundamentales de la naturaleza,
tales como m, e, k y h. Cuando se introducen los valores numéricos de estas constantes, (problemas 19.33 a
19.35), se obtiene

rP=0529A E;=1358eV o0 = Fcfo

Obsérvese que para el hidrogeno (Z = 1), r{ = r|, E{ =—E|,y v{ = v,. Los valores 0.529 Ay13.58eVse
aproximan mucho a los valores experimentales obtenidos para el radio y la energia de ionizacién del 4tomo
de hidrégeno.

19.3 EMISION DE RADIACION EN LA TEORIA DE BOHR

La teoria clésica de la electrodindmica predice la emision de una radiacién para una carga que describe
una Orbita (en consecuencia, una carga acelerada). La frecuencia de esta radiacion es igual a la frecuencia de
revolucién de la carga en la 6rbita. Ya hemos visto en el efecto fotoeléctrico que la electrodindmica clasica
debe modificarse a escala atébmica, cuando se trata de absorcidn de radiacion electromagnética. En forma
analoga, Bohr prefirié modificar la electrodindmica clasica a escala atémica, cuando se trata de emision de
radiacion electromagnética.

Bohr postul6 que un dtomo emite radiacion solamente cuando el electrén, inicialmente en una de las
orbitas estables permitidas donde E = E,, cambie a otra 6rbita permitida con energia menor dada por
E = E,. La energia del foton emitido sera entonces igual a la diferencia entre las energias del electrén en las
dos orbitas permitidas. Asi, la longitud de onda del fotén emitido podré calcularse a partir de

.11
E,=hv=h§=£,,—5, 6 y=3-(E.-E) . (19.7)

Reemplazando los valores de las energias orbitales dadas por (/9.5), obtenemos

1 _ 27%%*mzZ? [ | 1\ _ of 1 1
e ) el g

con
2m3(ke?)’(mc?)

e 1.09737 x 1072 A~
C

x
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En este andlisis se ha considerado que el niicleo, cargado positivamente, tiene una masa tan grande
comparada con la del electrén, que puede considerarse infinitamente pesado. Si se tiene en cuenta que la masa
del nacleo es finita, el movimiento del sistema combinado electrén (m) y niicleo (M), separados una distancia
r, alrededor del centro de masa (mp = MP, r =p + P) es equivalente al de una particula de masa reducida

m M
1+M l+—'—n—

cuyo centro de masa describe Orbitas de radio r. Para el hidrégeno m/M =1/1836, valor éste que, utilizado
para modificar la constante de Rydberg, da

R, 109737 x 1072 A~!

Ru=13Tmyany = 1+(1/183%)

=1.0968 X 1073 A~!

en armonia con el valor experimental R = 1.0967758 x 10™3 A~

19.4 DIAGRAMAS DE NIVELES DE ENERGIA

Una forma adecuada para describir las transiciones entre estados permitidos consiste en los diagramas
de niveles de energia. En éstos, los niveles de energia permitidos, dados por (19.5), son graficados, como se
muestra en la figura 19-1 para Z = 1. Las transiciones se indican mediante flechas que van desde el estado de
energia inicial, sefialado con n,, hasta el estado de energia final, sefialado con n,. Asi, porejemplo, las transi-
ciones que dan lugar a la serie de Balmer se muestran en la figura 19-1 con flechas que terminanen n, =2, Las

lineas en la serie de Balmer se denominan H,, Hg,, H,, etc., como se indica en la figura 19-1.

n
0.00 ©
-0.38 5 6
-0.54 Y s
—085 il Yvyy 4
. Serie de Brackett
(mds alla del in-
- 1.51 H, Al vy frarrojo lejano) 3
Serie de Paschen
(infrarrojo)
2
8 340 Yyvy ) )
? Serie de Balmer
& (visible)
~13.58 AR ,

Serie de Lyman
(ultravioleta)

Fig. 19-1
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ﬂ l'l_°+ Li2+
n E, eV n E,, eV n E, eV
) 0.00 00 e (0,00 o0 X
3 - 1.51 0.00
2 -3.40 4 T//——————— 340 p -3.40
5 -490
3 —e—e —7.04 4 -1765
1 -13.60 2 ———— —13.60 3 - 13.60
2 - 30.60
1 -54.40
1 -1224

Fig. 19-2
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19.5 ATOMOS HIDROGENOIDES

Un dromo hidrogenoide es aquél que se ha despojado de todo, excepto de uno de sus electrones. Asi,
atomos hidrogenoides son 4&tomos de helio simplemente ionizados (He*, Z = 2), 4tomos de litio doblemente
ionizados (Li%*, Z = 3), atomos de berilio triplemente ionizados (Be**, Z = 4) y asi, sucesivamente.
Estos atomos se comportan en todo como el del hidrdgeno, excepto en que la carga positiva del niicleo es Ze,
donde Z es el nimero atémico. Las ecuaciones (19.7) a (19.7) son vélidas para los a&tomos hidrogenoides con
tal dg. que se utilice en ellas el valor adecuado de Z. La figura 19-2 muestra los niveles de energia parael H, He *
y Li¢*.

19.6 ATOMOS MESONICOSp Y MESONICOS«

En la explicacién dada por Yukawa sobre fuerzas de enlace nucleares (es decir, interacciones fuertes), se
pronosticd la existencia de una particula llamada mesdn, con masa en reposo 264 veces la masa en reposo de
un electron. Dos afios después de esta prediccion, en 1937, se descubri6 una particula con masa en reposo de
207 veces la masa del electron. Sin embargo, en 1946, se demostro que este meson p no era la particula que se
habia pronosticado; poco tiempo después se encontré la particula de Yukawa, denominada mescn.

Tanto el meson#, como el mesdn i pueden tener carga negativa y, por lo tanto, tienen posibilidad de
formar atomos hidrogenoides. Debido a su gran masa, las 6rbitas de Bohr para estas particulas son mucho
menores que las Orbitas del electron. En efecto, para ciertos nucleos las 6rbitas estan en realidad dentrodela
distribucién nuclear de carga (ver problema 19.21 a 19.25).

Problemas resueltos

19.1. Calcular, en A, la longitud de onda mas corta de la serie de Lyman del hidrégeno.

La longitud de onda en la serie de Lyman se obtiene con n, = 1:

%=(1.097x10‘3A")(;]5—#) n=234,...

L.a maxima longitud de onda corresponde a n, = 2:
L -3 Ay~ L : = i
s =097 x 1070 AT(1- ) 6 A =1215A

La minima longitud de onda se consigue con n, = !

)
Amin

=1.097><10*3A-’(1—L2) 6 Amn=912A

19.2. Calcular la longitud de onda de la segunda linea de la serie de Paschen para el hidrégeno.

1_ _3a-n( L L
5 = (1.097x 1077 A )(nf n3)

La serie de Paschen esta definida para n, = 3, y la segunda linea corresponde a n, = 5. Luego,
l = ~3A-1 ( .L —_— _l_ ) A = 20 A
X (1097 x 1073 A1) i 6 A=12820A

19.3. Lamaxima longitud de onda en la serie de Lyman para el hidrégeno es 1215 A. ;Cuélesla constante
de Rydberg?



CAP. 19] EL ATOMO DE BOHR 105

Para la serie de Lyman, n, = I; la maxima longitud de onda corresponde a n, = 2.

1 1 1 ) X -3 4 -1
Y L =1.097 X 103 A
1215 A (12 2 6 R

19.4.  Calcular las longitudes de onda del hidrégeno que se encuentran en el espectro visible (3800 Aa
7700 A)

Las longitudes de onda para el hidrogeno estan dadas por

L (1097 % 103 A- ')( lz)

I n,

> —

En el problema 19.1 se encontré que cuando #, = 1, el rango de valores de longltudes de onda estaba entre 912 A
y 1215 A. de tal manera que ninguno de estos valores se encuentra en la region visible. Para n, = 2 la maxima
longitud de onda corresponde a n, = 3. con lo cual

1 _ -3 % 1 1 _ .
1 =(L097x 1072 A )(§—§) 6 A=6563 A

y la longitud de onda mas corta corresponde a n, = 0. asi

=(1097><103A‘)( —1_2) 6 A=3646 A
[« o]

> —

Luego, algunas iongitudes de onda de la serie de Balmer (n, = 2) se encuentran en la regién visible. Para
determinar estas longitudes de onda, hagamos A = 3800 A y calculemos n,.

i

W =(1.097 x 10~ ‘A ‘)(

1
6 n,=99
n? )

Por lo tanto, las lineas en el espectro visible estan dadas por

L _ 3A-n( 1oL =

Y (1.097 X 1077 A )( i ) n,=3.4.5.... 9

Puesto que la longitud de onda mas corta de la serie de Paschen (n, = 3) es
1097 x 1077 A" ‘)(—-—L) 6 A=8200A
A 002

las demas series daran lugar a lineas que se encuentran fuera del espectro visible.

19.5.  Calcular en unidades eV, el potencial de ionizacién del hidrégeno, E7 .
Ynkletm  2m(ke?)(me?) | 2w%(14.40 eV - A)X(0.511 X 10° V)

> 5 = 5 =13.6eV
h (he) (1240 X 10° eV - A)

E; =

19.6. Hallar la longitud de onda del fotdén emitido cuando el &tomo de hidrégeno sufre una transicién de
n,=5an=2

Del modelo de Bohr, los niveles de energia son E, = (— 13.6 eV)/n% Luego,

E,=—- 21 = ~340eV Es= - ———— = —0.544 eV

De los postulados de Bohr, la energia del foton emitido es
= —0.544 eV - (-340eV) =286eV

La longitud de onda de este fotén esta dada por
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Este problema puede resolverse utilizando la formula de Rydberg,

L1 1)_ S 11
X—R(-E —2-)_1.097><10 (-23 5_2)

n; n,
Resolviendo, A = 4340 A.

19.7.  Hallar la energia de ionizacion del hidrogeno si la longitud de onda mas corta en la serie de Balmer es

de 3650 A.
La serie de Balmer se obtiene con 7,=2. La minima longitud de onda corresponde a n, =o. Enconsecuen-
cia, de E, = — E?/n% donde E; es la energia de ionizacién, tenemos
he _ E} . o 4he _ 424X 10°eV- *A)
=g -E=0 (— 4) 5 Ep=e- ok = 1366V

19.8. ;Cuantos fotones diferentes pueden ser emitidos por 4&tomos de hidrégeno que sufren transiciones
desde el estado n =5 al estado fundamental?

Podemos considerar el problema para un valor arbitrario de n. Si n, y 7, , con n, > n, es cualquier par de
nimeros enteros comprendidos entre 1 y n, es claro que en la transicién del estado » al estado fundamental,

existe por lo menos un camino que incluye la transicién n, — #,. Por lo tanto, el numero de fotones es igualal de
los posibles pares de niimeros, asi

('zl)= n(nz_ )

Para n = §, hay 5(4)/2 = 10 fotones.

El anterior razonamiento no es vdlido cuando existe “degeneracion”, es decir, cuando a dos pares diferen-
tes de niimeros cudnticos corresponde la misma diferencia de energia. En este caso el nimero de fotones
diferentes es menor que n(n — 1)/2.

19.9. Enuna transicion a un estado de energia de excitacién de 10.19 eV, un atomo de hidrégeno emite un
foton, cuya longitud de onda es de 4890 A. Calcular la energia de enlace del estado inicial.

La energia del fotdn emitido es

_he _ 1240x10°eV-A _
A 489 % 10° A

La energia de excitacion (E,) es la energia con la cual el &tomo pasa a un nivel superior al estado fundamental.
Por lo tanto, la energia del nivel es

L,=E,+E,=—-136eV+1019eV=-341eV
E! fot6n surge de la transicion entre los estados de energia, tales que E, — E, = hv; de ahi que
E,~(—~341eV)=254¢eV 6 E,= -087eV

Entonces la energia de enlace de un electron en el estado es 0.87 eV.
Obsérvese que la transicion corresponde a

n, —-\/E' \/136eV = \/1J6eV
087ev y 341 eV

19.10. En un tubo de descarga de gas se disparan electrones de 12.2 eV sobre atomos de hidrégeno. Calcular
las longitudes de onda de las lineas emitidas por el hidrégeno.

La maxima energia que puede absorber el dtomo de hidrégeno es igual a la energia del electrén, 12.2eV.La
absorcion de esta energia excita al 4tomo a un estado de energia E, (suponiendo que el dtomo estaba inicial-
mente en el estado fundamental) dado por

E,=E +122eV=~136eV+122eV=—14¢V
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El valor de n correspondiente a este estado se obtiene de E, = — ES /n?; asi
~14ev= - 1386V n=312
n2

Puesto que n debe ser un nimero entero, el mayor estado al cual puede llegar correspoende a n = 3. De ahi que
(problema 19.8) existan tres posibles longitudes de onda emitidas por el &tomo cuando éste vuelva a su estado
fundamental, correspondientes a las transiciones 3—2, 2—1 y 3— 1. Estas longitudes de onda son

1 _ Sag-nf d 1 \ _ "
£ =(1097x 107 A )(?—§) 6 A=6563A
1 aonf 11 , e
X—(l.097><10 A I)(F—F) [¢] A=1215A
l___ -3 4 =1 1 _ ] . 1
= (1097 x 10-* A )(F 33) 6  A=1026A

19.11. De acuerdo con la teoria de Bohr, ;cuantas revoluciones dara un electrén en el primer estado exci-
tado del hidrogeno, si el tiempo de vida en ese estado es de 1072 s?

De las ecuaciones (/9.4) y (19.6), el radio y la velocidad orbital para el estado n = 2 estan dados por
ry=4r° = 4(0.529 A) = 2.12 A=212x10""m

¢ 3x10°m/s
2(137) 2(137)

o
il N

=1.10x 10°m/s

La velocidad angular es entonces

r 1.10 x 10°
w=— = ——————r%/—s— =0.52 X 10" rad/s
r2 2.12x107%m

y el numero total de revoluciones es

wt (052 10" rad/s)(107%s)

27 = 6
2 6.28 rad /rev 8.3 X 10° rev

N =

19.12. Calcular la correccidn en la longitud de onda de un fotén emitido si se tiene en cuenta la energia
cinética de retroceso del nicleo de hidrégeno.

Suponiendo que el atomo esta inicialr ente en reposo, la conservacion de energia da
E,-E E K

E“=EI+EY+K o he h—c=%

donde K es la energia cinética del nticleo. El primer término de la izquierda es 1 /Ay, yelsegundoes 1 /A, donde
Ao es la longitud de onda incorrecta y A es la verdadera. Asi

LI R A S 4
)\0 }\ he Ao hC
El momentum de retroceso del niicleo es p =y2MK . Entonces, por conservacion del momentum,
g 4 N ) h?
0=—-V2MK + + o K=
! A IMAE
con lo cual
A=Xo _ MA/2ZMA)  pe _ 1240x10°eV A _ 660X 107°A
Ao he MDA 2(939 X 10° eVIA A

Puesto que las longitudes de onda son aproximadamente A ~ 10° A, entonces, la fraccién de cambio es de unos
1072 lo cual resulta despreciable.
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19.13.

19.14,

19.15.

19.16.
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Para el hidrégeno, demuestre que cuando n>» 1, la frecuencia del fotén emitido en una transicién
dena n—1 esigual a la frecuencia de rotacién.

La frecuencia de rotacién en el estado n es

© _ U 2mke? [ nh - 4n%k’met
20 2mr,  2anh?/4dn*kme? n’p’
La frecuencia del foton emitido es
v=c;\—=ch[ﬁ—%}=cR n—zz('i_ji?
Para n>» 1,
v cR, _gz_r_z3 - 2n%k%'m 2 _ 4n%kime’
nn e nd nn?

que es la misma frecuencia de rotacion dada anteriormente.

Este problema muestra el principio de correspondencia de Bohr, el cual establece que para un niimero n
grande, la ecuacién cudntica se convierte en la ecuacion clasica. De acuerdo con la teoria cldsica, la radiacion
emitida por una carga en rotacién tendrd una frecuencia igual a la frecuencia de rotacion.

Un electrén describe una circunferencia alrededor de un nicleo de carga positiva Ze. ;Cémo se
relaciona la velocidad del electrén con el radio de su 4rbita?

Igualando la fuerza de Coulomb con (masa del electrén) x (aceleracién centripeta),

k(eXZe)  my? X 2 kZe?
——— e [+] v =
r? r mr

{Como se relaciona la energia del electrén del problema 19.14, con el radio de su 6rbita?

La energia potencial eléctrica del electrén es

k(Ze) _ _ kze?
r

U=gV=(-e)V=—¢

Utilizando el resultado del problema 19.14, la energia cinética del electrén es

_1 o a_ 1 kZe® _ kZé?
k= R ™ 2r
La energia total es
_ _kzZe*  kZe* . kZe* _ 1
E=k+U=— r T R

Suponiendo que todas las transiciones son posibles, jtendra un mayor o menor niimero de lineas el

espectro visible del hidrégeno (3800 A a 7700 A) que el espectro visible del litio doblemente
ionizado?

Para el hidrégeno: E,y= - —

ZE} E}
(n/3)’

Para el Li**: E

Por lo tanto el diagrama de niveles de energia para el Li®* contiene todos los niveles de energia del hidrégeno
mas dos niveles adicionales por cada nivel del hidrogeno. Puesto que hay mas niveles disponibles, habrd mas
lineas en el espectro visible del Li** que en el del hidrégeno.



CAP. 19] EL ATOMO DE BOHR 109

19.17. Calcular la relacién entre masas del deuterio e hidrégeno, si sus lineas Ha tienen longitudes de onda
de 6561.01 A y 6562.80 A respectivamente. (Fue a través de mediciones de este tipo como se des-
cubri6 el deuterio.)

En funcién de la masa reducida del atomo, la férmula de Rydberg es

donde n es la masa del electrén y M la masa del nicleo. Para una transicién y un Z determinados, esto significa
que A es proporcional a 1 + (m/ M), asi

1+

AD MD

AN g

H l+MH

V]
mo o m
Ap=Ay  Mp My, My-Mp m Muy—Mp
A 1+ _M_u*(—i_)zmT
o Mo(1+ 47

Reemplazando valores y m/ My = 1/1836,

—179A 1 (Mu
6562.80 A 1836

Resolviendo,

M M
=05 6 2
H

My ~2.0

19.18. Hallar la diferencia entre las longitudes de onda de la linea del hidrégeno correspondiente a la tran-
sicibn de 32 (RH = 1.09678 x 1073 A=) y la linea del heho simplemente ionizado corres-
pondiente a la transicién de 6->4 (R, = 1.09722x 1073 A~ h.

Al (R)] e Re

Puesto que Zy = 1 y Zy. = 2. la expresion entre paréntesis tiene el mismo valor, 5/36, para ambas transicio-
nes; asi, la diferencia entre las longitudes de onda se debe solamente a la diferencia en las constantes de Rydberg.
Tomando diferenciales,

Tenemos

~Lan=ar2 - 24rD - 4R _
22 d\ =dR 36 6 dA\=MA*dR 36 iRZ
36
Entonces, aproximadamente,
Ry.— R -3 A -1 R
A= et QOOMXID A 5634
36 R} 3'3 (1.09678 X 10-* A~ 1)

19.19. Calcular la constante de Rydberg para el positronio (un sistema ligado formado por un positrén y
un electron).

La masa de un positrén es igual a la del electrdn, entonces

R Rm Roo A
» = = -2 =0.5485x 1073 A!
L+(m/M)  1+(m/m) 2

Rp=
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19.20.

19.21.

19.22.

19.23.

19.24.

19.25.
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En el problema 19.19, hallar el potencial de ionizacién del positronio.

11 he 1 1
=Rp| 5 — 6 T =M =hRp| = — —
P(n,2 n,f) A P(n,2 n,f)

> -

La energia de ionizacion es la energia necesaria para excitar el positronio de su estado fundamental (n, = 1)al
estado n, = co. Asi

Eon = hcRp = (1240 X 10° eV * A)(0.5485 X 107> A~ 1) = 6.8 eV

Cuando un meson p es capturado por un proton, se forma un dtomo mesdnico . Calcular la energia
de ionizacién de un 4tomo mesonicop. Un mesén p es una particula elemental de carga —e y masa en
reposo igual a 207 veces la masa en reposo del electron.

El andlisis es completamente andlogo al del 4tomo del hidrégeno, reemplazando la masa m del electrén,
por 207 m.

E.on=207(13.6 eV) = 2.82 keV

Con relacién al problema 19.21, calcular el radio de la primera 6rbita de Bohr parael 2%py, (Z = 82)
para un dtomo mesonico p .

De la ecuacién (/9.4), r, varia inversamente proporcional a Zm. Luego,

1

= ————(0529A)=312%x107%A=3.12f
"= Eyeen O ) m

Calcular la energia de la primera 6rbita de Bohr en el problema 19.22.

De la ecuacion (/9.5), E, varia directamente a Z’m. Entonces,
Ey, = (82)’(207)(~ 13.58 ¢V) = — 19.0 MeV
En los problemas 19.21 al 19.23. Para un atomo mesdnicoy de 28pyp, (cudl es la energia del foton
emitido en la primera transicion de Lyman (n, =2 a n, = 1)?

1

2
u

L
nf

1
) = (=190 MeV)( % -5 ) = 1425 MeV

E,=AE=Eu—E,=—ZZE;’(i2——‘Z-)=E,( -

n;  nj n

La medicion experimental de la transicién descrita en el problema 19.24 esde 6.0 MeV. El ntcleo del
2%Pb tiene un radio de 7.1 fm. Segin el problema 19.22 se ve que la primera 6rbita de Bohr estd
dentro del nicleo. Suponiendo que la carga del nicleo estd uniformemente distribuida, calcular la
nueva primera 6rbita de Bohr que sea coherente con los datos anteriores.

El potencial de una esfera de radio R cargada uniformemente y de carga total Q = Ze es

53[; } <R

T 5p2
V= 2 2R
kQ r>R
;
La energia de un meson p que se mueve dentro de una distribucion uniforme de carga es
- el sy kZe3 2
E—K+U——2rm +( e)R [2 2R2:|

Si el meson pse mueve en una drbita circular de radio r, tenemos

F=ma 6 e@=—r—
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donde &, el campo radial dentro de la distribucién de carga, esta dado por

6=_£1_K=£Q£=k2er
dr R3 R3

De ahi que

y de la energia obtenemos

_ kZe¥r*  kZe*[ 3 2 Y _ ke[ 3
S

La segunda érbita de Bohr se encuentra fuera del nicleo; por lo tanto, E,, puede calcularse como si E,;, =

—~19.0 MeV (problema 19.23), es decir,

Ey = L;Me‘—' = —4.75 MeV

Utilizando los valores experimentales, tenemos
E\, = E;, — AE= —475MeV — 6.0 MeV = - 10.75 MeV

y asi

—10.75 MeV = 82

l44MeVefm | w3
7.1 fm (7.1 fm)2 2

Resolviendo, r,, = 6.56 fm, con un aumento de 3.44 fm, (ver problema 19.22), debido a que la érbita se
encuentra dentro de la distribucién nuclear de carga.

Un electrén se mueve en una distribucidn de carga uniforme y esférica de radio Ry carga Ze. Utili-
zando los postulados de Bohr, calcular los niveles de energia permitidos suponiendo que las érbitas
de Bohr se encuentran dentro de la carga.

Segln el problema 19.25, la energia del electrén esta dada por

E=kZe2[i_%] (1)

R R?
El primer postulado de Bohr da (k= h/27)

252
mer = nh (4] t:2=n2hz 2)
m?r

De la segunda ley de Newton y suponiendo que el electron se mueve en una Orbita circular, tenemos

kZe? 2
Rir=’"b7 ()

2._"_"_-” R’
"= mkZ ‘ )

Sustituyendo (4) en (/), encontramos para cada valor entero de n

£ = kze ﬂ]/ 13
" R e mkZR 2

Eliminando ¢? de (2) y (3), obtenemos
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19.27.

19.28.

19.29.

19.30.

19.31.

19.32.

19.33.

19.34.

19.35.

19.36.

19.37.

19.38.

19.39.

19.40.

19.41.

19.42.

19.43.
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Problemas suplementarios
Repetir el problema 19.1 para la serie de Balmer. Resp. 3646 A; 6563 A

Calcular la longitud de onda, del fotén emitido en la transicién n, = 6an,=3. Dar la respuesta en angstroms.
(Esta es la tercera transicion en la serie de Paschen.)  Resp. 1.094 % 10 A

Calcular la minima longitud de onda del fotén en la serie de transiciones con n, = 4 (serie de Brackett).
Resp. 1459 x 10* A

La minima longitud de onda en la serie de Balmer para el hidrégeno es 3646 A. Calcular la constante de Rydberg
a partir de este valor. Resp. 1.097x 1073 A-!

Calcular el valor de n, en la serie que da lugar a la linea del espectro del hidrégeno con 1 026 A. (Obsérvese que
ésta es la serie de Lyman.) Resp. 3

Repetir el problema 19.31 para la linea espéctral del hidrégeno de 4861 A. (Esta es la seric de Balmer.)
Resp. 4

Calcular ke® en eV * A. Resp. 1440 eV-A

Demuestre que of/c = 27 ke*/hc = a es 1/137. Este valor adimensional a se denomina constante de es-
tructura fina.

De la ecuacion (19.4), calcular en angstroms el radio de la primera 6rbita de Bohr para el hidrégeno.
Resp. 0.529 A

Calcular la relacion de la longitud de onda Compton de un electrén (capitulo 12) respecto del radio de la primera
orbita de Bohr para el hidrégeno. Resp. 21.8

{Cudl es el minimo potencial de aceleracién capaz de excitar un electrén para sacar un &tomo de hidrégeno de su
estado fundamental? Resp. 10.2V

Calcular la energia minima que debe comunicarse a un dtomo de hidrégeno para que pueda emitir la linea Hp.
(La linea Hg corresponde a la transicion 4—2.) Resp. 2.55 eV

Calcular la energia de enlace de un electron en el tercer estado excitado del hidrogeno. Resp. 0.85eV

{Cual es el potencial de aceleracién necesario para que un electrén ionice un dtomo de hidrégeno?
Resp. 136V

¢Cudl es el mayor estado que pueden alcanzar dtomos no excitados de hidrégeno cuando son bombardeados
con electrones de 12.6 eV? Resp. n=13

Hallar la energia de retroceso de un 4tomo de hidrégeno cuando emite un fotén en una transicién de n, = 10
am=1 Resp. 9.6 X 1078 eV

Calcular la fraccion de cambio en la longitud de onda de una linea espectral que surge de un pequefio cambio en
la masa reducida del 4tomo. Resp. AA/A= —Ap/p
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19.44. Calcular el radio de la segunda 6rbita de Bohr para el litio doblemente ionizado. Resp. 0.705 A

19.45. Calcular el radio de la primera érbita de Bohr para berilio triplemente ionizado. Resp. 0.132A

19.46. Calcular la longitud de onda de la linea H, del deuterio si la linea H, del hidrégeno es de 4862.6 A (Rp=
1.09707 X 1073 A™Y). Resp. 4861.3 A

19.47. Calcular el primero y segundo radios de Bohr para un positronio. Resp. 1.06 A; 423 A

19.48. (a) Calcular los tres primeros niveles de energia para un positronio. (#) Hallar la longitud de onda dg lalinea
H, (transicion de 3 —2) del positronio. Resp. (a) —6.8 eV, —1.7eV, —0.76 eV; (b) 1313 A

19.49.  Para unitomo mesénico 7 de 2*Pb (m, = 273m,), calcular (a) los dos primeros radios de Bohr, () las energias
de las dos primeras Orbitas de Bohr, (¢) 1a energia del foton liberado cuando el mes6n « efectiia una transiciéon de
la segunda a la primera orbita de Bohr.

Resp. (a) 5.39 fm (dentro del nicleo), 9.45 fm; (b) —15.35 MeV, —6.25 MeV; (c) 9.1 MeV




Capitulo 20

Movimiento orbital del electron y el
efecto Zeeman

20.1 EL MOMENTUM ANGULAR ORBITAL
DESDE UN PUNTO DE VISTA CLASICO

Consideremos una particula de masa m que se
mueve en una orbita eliptica bajo la influencia de una
fuerza central, como se muestra en la figura 20-1. El L4
vector momentum angular alrededor del centro de
fuerzas, L, tiene una magnitud mvd, donde d es la dis-
tancia perpendicular entre la direccién de la velocidad
yel centro de fuerzas, y ves la velocidad de la particula.
La direccion de L esta dada por la conocida regla de la
mano derecha, como se muestra en la figura. De la
segunda ley de Newton, el torque neto r sobre la parti-
cula serd igual a la rapidez de cambio de momentum
angular: 7= dL/dr. Sin embargo, puesto que la
fuerza que obra sobre la particula es una fuerza — -
central, el torque ejercido es cero. De ahi que el Fig. 20-1
momentum angular L tendrd magnitud y direccion
constantes en todo punto a lo largo de su trayectoria
eliptica.

En la figura 20-2 se muestran diferentes posibilidades de movimiento eliptico, que van desde una circun-
ferencia hasta aproximadamente un segmento de recta, todas ellas con ¢l mismo eje mayor 24. Se puede
demostrar que la energia total E (cinética y potencial) depende iinicamente del valor del eje mayor, por lo
tanto, tendra el mismo valor para todas estas elipses (v.g.. E = — ke%/2a para las fuerzas de Coulomb; ver
problema 19.15). Sin embargo, el momentum angular orbital cambia de una elipse a otra, tomando valores
que varian continuamente desde un valor maximo de aV—2mE para la circunferencia hasta cerca de cero
para cuando la elipse se aproxima al segmento de recta. (En el limite de seginento de recta, una elipse tiene
momentum angular cero porque d = 0 en todo punto de la trayectoria.)

Siendo L constante, la componente L, = L cos § serd constante para toda direccién en el espacio,
mientras dure el movimiento eliptico. En la descripcidn cldsica no existe restriccion para 4, el cual puede
tomar cualquier valor entre 0° y 180°.

'4—— 2a 2a 2a 2a

Fig. 20-2

l\ Centro de fuerzas

20.2 TRATAMIENTO CLASICO DEL MOMENTO DE DIPOLO MAGNETICO
Cuando un electron se mueve en una trayectoria circular, se produce una corriente dada por:

I'=(carga del electrén) X (nimero de veces que el electron pasa por un mismo punto) =éf,

114
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donde fes la frecuencia de rotacién del electrén. La espira circular de corriente produce a su vez un campo
magnético muy parecido al producido por un pequefio iman como se muestra en la figura 20-3. Tal como
ocurre en un iman, existe un momento del dipolo magnético p asociado con el electrén que estd orbitando,
cuyo valor esta dado por '

|l = 14 = (ef )(r?) (20.1)
o Lj P s N — TN
/. \\ ﬂ N \\ / \ / \\
/ VA | ¥~
- \ N S N \
NS R N 1
! \—t—==l—| 4
|*Ql“|@."|f b
‘ \ \ v ’ ’ \ ’ l
\ Vi AN I \ I
\ \ / / \ \ / / \\ \\ N doa / /
\ ~7 / \ \\- 4 / \ ~ & /f \ -7 /
\\ _// oY \‘_// N~ ~_7
(@) Espira de corriente (b) Iman
Fig. 20-3
y cuyo sentido es opuesto al de L (porque el electron tiene carga negativa). Puesto que
IL| = mor = mQarf)r = 2mfar’ = Aem | |
tenemos
p=- -2% L (20.2)

20.3 ENERGIA CLASICA DE UN DIPOLO MAGNETICO.
MOMENTO EN UN CAMPO MAGNETICO EXTERNO

Supongamos que uno de los dos, la espira de corriente o el pequefio iman, se coloca en un campo
magnético externo B. La espira experimenta un torque,

T=p X B (20.3)

que tiende a alinear g con B. El sistema tiene, pues, energia potencial, E, cuyo cambio da el trabajo hecho
por el torque cuando varia la orientacion de p. Integrando la expresién para el torque podemos demostrar
que

Eg=-p'B (20.4)

Haciendo coincidir la direccion del eje z con la de B y utilizando (20.2), se obtiene para el electrén que estd
orbitando: '

Ep=-L'B=:-LB (20.5)

20.4 EL EXPERIMENTO DE ZEEMAN

En 1896, antes del advenimiento de la mecanica cudntica, el fisico holandés Pieter Zeeman realiz6 un
experimento para medir los efectos de interaccién entre el momento magnético interno del &tomo y un campo
magnético externo. En un experimento de Zeeman se coloca un 4tomo en un campo magnético externo y su
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espectro de excitacion se mide y se compara con el espectro obtenido en ausencia de campo magnético exter-
no. Esto puede lograrse, por ejemplo, midiendo las longitudes de onda de la radiacién emitida por un tubo
de descarga cuando se le introduce en un campo magnético.

Cuando se realiza el experimento, se observa que en presencia de un campo externo, cada linea del
espectro se desdobla en un niimero de lineas diferentes. Ademas, el cambio observado en la frecuencia de las
lineas es directamente proporcional a la magnitud del campo magnético aplicado. La observacién de lineas
espectrales adicionales significa que un 4tomo posee niveles discretos adicionales de energia cuando se le
introduce en un campo magnético externo.

La explicacion del desdoblamiento de Zeeman exige un analisis mecanico-ondulatorio, el cual predice
que tanto la magnitud como la direccién del momentum angular orbital estdn cuantizadas.

20.5 LA CUANTIZACION DE LA MAGNITUD
DEL MOMENTUM ANGULAR ORBITAL

Un andlisis mecanico-cudntico muestra que el momentum angular orbital de un electrén en un dtomo de
un electrén no tiene un tnico valor nk (h= h/2x), como lo predice la teoria de Bohr. En cambio, para un
numero cudntico principal n (por ejemplo, para una energia dada £, = — E} /n?), hay n valores posibles de

IL| =Vi(/+ 1) A (20.6)

donde / es un niimero entero denominado nizmero cudntico del momentum angular orbital, cuyos valores van
de0a n-1,asi

I=01,2..,n-1 (20.7)

En particular, para el menor valor de energia, correspondiente an = 1, el valor de / es cero y, por lo tanto, el
momentum angular orbital también es cero.

20.6 LA CUANTIZACION DE LA DIRECCION
DEL MOMENTUM ANGULAR ORBITAL

Supongamos que un dtomo de un electrén se introduce en un campo magnético externo, cuya direccién
hacemos coincidir con la del eje z. Un andlisis mecdnico ondulatorio muestra que la direccion del vector
momentum angular orbital L no puede ser arbitraria. En cambio, L estara orientado de tal manera que la
componente L, en la direccion del eje z, estard cuantizada, con valores discretos

L, =mh (20.8)

donde m, es un nimero entero denominado nmimero cudntico magnético, cuyos valores van de — /a /, asi
m=LI1-1,1-2,...,0,...,-(-1),~1 (20.9)

Obsérvese que para un / dado, el méximo valor de L, (= Ih) es menor que la magnitud de L(= \/I—(m ) &).

20.7 EXPLICACION DEL EFECTO ZEEMAN

La mecdnica cudntica establece que la energia total de un 4tomo de un electrén colocado en un campo
magnético externo adquiere un término adicional de energia potencial dado por (20.5). No obstante, aqui, L,
esta cuantizada de acuerdo con (20.8), por lo tanto, la energfa total es

E=Ey+ E,,=Eo+m,2"—";3 (20.10)

donde E, es la energia cuantizada antes de que aparezca el campo B. Por eso, en presencia del campo

magnético, cada nivel de energia E, se desdoblard en 2/+ 1 subniveles igualmente separados, con separacién
proporcional a B. El factorefi/2m se denomina magneton de Bohr y su valor es

£h = 579X 1073 eV/T =927 x 1074 J/T
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Eo+2(%)8 5
Eo"'(%)ﬂ 1
=2 E, E, 0
Ey-(3)p -l

Eo-A5e)B -2

1m0 ] A N .

(@) Unica transicién sin (b) Cinco transiciones logradas con la-
campo magnético externo aplicacién de un campo magnético externo

Fig. 20-4

Puesto que existe un mayor niimero de niveles de energia diferentes después de la aparicién del campo
magnético, sera posible observar mas lineas en el espectro de excitacion de un 4tomo, cuando éste se introdu-
ce en un campo magnético externo, como se muestra en la figura 20-4,

Se ha descubierto que las transiciones mas intensas en los 4&tomos se rigen por las siguientes reglas de
seleccion:

Al=+*1 Am=%160 (20.11)

Para estas transiciones de dipolo eléctrico, 1a ecuacién (20.10) da AE = AE,, (la linea espectral de campo
cero) y

= -+ ih—
AE=AEy+ ™ B
es decir, la linea de campo cero se ha desdoblado en dos nuevas lincas de energia separadas de la linea de
campo cero en un valor absoluto

A, = {—,’; B (20.12)

También pueden efectuarse otras transiciones que se reflejan en lineas espectrales mucho mas débiles. De
todos modos, las diferencias en energia o en frecuencia entre las nuevas lineas seran proporcionales a la
magnitud del campo aplicado.

Las predicciones anteriores corresponden exactamente a lo que se observa en el efecto Zeeman
“normal”. Los desdoblamientos discretos constituyen una clara evidencia experimental del fen6meno de
cuantizacién del momentum angular orbital. Si la orientacién del momentum angular no estuviese
cuantizada, entonces L, podria tomar todos los valores posibles, como en la teoria de Bohr, y las lineas se
ensancharian formando una banda continua en vez de tomar valores discretos como se observa experimen-
talmente. No obstante, el andlisis anterior no explica todas las lineas observadas en los experimentos de
Zeeman. Existen otras transiciones adicionales que se consideran en la clase del denominado efecto Zeeman
andmalo, que se relaciona con el concepto de rotacion del electrén alrededor de su eje, 0 sea el spin del
electrén. En los problemas 24.17 a 24.21 se tratara el efecto Zeeman anémalo, el cual se reduce al efecto
Zeeman normal para campos magnéticos lo suficientemente fuertes (problema 24.22).
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20.1.

20.2.

20.3.
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Problemas resueltos

Calcular el momento magnético de un electrén que describe una 6rbita circular de radio r alrededor
de un protén.

De (20.1), el momento magnético es

p=1A4 = (e )(nr?)

La ecuacién de movimiento del electrén es

Fo = . ke me?
rad = Mday o rz = r
con lo cual
fetoa Lyfke
2mr 27 mr

Por lo tanto,
=mert| LAJke Yo e[k
* 27 mr 2

Calcular la frecuencia de precesién del momento mag-
nético p del electrén en un campo magnético B.

Un momento magnético en un campo magnético
experimenta un torque 7, dado por (20.3) como,

T=}LXB=——2%LXB

Este torque produce un cambio en el momentum angular
dado por

=4l __ ¢ 1x8

TS Im

El cambio en L, dL, es perpendicular a L y a B, como se
muestra en la figura 20-5, dando como resultado una
precesion de L alrededor de la direccién de B. De la figura
vemos que

_|dL
d¢ = Lsend
de donde
dL e
_d¢_ dt._ mLBsenB_iB
“»= d T Lsend ~ Lsend  2m

Esto se conoce como precesion de Larmor, y wp esigualala
diferencia de frecuencia observada en el efecto Zeeman
normal.

Utilizando los resultados de la mecanica cudntica, calcular los momentos magnéticos posiblesenun
nivel n =3

Para n =13 los posibles valores de /son 2,1,0;y L=VI({+ 1) A.
Para [ =2:

=€ 7€k - - J — - 3
p= 5 L= 2o \I(1+ 1) -(0.9z7><10 T )\/2(z+ ) =227x107% 1
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20.4.

20.5.

20.6.

Para /= 1:

= —-eh - ~-23 J — ~23 J
b= \/1(1+ 1) = (0.927 x 10 T )(vz )=1L31X10 T
Para /=0, p= (.

Obsérvese que ninguno de estos valores concuerda con lo que predice la teoria de Bohr. De la teoria de Bohr
L = nh, asi

= € 7= € =13 €
b= 5, L= (3h) 3(2m)

= -3 3\ _ - J
3(0.927><10 T) 2781075 1

Dibuje las posibles orientaciones del vector momentum angular L para /=0, 1, 2, 3y 4.

Los posibles valores de L, son m;/1,donde m, toma todos los valores enteros entre 4+ / y — /. Las posibles
orientaciones correspondientes para el vector momentum angular orbital se indican en la figura 20-6.

=0 I=1 =2 1=3 =4
ap —E=0 L=V2h L=V6h L=Vi2h L=V20h
3n

rz,:' / [

-3h \ \
o \

Fig. 20-6

Calcular el desdoblamiento normal de Zeeman para la linea roja del cadmio de 6438 A, cuando los
4tomos se introducen en un campo magnético de 0.009 T.

La variacién en la longitud de onda se consigue diferenciando E = hc/A:

AY|dE)|
he

dE = —hc‘;\—)\ 6 |dA|=

El cambio en energia se obtiene de (20.12):

eh

- _ €eh o _ -5 eV - -7
|dE| = AEzee= 5. B (5.79x 1075 5 )(0.009 T)=521x10""eV

lo que da
AdE| (6438 A)(5.21 X 1077 eV)
he 124 X 10°eV - A

|dA] = =174x 107 A

;Cuél es la densidad de flujo magnético B necesaria para observar el efecto Zeeman normal si un
espectrometro puede separar lineas espectrales hasta 0.5 A en 5000 A?
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120
Del problema 20.5,
]i)il_ _ |dE| _ (en/2m)B
X he/X he/A
lo que da
14N [ ke \( 2m 05A \(124x10%eV-A 1
B= — | = —_)= il u = 4,
A (A )( eh) (SOOOA)( 5000 A )( 5.79x10‘5eV/T) BT

20.7. Enunexperimento normal de Zeeman con un campo magnético de 3 T, la linea del calcio de 4226A
se desdobla en 3 lineas separadas 0.25 A. Con estos datos, calcular e/m para el electrén.

Del problema 20.6 (k= h/27):
|dA| _ (e/4mm)B
A /A

Resolviendo para e/m, se obtiene

8
( 3x10 “‘Iﬁs 2 ](o.sz 1079 m) = 1.76 x 10! C/kg
4226 X 10~ m

w7 ()= 5%

en donde hemos utilizado la conversién

kg kg
= —_p=l'—’
IT=1-"25 =l

20.8. Enuncampo magnético de 0.6 T, se efecttian transiciones en un 4tomo entre /=2y /=1. Siantes de
aplicar el campo la longitud de onda era de 5000 A, determinar las longitudes de onda observadas.

La separacion de energia entre niveles adyacentes estd dada por

eh (5.79 x 10~ %’- )(0.6 T) = 347 X 10~5 eV

AEZee= m B=

L]
2
1
Im2 0
x

AE,
T -2

l=1

Fig. 20-7
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20.9.

20.10.

20.11.

20.12.

20.13.

20.14.

20.15.

20.16.

20.17.

Por lo tanto, como en el problema 20.5,

A AEs. (5000 A)’(3.47 X 1075 eV .
|dA| = ——= J BN CATXI0 V) o074
c 124X 10°eV-A

Las transiciones deben obedecer a la regla de seleccion Am; =+ 1, 0, — 1, como se indica en la figura 20-7. De
las nueve transiciones posibles, solamente se observan tres longitudes de onda diferentes:

A, =500007A A,=5000A A_=499993 A

Problemas suplementarios

Un electron en He* se encuentra en una 6rbita n = 2. ;Cual es su momento magnético, debido a su movimiento
orbital, de acuerdo con la teoria de Bohr? Resp. 1.85x 10" J/T

Haga el problema 20.9 utilizando la teoria de la mecanica cuantica. Resp. 131%x1072J/T60

Un electrén en una 6rbita circular tiene un momentum angular de V2 . ;Cuales su frecuencia de Larmor en un
campo de 0.5 T? Resp.  6.99 X 10°Hz

Calcular los posibles dngulos que forma L con el eje = paral=3. Resp. 16.8°; 35.3°; 60°

Calcular la separacion normal de Zeeman en la linea del mercuriode 4916 A, cuando se encuentraenun campo
magnético de 0.3 T. Resp. 338x 1072 A

¢Cudl sera la separacién normal de Zeeman entre componentes adyacentes para la radiacién emitida de 4 500 A
en un campo magnético de 0.4 T? Resp. 378 x107%A

Una linea de 5000 A muestra una separacion normal de Zeeman de 1.1 X 1073 A. Hallar el campo magnético,
Resp. 942% 1073 T

;Cudl es la diferencia de frecuencia en los fotones emitidos en un efecto Zeeman normal, correspondiente a
transiciones en subniveles adyacentes al mismo estado final en un campo magnético de 1.2 T?
Resp. 1.68 x 10'® Hz

En un campo de 0.2 T se efectian transiciones en un dtomo entre estados / =3 y ! = 2.Silalongitud de onda
antes de la aparicion del campo era de 4000 A, calcular la longitud de onda final observada.
Resp.  4000.0149 A; 4000 A; 3999.9851 A

§- FISICA MODERNA




Capitulo 21

El experimento de Stern y Gerlach y el spin

21.1 EL EXPERIMENTO DE STERN Y GERLACH

En el experimento de Stern y Gerlach, realizado en 1921, un haz de atomos de plata, cuyo momentum
angular orbital es cero, pasa a través de un campo magnético no homogéneo e incide sobre una placa
fotografica, como se muestra en la figura 21-1. La placa fotografica registra cualquier desviacion del haz en
presencia del campo magnético.

Placa
Campo mgnético fotografica
no homogéneo '

Haz de 4tomos B
de plata

Fig. 21-1

El campo magnético no homogéneo se utiliza con el fin de producir una fuerza desviadora que acttie
sobre todos los momentos magnéticos que estén presentes en el haz. Si se utilizara un campo magnético
homogéneo. cada momento magnético experimentaria solamente un torque y no una fuerza deflectora. En
un campo magnético no homogéneo se jercera una fuerza déflectora sobre cada momento magnético p,. Para
el caso representado en la figura 21-1,

- a8
F, = ps cos § (21.1)

donde 0 es el angulo entre p, v B; dB/d: el gradiente del campo no homogéneo (ver problema 21.1).
En el experimento se observa que cuando el haz incide sobre la placa fotografica se encuentra dividido en
dos partes diferentes, con igual nimero de dtomos desviados hacia arriba y hacia abajo del punto donde el haz
incide cuando no hay campo magnético. Puesto que los atomos tienen momentum angular orbital total nulo
y. por lo tanto, momento magnético debido al movimiento orbital de los electrones también nulo, la
interaccidén magnética que causa las desviaciones es producida por otro tipo de momento magnético.

21.2 EL SPIN DEL ELECTRON

En 1925, S. A. Goudsmit y G. E. Uhlenbeck propusieron la existencia de un momentum angular
intrinseco del electrén, denominado su spin (rotacion del electron alrededor de su eje). El momento

122



CAP. 21] EL EXPERIMENTO DE STERN Y GERLACH Y EL SPIN 123

magnético adicional P, asociado conel momentum angular intrinseco S del electron explica la desviacion del
haz observada en el experimento de Stern y Gerlach.

En forma analoga a lo que ocurre con el momentum angular orbital, el momentum angular intrinseco del
electrén y el momento magnético asociado, se encuentran cuantizados tanto en magnitud como en direccion.
Las dos lineas igualmente separadas que se observan en el experimento de Stern y Gerlach demuestran que el
momentum angular intrinseco puede tomar solamente dos orientaciones con respecto a la direccién del
campo magnético establecido. En la seccion 20.6 se demostré que para el movimiento orbital determinado
por el nimero cuantico /, la componente del momento magnético orbital a lo largo del campo magnético
puede tener 2/+ 1 valores diferentes. Del mismo modo, siel nimero cuantico del momentum angular de spin
se designa por s,y puesto que hay solamente dos posibles orientaciones, se tiene que 2 = 25 + 1, resultando
asi un solo valor de s = 1/2, La magnitud del momentum angular de spin S es entonces

si=Vhe+ ) A =VEGE+D A = @1.2)
El compongnte S, en la direccion del eje z es

S, =mh m=ss—1=1 -

(21.3)

N~

Las dos orientaciones de S se designan generalmente como “spin hacia arriba” (m, = + 1) y “spin hacia
abajo” (m, = — 1) (aunque el spin nunca puede apuntar en la direccién positiva o negativa del eje z).

Se encuentra también una relacion entre el momento magnético intrinseco g, del electrén y el
momentum angular S dada por

B=—g5-S (21.4)

La cantidad adimensional g se denomina relacidn giromagnética; para el electrén, su valor es 2.002 (en los
problemas utilizaremos g = 2.0). Relacionando las ecuaciones (2/.4) y (20.2) se obtiene

g = | l/I1SI
T e/l
Asi, la relacion entre el momento magnético y el momentum angular es aproximadamente dos veces mayor
para el spin del electron que para su movimiento orbital.
El valor unico de [/2 para el nimero cudntico de spin, es una caracteristica tan fundamental para el
electron como lo es la de su carga y su masa. Las propiedades del spin del electrén fueron explicadas por
primera vez por Dirac hacia 1928, combinando los principios de la mecanica ondulatoria con los dela teoria

de la relatividad. Se observa que otras particulas diferentes de los electrones, v.g. protones y neutrones,
también tienen momentum angular intrinseco.

Problemas resueltos

21.1.  Deducir la ecuacioén (21.1).

La energia potencial de un electron en un campo magnético es [compdrese con (20.4)].

EB =t B= _f"‘stx - I-LsyBy - f"ssz

Para el campo magnético de la figura 21-1, B, =0, B, y B, dependen solamente de x y z. Por lo tanto,

3E, 3B, 3B,
Fo= = 57 = a3y Y e 37
L
Y ay
JE, 3B, 3B,
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Pero a lo largo del eje del haz, 3B,/3x = 0 (debido a la simetria) y B, =3B, /3z = 0 (por la antisimetria);
ademads, 0B,/ dx es demasiado pequefio. Luego

dB dB
F,~0 F,=0 F,=p,,$=p,cos0—‘-i?

21.2. Calcular la maxima separacién de un haz de d&tomos de hidrogeno que recorre una distancia de 20 cm
con una velocidad de 2 X 105 m/s perpendicular a un campo magnético, cuyo gradientees 2 X 10?
T/m. Desprecie el momento magnético del protén (ver problema 26.9).

En el estado fundamental, los atomos del hidrégeno tienen momentum angular orbital nulo. Del problema
21.1, la fuerza sobre un atomo de hidrogeno es

_. dB
’ #::E

F,
De las ecuaciones (21.3) y (21.4), con g, = 2, p,, = —(e/m)m,h, de suerte que

- R dB _ eh dB _ ~ad Ty -21
Fl= S im| S = 50 S8 = (927 x 1072 £ )(2x 10° - ) = 1.85 X 1072 N

Utilizando las férmulas de aceleracion constante Az = L a,t? y Ay = vt (ver figura 21-1 para las coordenadas),
obtenemos
2
= lap= L2 )(2)
Az 3 at =5 ( i P

La masa del hidrégeno es 1.67 X 10~27 kg, entonces

-21
Az-_-l( 185X 10"2' N )( 020m

2
=554% 1077
2| 167x 1077 kg J\ 2x 10° m/s) "

Puesto que éste es el desplazamiento hacia arriba o hacia abajo, la separacion total es 2 Az=1.1 1x107¢ m.

21.3. Calcular la diferencia de energia entre los electrones que estin “alineados” y los “anti-alineados” con
un campo magnético uniforme de 0.8 T, cuando el haz de electrones libres se mueve perpendicular-
mente a la direcciéon del campo.

Del problema 21.1 con B, = B, =0
eh
Ep=- By, = - B(- -;n-)m,
Entonces,

= e—h— = —52! -— _l = -5
AEp=BE: m, (0.8T)(2x5.79x10 T)[ ( 2)]—9.26x10 eV

1
2

21.4. Lalineade 21 cm es utilizada en radioastronomia paradelinear un mapa de la galaxia. La linea surge
de la emision de un fotén cuando el electrén en un dtomo de hidrégeno galactico “vuelca” su spin
desde estar alineado hasta encontrarse anti-alineado con el spin del protén en el atomo de hidrégeno.
Qué campo magnético experimenta el electron?

AE= B 124X 106V A

=59%10-6eV
) 21X 10 A ¢

Del problema 21.3 tenemos
A
AEg; = B %"— Am,
-6 - - | eV 1 _{_ l
59X 10~6 eV a[2x5.79x 10-s 5% ][ (-3 )]

B=00510T
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Problemas suplementarios

En un experimento de Stern y Gerlach los atomos de plata recorren una distancia de 0.1 m a lo largo de un
campo magnético no homogéneo, cuyo gradiente es de 60 T/ m. Sila separacién observada en la placa colectora
es de 0.15 mm, calcular la velocidad de los 4tomos de plata. La masa de un atomo de plata esde1.79 X 10~ kg,
Resp. 455 m/s

¢Cudl es la diferencia de energia entre las dos orientaciones del spin de los electrones, cuando éstos se encuentran
en un campo magnético de 0.5 T? Resp. 579 x 1073eV

Calcular la longitud de onda de la radiacién que pueden producir los electrones a que se refiere el problema 21.6
cuando “vuelcan™ su spin. Resp. 214 cm

La longitud de onda necesaria para producir un “vuelco” en el spin de un electrén es de 1.5 cm. Calcular el
campo magnético dentro del cual esta el electron. Resp. 0714 T




Capitulo 22

Spin del electron y la estructura fina

22.1 ACOPLAMIENTO SPIN-ORBITA

En la seccion 20.3 se demostrd que un momento magnético p colocado en un campo magnético B tiene
energia potencial £, dada por

E,=-p'B (22.1)

Cuando se hizo el desarrollo de esta expresion, solamente se consideraron los campos magnéticos externos,
aunque el resultado es valido en general.

En un modelo semiclasico de Bohr, el electrén gira alrededor del niicleo con un momentum angular L.
Sin embargo, desde el punto de vista del electrén, el nicleo cargado positivamente gira alrededor del electrén
con la misma velocidad angular. El nicleo girando, producira un campo magnético B paralelo al momentum
orbital L del electron, en el sitio que éste ocupa. A su vez, este campo magnético interno interactia con el
momento magnético intrinseco p_ del electron, descrito en la seccion 21.2. Puesto que p; es proporcional al
spin intrinseco S del electron y como B y L son proporcionales para una drbita dada, se ve que existe una
energia potencial E, de la forma

E,= KL-S (22.2)

no es necesario considerar aqui el valor de K.

En efecto, la interaccion spin-drbita se comporta como un efecto Zeeman interno, desdoblando cada
nivel de energia para el cual L # 0 en dos subniveles correspondientes a los dos valores permitidos de S,
segun (21.3).

22.2 ESTRUCTURA FINA

Puesto que hay mas niveles de energia disponibles que los considerados previamente, apareceran mas
lineas en el espectro del hidrégeno que las indicadas en la figura 22-1. Tales lineas adicionales o estructura
fina, son realmente observables con espectrémetros de un poder de resolucién medianamente alto. Con tales
instrumentos se observa que muchas lineas espectrales que antes aparecian como una sola, se encuentran en
realidad compuestas por dos 0 mas lineas diferentes separadas en longitud de onda unas de otras por unos
pocos angstroms.

Fue la observacion de las lineas espectrales de la estructura fina lo que inicialmente motivé a Uhlenbeck
y a Goudsmit a introducir el concepto de spin.

22.3 MOMENTUM ANGULAR TOTAL (EL MODELO VECTORIAL)

En mecdnica clasica el momentum angular roral (orbital mds spin) es una cantidad importante, debido a
que su rapidez de cambio es igual al torque neto aplicado al sistema. En forma andloga, en mecanica ondula-
toria, el momentum angular totzal J, como el resultado de la suma vectorial

J=L+S8S

juegan un papel importante. Puesto que el modelo vectorial se aplica tanto a &tomos de muchos electrones,
como a los de un electrén, introducimos aqui la siguiente nota: Los numeros cudnticos que especifican
estados de electrones individuales se denotardn, como ya se ha hecho, con letras minisculas; los numeros
cudnticos que representan estados atomicos, serdn denotados con letras mayusculas. En el caso especial del
dtomo de un electron, se utilizardn letras mayusculas, va que el estado electronico es el mismo atomico.
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=2
n=3; [=210 =0 =1
n=2 (=10
nm=]; /=0
Niveles de energia sin
tener en cuenta el término L+ S Niveles de energia incluyendo el término L+ S
Fig. 22-1

En esta notacidn, la magnitud de J esta cuantizada de acuerdo con
=W +1)h (22.3)
Los posibles valores del nimero cuantico J son
. J=L+S,L+S-1,...,|L-S]| (22.4)

donde L y S son los nimeros cuanticos orbital y de spin, respectivamente. Como ¢n el caso de los momenta
orbital y de spin, la componente de J en la direccidn del eje z se encuentra cuantizada separadamente. Asi

J, = M,h M=J,J-1,J-2,...,—-J (22.5)
Para un dtomo como el del hidrogeno, S = 1/2 y (22.4) se convierte en

S L=0

Problemas resueltos

22.1. Expresar L*S en funcionde J, Ly S.

CalculandoJ - J = [JJ?, donde J = L + S, tenemos

JZ=(L+8S)(L+S)=L'L+2L'S+S-S=|L?+2L*S+|S]>.

1
L'S= 5 (92 ~ L - 18P
Reemplazando |32 = J(J + DA, |L|> = L(L + D#?, |S|> = S(S + 1)A2, se obtiene

L-S= %[J(J+l)—L(L+ 1) = S(S+ Dl
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22.2.

22.3.

ATOMOS HIDROGENOIDES

Calcular los posibles valores de L*SparaL=1yS=1/2,
De la ecuacion (22.4), los posibles valores de J son

1

= = -—=l
J=L+S=1+ 5 =3

(1L

, J=L+S-1=|L-§|=1-

N =

Del problema 22.1

L-s=%[J(J+1)—L(L+1)-S(s+1)]h2
Para- J =3/2:
3 - 171 2. 1,2
(2+1) 1 +1) 2(2+1)Jh Th
Para J=1/2:
1

L-S=-;—[5(-;—+l)—l(l+l)—%(%+l)]h2=—h2

La figura 22-2 muestra las orientaciones relativas de los tres vectores.

IS = %4
[\
_— Ulm S| =44
L =V2 &
Vi=%a
(@ J=1} ) J=4

Fig. 22-2

[PARTE 4

Calcular la intensidad del campo magnético producido por el movimiento orbital del electrén que

origina las dos lineas D del sodio (5889.95 A, 5895.92 'A).

Esta transicidn tiene lugar entre los estados L = 1y L = 0 ; solamente se desdobla el estado L =1 . La
diferencia de energia entre los subestados de L = | puede obtenerse de la diferencia de las longitudes de onda, a

artir de
A
124 x 10° eV - AX5.97 A
|dE| = "c":” = A 2)( ) =213X% 103 eV
A (5890 A)

La diferencia de energia se consigue también de (22.1). Utilizando (21.4), con g, = 2,tenemos

Egm —pB= —p,B= -’%m,hB
por lo tanto

51 B5am 24}~ (- )] (2
Luego,
213X 103 ¢V = 2(5.79 X 10~ % )B

B=184T
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22.4. Calcular el valor de K en (22.2) utilizando la informacién dada en el problema 223y S =1/2.
Para S =1/2,los dos estados para L =1son J=3/2yJ=1/2. Del problema 22.2 tenemos

=1y
L'S=5h

J=
[
L'S= -

J=

N — N|u

De (22.2) se obtiene AE, = K(L * S)superior — K(L * S)inserior » O

1

Seve ikl Lo k(—ty=xf 342\ = 3 —15 v o)
213x 1073 eV K(zh) K(—F) K(zh) K3 (065810715 ¢V +s)

Resolviendo,

K=328%107 1
eV s

Problemas suplementarios

22.5. Calcular los valores posibles de JparaL=3y S =1/2, Resp. 1,3

22.6. En el problema 22.5, calcular LS. Resp. in2, -20

22.7. Calcular la intensidad del campo magnético producido por el movimiento orbital del electron que ocasiona las
lineas 7664.1 A y 7699.0 A, observadas en la transicion del potasio de los estados L=1a L =0.
Resp. 633T

22.8. Repetir el problema 22.4 con los datos del problema 22.7si S =1/2. Resp. 1.13 x 108 Vl
eV-s
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Capitulo 23

El principio de exclusion de Pauli

23.1 INTRODUCCION

Hasta aqui hemos considerado sistemas mecanico-cudnticos con varios niveles de energia, pero sola-
mente un electron efectivo, es decir, &tomos como el del hidrégeno. Hemos encontrado que en ausencia de un
fuerte acoplamiento spin-Orbita, el acoplamiento del electrdn se describe precisando los valores de sus cuatro
nimeros cuanticos (n, I, m;, m)) , asociados respectivamente con su energia, momentum angular orbital,
componente en z del momentum angular orbital y la componente en z de su spin. Cuando se dan estos cuatro
nimeros cuanticos, se dice que el estado del sistema (un electrén) ha sido determinado.

En este capitulo y en los siguientes describiremos sistemas mecanico-cudnticos que tienen varios niveles
de energia y mds de un electron.

23.2 EL PRINCIPIO DE EXCLUSION DE PAULI

Mediante andlisis de datos espectroscopicos de atomos polielectrénicos, en 1924 Wolfgang Paulillegd a
la conclusién de que en un sistema mecanico-cudntico, dos electrones no pueden ocupar el mismo estado.
Este resultado se conoce como principio de exclusion de Pauli;, dicho de otro modo, el principio enunciado
establece que en un mismo atomo, dos electrones no pueden tener el mismo conjunto de niimeros cudnticos
(n, I, my, m,).

El principio de exclusién de Pauli correlaciona varios hechos experimentales importantes de la estruc-
tura atémica y proporciona la explicacion de la tabla periddica de los elementos, objeto del capitulo 24. No
obstante, para ilustrar el principio de exclusion de Pauli discutiremos el problema sencillo de una o mas
particulas de masa m que se mueven en linea recta, restringidas entre los puntos 0 y 4, por ejemplo, particulas
en una “caja” unidimensional de longitud a.

23.3 UNA PARTICULA EN UNA CAJA UNIDIMENSIONAL

El problema de una particula unica en una caja unidimensional fue resuelto anteriormente en el
problema 17.3. Se encontré que la energia de la particula no podia variar continuamente, sino que podia
tomar solamente valores discretos dados por

, R
E,=n

n=123,...

8ma
La figura 23-1(a) muestra estos niveles de energia. Consideremos ahora que la particula en la caja es un elec-
trén con spin intrinseco. El estado del sistema sera determinado por el par de nimeros cuanticos (n, m; ). Enla
figura 23-1 (b) el electrén se encuentra en el estado n =1con “spin hacia arriba” (m, = + 1); en la figura
23-1 (¢) se encuentra en el estado n =3 con “spin hacia abajo” (m, = — 1).

23.4 VARIAS PARTICULAS EN UNA CAJA UNIDIMENSIONAL

El principio de exclusién de Pauli tiene una importante consecuencia en el caso en que mas de una
particula se encuentre en una caja unidimensional. En lo sucesivo supondremos que los niveles de energia no
se alteran con la presencia de mas de una particula.

Con dos electrones, el estado fundamental del sistema (estado de minima energia) contara con ambos
electrones en el nivel de energia n = 1, uno de ellos con spin hacia arriba (1, + 1) y el otro con spin hacia
abajo (1, — 1), como se indica en la figura 23-2(a). Obsérvese que los dos electrones no tienen el mismo
conjunto de nimeros cuanticos (n, m,).
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3
g § s L
= - n=2
X ap .
i WV
0 b
@ (b) ©
Fig. 23-1

Consideremos ahora qué ocurre cuando se agrega al sistema un tercer electron. El principio de exclusién
de Pauli no permite que este electron ocupe el nivel de energia n = 1; puesto que siestuvieseenelnivel n = 1,
entonces dos de los tres electrones tendrian el mismo conjunto de nimeros cuanticos (n, m; ). El tercer elec-
trén debe ir, por lo tanto, a un nivel de energia diferente, al nivel n = 2 si el sistema estd en su estado funda-
mental, como se muestra en la figura 23-2(b) para una configuraciéon con spin hacia arriba.

Un razonamiento analogo indica que un cuarto electrén puede ubicarse en el nivel n = 2, pero cuando se
agrega un quinto electron, debe ir al nivel n = 3, como se muestra en la figura 23-2(c) para una configuracién
con spin hacia abajo. De este modo se ve que el principio de exclusion de Pauli trae como consecuencia un
aumento en la energia total del estado fundamental del sistema, hasta un valor bastante mayor que el que
tendria si todos los electrones ocuparan el nivel de energia n =1,

o8 |
= A A& e
N N 4 \r
L ne=]

(@) (b) (o) (d)
Fig. 23-2
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Los anteriores estados excitados aparecen cuando los electrones no ocupan todos los niveles mas bajos
de energia disponibles, como se muestra en la figura 23-2(d) para unsistema de tres electrones. Al igual queen
los sistemas de un electrén, es posible la emisién de energia en forma de fotones, cuando los electrones
excitados buscan de nuevo la configuracién del estado fundamental.

Problemas resueltos

23.1.  Calcular los tres primeros niveles de energia para tres electrones que no interactiian entre si y se
encuentran en un pozo rectangular de ancho 6 A y profundidad infinita.

Los niveles de energia estan dados por

nth? _ n*(he)? n(12.4 x 10° eV - A)?

En - ==
8ma®>  8(mcYa®  8(0.511 X 10° eV)(6 A)’

= 1.04n% eV

Por lo tanto, E,=104¢eV, E;=4.16¢V, E;=9.36 ¢V.

23.2. Calcular las energias de los fotones que serian emitidos cuando el sistema de cuatro electrones
representado en la figura 23-3(a) vuelva a su estado fundamental.

i ‘

. o."
9-36 ’ ."

cols,

i g e

E, eV

4,16 -

&

—_Jk_-é—é— L am2
oD
¥

(@) (b) )
Fig. 23-3

En las figuras 23-3(b) y (¢) se indican las posibles transiciones a través de las cuales el sistema vuelve a su
estado fundamental. La energia del fotdn emitido sera igual a 1a diferencia de energia entre los niveles inicial y
final. Las transiciones B, C y D tienen la misma diferencia de energia y, por lo tanto, dan lugar a fotones
equienergéticos. .

E =Ey~ E;=416¢V - 1.04¢V =3.12¢V
Epm Ecm Ep=Ey— E;=936eV —4.16 ¢V = 520 ¢V
Egm Ey~ E,=9.36¢V — 1.04 ¢V = 8.32 ¢V
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23.3.  Considere tres particulas que no interactiian entre si y se encuentran ensu estado fundamentalen un
pozo rectangular y paredes infinitas [figura 23-4(a)]. ;Qué ocurre cuando aparece un campo magné-
tico que interactia con los spines de las particulas?

-
h.)§ T Cualquiera
® A de las dos A\ AE
P

_ S 4y a P
W \r AE P

i

(@) Sin campo magnético (b) Con campo magnético

Fig. 23-4

n=1

Tan pronto se aplica ¢l campo magnético externo, el nuevo valor (E)) de la energia de cada particula es
igual al valor original (£,) mas la energia de interaccion:

Ei=E,,—p,°B=E,,—;A,,B=E,,+m,fm-&8

(ver problema 22.3). Puesto que m, = * %, los nuevos niveles estarin separados del antiguo en una cantidad
AE = *ehB/2m; conunspin— ! para la particula que ocupe el subnivel inferior y spin +4 para la que ocupe
el subnivel superior [figura 23-4(b)]. A diferencia de la situacién que se presenta en ausencia de campo magné-
tico, la particula en el nivel n = 2 tendra su spin de — 4 si el sistema se encuentra en su estado fundamental.

23.4.  En un pozo rectangular de ancho a y paredes infinitas hay S X 10° electrones por metro. Calcular la
energia del electrén mas energético, si todos los niveles inferiores de energia se encuentran llenos.

Puesto que hay dos electrones en cada nivel de energia, el nimero total de electrones incluyendo el n-ésimo
o ultimo nivel es N =2n. El nimero total de electrones es por lo tanto

No2n sx10°m-!
a a
entonces

n _ 9 —-Ni1p-10m\ -1
L a(@25x10°m )(10 X) 025A
La energia del n-ésimo nivel es

=235eV

o ny e 2 (124X10 V- AY
E.= 8ma? "(5) 8(mc?) 02547 8(0.511 X 10% eV)

23.5. Siunnitcleo seconsidera aproximadamente como un pozo rectangular, en el cual hay un neutrén por
cada 10~ % m, jcudl es la energia del neutr6n mas energético? La masa en reposo del neutrdn es de
938 MeV.
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Como ¢n el problema 23 .4

ﬁ == :’-’i = 1015 m-—l
a

n I - m °
2 = 05%x10%m-Y{i0-0Mm) <o SA-!
%= m~){10 A) 0.5 x 105 A

2 (he)? 2 (124X 10% eV - A)
E,=(2) — =(05x10°A"! =512 X 10%eV = 51.2 MeV
( ) 8(mc?) ) 8(938 x 10°eV) ¢ ¢

Problemas suplementarios

23.6. ¢Cual seria la energia del foton emitido en una transicién del nivel n =3 a n =2 enel pozo rectangular de
paredes infinitas del problema 23.1? Resp. 5.20 eV
23.7. Un pozo rectangular de paredes infinitas tiene unancho de 10~ 4 m. ¢Cudles son los valores de los tres primeros

niveles de energia para un neutrén que se encuentra en este pozo (m, = 938 MeV) ?
Resp. 2.05 MeV; 8.20 MeV: 18.45 MeV

23.8. Repetir el problema 23.7 para un electrén en un pozo de ancho 1 A Resp.  37.6 eV; 150 eV; 338eV
23.9. Repetis el problema 23.2 para neutrones. Resp. 615 MeV; 1024 MeV; 1634 MeV

23.10.  Calcular la energia necesaria para producir un “vuelco™ en el spin del electrén més alto del problema 23.3, si el
campo magnético es de 2 T. Resp. 232x107%eV



Capitulo 24

Atomos polielectronicos y la tabla periédica

24.1 NOTACION ESPECTROSCOPICA PARA CONFIGURACIONES
ELECTRONICAS EN LOS ATOMOS

Podemos obtener una buena parte de la informacién acerca del caracter de los estados atomicos de
varios electrones, suponiendo en primer lugar que cada electron se mueve independientemente en el campo
del nucleo y en el campo promedio producido por los demas electrones. Las otras interacciones existentes son
tratadas por separado, como se describen a continuaciéon. En un modelo de particula independiente, los
nimeros cuanticos #, /, m,, y m; se utilizan para describir cada estado del electrén.

Para un valor dado de n, los valores enteros que puede tomar el nimero cuantico / son

[=01.2,....n~1

Los valores de / se designaran por letras minusculas de acuerdo con el siguiente esquema:

valorde/: 0 1 2 3 4 5
simbolo: s p d f g h

La convencidn para especificar el nimero de electrones en una drbita en particular, definida por los nimeros
cuanticos (n, /), consiste en dar el valor de n seguido de la letra que representa a /, con el nimero de electrones
como un superindice derecho. Las diferentes 6rbitas se escriben una a continuacién de la otra, definiendo asi
una configuracion electrénica. Por ejemplo, la configuracién de los cinco electrones en el estado fundamental
del boro es, 152 252 2p!. ‘

Los electrones con el mismo valor de n ocupan la misma capa electronica. Las diferentes capas se
designan con letras mayusculas de acuerdo con el siguiente esquema.

valorden: 1 2 3 4
capa: K L M N

Dentro de una misma capa son posibles diferentes valores de /; cada valor de / define una subcapa o subnivel
(1o cual equivale a una 6rbita). Por ejemplo, en la configuracion del estado estacionario del boro, 152252 2p!,
hay dos electrones en la subcapa s y un electréon en la subcapa p de la capa L.

24.2 LA TABLA PERIODICA Y EL MODELO ATOMICO DE CAPAS

La configuracién electrénica para los 4tomos de varios electrones con la minima energia, o sea en el
estado fundamental, puede explicarse utilizando el principio de exclusion de Pauli y el modelo atémico de
capas. El principio de exclusién de Pauli establece que no pueden existir dos electrones en un mismo atomo
con igual conjunto de nimeros cuanticos (n, /, m, m,). Porlo tanto, el nimero de combinaciones de m, y m;
para una determinada subcapa (n, /) da el maximo niimero de electrones en esa subcapa.

Para cada valorde / hay 2/ + lvaloresde m, y para cada valor de /y m, hay dos valoresde m, (m = = 1).
Asi, el mayor nimero de electrones que puede ubicarse en una subcapa, sin violar el principio de exclusién de
Pauli,es 2(2/ + 1), como se muestra en la siguiente tabla.

valor de /: 0 1t 2 3
letra que representa

la subcapa: s p d f
maximo nimero

de electrones: 2 6 10 14

135
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El orden en el cual se llenan las diferentes subcapas en la mayoria de los 4tomos se encuentra leyendo
hacia arriba la figura 24- 1. Esta figura también muestra las energias relativas en cualquier 4tomo. Las separa-
ciones observadas en la figura 24-1 se representan para Z = 2, 10, 18, 36, 54 y 86, que son los gases nobles o
inertes, quimicamente inactivos y muy dificiles de ionizar. A excepcién del He (Z = 2), las separaciones
corresponden a un lleno completo en la subcapa p. Las otras propiedades de la tabla periddica de los
elementos pueden explicarse por la forma en que se llenan las diferentes subcapas, como se muestra en los
problemas resueltos.

Miximo nimero Niamero total
de de
Capa Nivel electrones electrones
6p 6 86
5d 10
P
af 14
6s 2
Sp 6 54
o 4d - 10
5s 2
4p 6 36
N 3d 10
45 2
3p 6 18
M 3s 2
2p 6 10
L 2s 2
K s 2 2

Fig. 24-1

24.3 NOTACION ESPECTROSCOPICA PARA LOS ESTADOS ATOMICOS

En un 4tomo cada estado se caracteriza por tener un conjunto de niimeros cudnticos L, S, Jrelacionados
respectivamente, con el momentum angular orbital total del 4tomo, el momentum angular total del spin y el
momentum angular total (ver seccion 22.3).

El valor particular de L para un estado atémico se designa, en notacion espectroscopica, por una letra
mayuscula de acuerdo con el siguiente esquema.

valor de L: 0O 1 2 3 4 5
simbolo: S P D .F G H

Los estados atémicos se especifican mediante el simbolo de L, con el valor 25 + 1 como un super indice a la
izqui,zrda y el valor de J como un subindice a la derecha. Por ejemplo, en el estado fundamental del boro
L=1,8=1,J=1y en notacién espectroscopica es 2P3/2,
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24.4 ESTADOS ATOMICOS EXCITADOS Y ACOPLAMIENTO LS

El analisis matematico de los estados atémicos con varios electrones es complicado, debido a que
ademas de las interacciones de Coulomb entre los electrones y el niicleo, existen también interacciones de
Coulomb entre electrones individuales, interacciones entre los momenta angulares orbitales de los electrones
y los spines electronicos, e interacciones entre los spines de los diferentes electrones. Para los 4&tomos livianos
y de peso medio se ha encontrado que el esquema denominado “acoplamiento LS, desarrollado por Russelt
y Saunders en 1925, proporciona un método para entender los estados atémicos observados. Para el
acoplamiento LS, el momentum angular orbital L del &tomo es la suma vectorial de los momenta angulares
orbitales de los electrones individuales,

L=2L, (24.1)

En forma andloga, el momentum angular de spin S del 4&tomo es la suma vectorial de los momenta angulares
de spin de los electrones individuales,

s=25S, (24.2)
El momentum angular total del 4tomo esta dado por
J=L+8S (24.3)

como en la seccién 22.3. Las magnitudes de los tres vectores de momentum angular atémico estdn
cuantizadas de acuerdo con

LEP=L(L+ DR |SP=S(S+ D |[JP=J(J+ i (24.4)
y sus componentes en z estdn cuantizadas de acuerdo con
L =Mh S, = Mh J,=M;h (24.5)

Los niimeros cuanticos de la componente en z estan relacionados con los de los electrones individuales de
acuerdo con las siguientes reglas de adicion:

M, =_Z (m), Ms= Z (m), M;=M + Ms (24.6)

Conociendo M, Mg,y M,, uno puede deducir L, Sy J de las condiciones

M, =L L-1,L-2...,-L (24.7)
Mg=S$,8S-1,5-2...,—8§ (24.8)
My=J,]-1,0=2,...,~J (24.9)

Es posible excitar un atomo a niveles superiores al estado fundamental. Al regresar a su estado
fundamental, el 4tomo emitird radiaciones que corresponden a las lineas del espectro. Para transiciones
fuertes se aplican las siguientes reglas de seleccion:

AJ =0, x1 (peroJ =0-J=0 no es permitida)
AL=0, 1| AS=0 AM; =0, =] (si AJ =0, M, =0—- M, =0 no es permitida)

Estas son las transiciones del dipolo eléctrico. Otras transiciones pueden presentarse, pero se ha encontrado
que son mucho mas débiles. Si la transiciéon de dipolo eléctrico involucra s6lo un electron, AL # 0.

24.5 EL EFECTO ZEEMAN ANOMALO

En una descripcién semiclasica, el efecto Zeeman normal (desdoblamiento triple de una linea) se
encuentra asociado con la precesiéon del momento magnético atdmico p alrededor de un campo magnético
externo B (problema 20.2). Cuanto mas fuerte sea el campo, mas rapida sera la precesion y mayor la separa-
cién entre las tres lineas espectrales en que se desdobla la que era unica linea en ausencia de campo. Cuandola
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interaccion L+ S es fuerte comparada con la interaccidon de uno de los dos vectores con B, entonces Sy L
precesan rapidamente alrededor de J; dando como resuitado una precesion rapida de p alrededor de J; este
sistema precesa entonces lentamente alrededor de B. De este modo surge el efecto Zeeman anémalo, cuya
intensidad depende del componente de p a lo largo de J. En los problemas 24.17 a 24.21 se muestra que el
efecto Zeeman andmalo produce en un desdoblamiento mas de tres lineas espectrales.

Problemas resueltos

24.1. Demostrar que bajo el acoplamiento LS, el niimero cuantico del momentum angular total tiene los
valores dados por (22.4), es decir,

J=L+S. L+S-1L,L+85-2....,|L-S]
De (24.7) y (24.8),

M =L L-1,L-2..., -(L-2.-(L-1), - L

Mg=S8,8S-1,5-2,..., -(5§-2,-(S-1.-5

y M, se calcula de M, = M; + M.

Tabla 24-1
[¢)] Valor de M, L+SiL+S5S-1 L-S+t}jL-5§ ~(L=-8{~(L~-5S+1) ~(L+S-D|-(L+Y9)
Q) Multiplicidad 1 2 (etapas de + )| 2§ 25 + 1 {(vonstantey} 25+ 1 25 (etapas de— 1)| 2 1
J=1+S 1 1 c 1 1 - ] 1 s 1 1
Jml4+S~1 i ) 1 t 1 1
Multipli-
(3) | cidad
asignada
a:
Jel-S+i . 1 t st 1 1
J=L -5 i ce 1
Restanie
() | Multiplicidad 0 0 . 0 0 S [ 0 B 0 0
no asignada

Suponiendo que L > S. La fila (1) de la tabla 24-1 muestra los valores calculados de M,; en la fila (2)
aparecen los valores de las combinaciones de (M, Mg) que dan lugar a cada valor de M,. Por ejemplo, la
multiplicidad de L + § ~ 2 es 3 porque

@)+(s-2)
L+S-2=3(L-D+(s-1)
(L-2)+(5)
Obsérvese que la suma de las multiplicidades es
2528 +1)

20 +2+43+ - +28)+ Q@S+ DRAL-8)+1]=2 +Q2S+DQL-25+1)

2
=(2S+1)QL+1)

o sea, el nimero total de combinaciones de (M, My).
Los valores deseados de J son tales que a cada uno de ellos corresponde un recorrido de valores de M, :

My=J,0=1,...,-(J=1),~J

Las filas (3) y (4) muestran cémo los valores

J=L+SL+S~1,...,L~S=|L-5|
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agotan las combinaciones (M, My).
Para el caso en que S > L, simplemente intercambie L y S en la demostracién anterior.

24.2. Hallar el maximo nimero de electrones que puede ocupar una subcapa d.

Para una subcapa d, /=2. Como se indica en la seccién 24.2, el méximo niimero de electrones en la subcapa
esta dado por

221+ 1)=22%x2+1)=10

que corresponden a 10 combinaciones de m; y m, que se muestran en la tabla 24-2,

Tabla 24-2
! 2 2 2 2 2 2 2 2
my 2 2 1 1 0 0 -1 - -2 -2
mo |y -y ] ]

24.3. Demostrar que el maximo niimero de electrones que puede situarse en una capa determinada por un
namero cudntico n es 2n2.

El nimero total de subestados con un / dado es 2(2/ + 1). Los valores de / son
1=0,1,2,...,n~1

por lo tanto, el nimero de electrones en una capa n llena es

n—1

N=32Q+1D)=21434+--- +2n-1)]

1=0

Definamos
S$=143+---+@n-1)

que escrito de adelante hacia atras es

S=Qn-D+Q2n-3)+---+1"
Sumando ordenadamente estas dos expresiones, se obtiene

285 =2n+2u+ -+ +2n=Q2n)n

Por consiguiente, N =28 =2n?

24.4. Demostrar que los atomos compuestos de subcapas llenas tienen un estado fundamental dado
por 'S,
La componente en z del momentum angular orbital total del 4tomo M, A y la componente en z del
momentum angular total del spin M¢h, se obtiene de

M =3m Mg=3m,

las sumas se han efectuado sobre todos los electrones. Los electrones en una subcapa compieta [ tienen los
siguientes valores de my; y my:

(mym)=(l, £3), (I=1L x41),...,(-, x3)

Asi, sumando sobre todos los electrones en el dtomo, se obtiene siempre M; =0 y M¢=0. Puesto que éstos son
los tnicos valores posibles de M; y Mg podemos obtener solamente L =0y § = 0,lo que a su vez implica que
J = 0. El estado es por lo tanto IS, .
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24.5. Para el hidrégeno (/ = L) se han encontrado los estados de energia mostrados en la figura 24-2.
(Cudles son las posibles transiciones de dipolo eléctrico para estos estados?

Las transiciones deben obedecer la regla de seleccién Al = +1, Por eso, solamente son permitidas las

transiciones que se indican en la figura 24-3.

A ‘ S P D
1=0 I= [m2
-15F
-34F}
(S
By
-136 F
Fig. 24-2
A [=0 =1 =2
-15F
_aal ./
%
%9
-136 F
Fig. 24-3

24.6. Calcular LS para un estado 3F,.

Para un estado 3F, S=1, L =3 y J = 2. Del resultado del problema 22.1, tenemos

nw2

n=|]

L-S= 2 [¢+ 1= LL+ 1= S5+ DI m 322+ 1) =33+ 1) = 1(1+ DIt = —as?

24.7. Determinar las transiciones que tienen lugar de un estado 3F a un estado 2D, en presencia de una

interaccion L+ S.

Los tamafios relativos de los desdoblamientos spin-6rbita se obtienen calculando

L'S= %[J(J+ 1) = L(L + 1) - S(S + DI

Ver tabla 24-3, ¢n la cual J se ha calculado de (22.4).

Tabla 24-3
Estado L S J L-S
3F 3 1 4,3,2 382, — 12, — 4P
3D 2 1 3,2,1 202, — 13, - 3P
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En este caso, las interacciones L *S desdoblan cada nivel de energia en tres partes, como se muestra en la
figura 24-4. También se muestran alli las transiciones que satisfacen la regla de seleccién AJ = 0, * 1 (mas no
0->0). La regla de transicién AL = * 1 se cumple autométicamente.

L:S=0 L:S#%0

3 F‘

3 F4,3,2 ________ b ———— —— —— —

3 FS

3 Fz

3 DJ

Dy mm———————————— - ——— — — — = — = I~ ¥ | —

3 D2

3D1

Fig. 24-4

Suponiendo que un 4tomo de 3Li se comporte como el del hidrogeno, determine la energia de ioniza-
cion de un electron en un estado 2s. Explique en forma cualitativa la diferencia con el valor experi-
mental de 5.39 eV.

Si se desprecian los dos electrones interiores, los electrones de valencia estarian en la 6rbita de Bohr n =2
con Z =3, De la ecuacién (/9.5),

3.58)Z2 13.58)(3)°
- —————(] ) eV  asi E,= - —————( )3) e

e 7 V= -306eV

E, =

por lo tanto, la energia de ionizacion es 30.6 eV. Por otra parte, si consideramos que los dos electrones interiores
resguardan completamente el nicleo del 3Li, para el electrén exterior aparece Z = 1, entonces

13.58

5 eV=—-34¢eV

E2=—

y la energia de ionizacion es 3.4 eV. La respuesta verdadera, 5.39 eV, se encuentra entre estos dos valores. Esto
demuestra que ¢l electron de valencia penetra al corazén del helio y asi le “siente” parte de la carga nuclear
aunque no toda. Los electrones interiores blindan parcialmente el electrén de valencia de la carga nuclear.

La energia de ionizacion medida para el He es E,, = 24.60 eV. Supongamos que la energia de
interaccion entre los dos electrones de un 4tomo de He se considera como la. diferencia entre sus
energias comunes de enlace y la energia de ionizacién medida, si cada uno se moviera independiente-
mente en una Orbita. de Bohr. Calcular esta energia de interaccion.
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De acuerdo con la teoria de Bohr, la energia en el estado fundamental de un electrén en el campo de un
niicleo de carga Ze es [ver ecuacién (19.5)]

E, = —Z%13.58 ¢V)

Para el He, Z = 2; por eso, si se trata cada electrén como si fuera completamente independiente del otro elec-
trén, su energia de enlace segin la teoria de Bohr seria

Eg=—E, =(2)’(13.58 eV) = 54.32 eV
y la energia de interaccion seria
E, =FEp— E\y=5432¢eV —2460¢V =29.72 eV

La energia de interaccion es positiva, debido a que la fuerza entre los dos electrones es repulsiva.

Calcule el promedio de separacion entre los electrones del problema 24.9

Si suponemos que la energia de interacciéon E; = 29.72 eV se debe a la fuerza de Coulomb entre los dos
electrones, la separacion promedio d se obtiene de

2
ke
E=k5

o Nom? ) (160X 1071 €)°
C d

(2972 eV)(l.60 X 10~ 19 eiv ) = (8.998 x 1

Resolviendo, d = 0.484 X 10" m = 0.484 A,

Dar la configuracién electrénica para los primeros cinco gases nobles.

Los gases nobles son aquellos elementos con niimeros de electrones que llenan completamente las diferen-
tes capas que se muestran en la figura 24-1. Las configuraciones electrénicas para el estado fundamental de los
cinco primeros gases nobles se muestran en la tabla 24-4.

Tabla 24-4
Gas Numero de
noble Configuracion electrénica electrones (Z)
He 152 2
Ne 152 257 2p° 10
Ar 152 25% 2p® 352 3p® 18
Kr 152 252 2p® 357 3p% 452 340 4p® 36
Xe 152 25% 2p® 352 3p% 452 3d'° 4p® 552 44'° 5p° 54

Los metales alcalinos tienen un electrén mas que un gas noble. Dar las configuraciones electrénicas
de los cuatro primeros metales alcalinos.

Cuando una subcapa particular np (es decir, la subcapa p de una capa particular n), correspondiente a uno
de los gases nobles, se encuentra completamente llena, el siguiente &tomo con Z superior tendra un (n + I)s
electrén agregado al interior de un gas noble. Asi tendremos la configuracién electrénica del estado fundamen-
tal dada en la tabla 24-5.

Tabla 24-5
Estructura patrén
Metal alcalino Configuracién electrénica del gas noble
Li(Z=3) 152 25! He
Na(Z =11) 152 252 2p 35! Ne
K(Z=19) 152 252 2p% 35 3p® 4s! Ar
Rb (Z =37) 152 252 2p8 35? 3p® 452 3d'04p® 55! Kr
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Puesto que los metales alcalinos tienen un electrén s agregado al interior relativamente inerte, sus espectros
son semejantes a los del hidrégeno y sus estados fundamentales son todos ZS,/z.

24.13. Los miembros de la familia de los haldgenos tienen un electrén menos que un gas noble. Dar la
configuracion electronica de los tres primeros hal6genos.

En un dtomo una unidad en Z inferior a la de un gas noble, el electrén “perdido” es un electrén np (excepto
para el H). La configuracion electrénica del estado fundamental se muestra en la tabla 24-6.

24.14. Después de llenar la subcapa 4s, se llena la subcapa 3d. Los 10 elementos asi obtenidos se denominan
elementos de transicion. Dar las configuraciones electrénicas de los tres primeros elementos del
grupo de transicion (,,Sc, 5,Ti, 5;3V). Ver la tabla 24-7.

Tabla 24-6 Tabla 24-7
Halogeno Configuracién electronica Elemento de
F(Z=9) 157 252 255 transicion Configuracion electrénica
= 5°25%2p -
Cl(Z=17) 152 252 2p8 357 3p° Sc(Z =21) 1s% 252 2p° 352 3p® 457 3d"
Br (Z = 35) 152 252 2 357 3pS 452 3d'0 4p° Ti(Z =22) 152 252 2p® 352 3p© 45? 342
V(Z=23) 152 252 2p% 352 3p® 45? 34°

24.15. ;Cuales son los posibles estados de un dtomo, sabiendo que estan determinados por dos electrones
np equivalentes?

Para cada electron nes fijo; /=1; m=1,0, — I; m;= + 1, — 3. Asi, existen 3 X 2 =6 maneras de
escoger el estado de cada electrén (m;, my) y, por lo tanto, 6 X 6 = 36 formas de especificar el estado de los dos
electrones. De éstas 36, 6 ubican ambos electrones en el mismo estado, violando asi el principio de exclusiénde
Pauli. L.as 30 restantes se convierten en 13 parejas, en donde los miembros de una pareja difieren solamente en
relacién con la designacion del electron como “electron 1 6 “electron 2”. Puesto que no es posible distinguir los
electrones, es necesario descartar un miembro de cada pareja, con lo cual quedan 15 posibles subestados
atémicos {(my;, m,), (m;, m)}. En la tabla 24-8 calculamos los valores de las componentes en z de los nlimeros
cudnticos atdmicos correspondientes a estos 15 subestados.

Tabla 24-8
Subestado (my, my) (my, m) M, =m+m Mg=m,+ m;
#1 a1 -9 1, 1) 2 0
#2 ©, 1 SRS 1 1
#3 ©, ) a, -1 1 0
#4 © - LY 1 0
| #5 © -3 a, =3 1 =1
#6 © - o, ) 0 0
#7 -1 (1Y 0 1
#8 -1 3 a4 -3 0 0
#9 (-1 o H -1 1
#10 (-L o, -1 -1 0
#11 (-1, -1 L H 0 0
#12 (-1, -1 (-5 0 -1
#13 (-1, =% o, 3) -1 0
#14 (-1L -5 © -5 -1 -1
#15 (-1, -1 -1 -2 0
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Debemos encontrar ahora los valores d¢ L y S que, compatibles con las ecuaciones (24.7) y (24.8),
expliquen los valores (M, M) de todos los quince subestados (y solamente para éstos). Primero, busquemos
el valor maximo en las dos iiltimas columnas de la tabla 24-8; éste es M; = 2 enelsubestado #1.(Si,enelcaso
mas general, méas de una pareja (M, Ms) contienen el valor maximo, podemos tomar el maximo de nuevo
sobre el otro miembro de 1a pareja.) Entonces, la ecuacién (24.7) muestra que el mayor valor de L que debe ser
considerado es L = 2. Andlogamente, § = 0. (Segiin la ecuacién (24.8), S > 0, pero si § > O entonces el
subestado # 1 no seria maximo.) Para L =2, S = 0, construimos sin repetir las parejas (M, Mg)con +2 >
M, > =2, +0> Mg > —0; v.g. los subestados #1, #3, #6, #10, #15, (Podriamos haber escogido #4en
vez de #3, #8 6 #1len vez de #6, #13 en vez de #10.)

Ahora se repite el proceso para los 10 subestados restantes. El nuevo subestado maximo es #2, el cual da
L=1,8=1,y a éstos les asignamos los subestados #2, #4, #5, #7, #8, #9, #12, #13, #14.

Por Gltimo queda el subestado #11 al cual corresponde L =0, S = 0.

La tabla 24-9 muestra los resultados finales, en clla se ha calculado Ja partirde L y S por medio de la ecua-
cion (22.4).

Tabla 24-9
Designacién del
Subestado L S J estado atémico
#1, #3, #6, #10, #15 2 0 2 'D,
#2, #4, #5, 47, #8, #9, #12, #13, #14 1 1 2,1,0 Prro
#11 0 0 0 1So

La configuracién para el estado fundamental del (C es 152252 2p2. Calcular los posibles estados at6-
micos de esta configuraciéon y compararlos con el espectro observado.

Queremos calcular los posibles valoresde L. S y J para los seis electrones. Los dos electrones 1s no contri-
buyen al estado atémico, puesto que elios forman una concha cerrada (problema 24.4). Los 2s electrones tienen
/=0y de acuerdo con el principio de Pauli, sus spines deben ser antiparalelos, lo cual da un spin neto de cero
para estos dos. Luego el estado atomico es determinado por completo por los electrones 2p y, segin el problema
24.15, las posibilidades son 'D,, °P,, Py, *Po, y 'S,

El verdadero estado fundamental que muestra el carbénes P,. Los cinco primeros estados, como se dedu-
ce del espectro observado, aparecen en la figura 24-5.

Sabiendo que

me-(gp v m=A5)s

muestre en un diagrama vectorial que g y J no son paralelos.

IS,
° [p,|-z(2—f;) S(S+ 1A
Il = 5= VL + D)
'p, Pl =yJ T +1) &
S| =VS(S + 1) A
3p.
,Pf Li=yL{Z+ D2

3P, (Estado fundamental)

Fig. 24-5 Fig. 24-6
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Las relaciones vectoriales J= L+ S y p = pu, + pg se muestran en la figura 24-6. Debido a que

Il _, Il
IS| L

los dos tridngulos no son semejantes y, por lo tanto, # y J no son paralelos.

24.18. Calcular la proyeccion del vector momento magnético total u sobre el vector J del problema24.17.

Del problema 24.17,

La proyeccion de p sobre J es

pd eI J+I'S
) T

Ahora,
L' L=J-8)J-8)=J:J+S:S-2-S

J-S= %(J'J+S-S—L-L)

Por lo tanto,

[

J+1J-J+S:S-L'L)
]

JU+ DR+ 1[I + DR + S(S+ DA — L(L + 1)i?]

)
=(_'2%n') G+
)

JU+D+S(S+1)-L(L+1)
2J(J+1)

La cantidad
+ JU+D+S(S+1)~-L(L+1)
27(J+1)

se denomina facior # de Landé. Como se verd en los siguientes problemas, el factor g es necesario para calcular el
desdoblamiento relativo de diferentes niveles de energia en campos magnéticos débiles.

g=1

24.19. Calcular la energia de desdoblamiento de un 4tomo en un campo magnético B, suponiendo que el
desdoblamiento dependa solamente del componente de p a lo largo de J.

Del problema 24.18, la componente de & a lo largo de J es

v eh
w=(= 2w MO +D
0 en notacién vectorial

PJ"P'J]%I=(“'§%)W(1+l)y—"—-'—ﬁy-l

J(J+ 1) A
La energia de desdoblamiento estd dada por la ecuacién (22./) como

e € €
AE = —’IJ'B‘ m;J'B- 2—"-‘-‘93123 -zTn-’BMJh
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Puesto que M; =J,J—1,..., —J+ 1, —J, se ve que para un campo dado B, cada nivel de energia s¢
desdoblara en 2J + 1 subniveles, con una separacion determinada por el factor g asociado con ese nivel.

Suponiendo que la interaccion LS sea mucho mas fuerte que la interaccién conel campo magnen-
co externo, calcular el desdoblamiento anémalo de Zeeman para los estados mas bajos (°S, /2 ’p, /2
’p, /2) en el hidrégeno con un campo de 0.05 T.

Del problema 24.19 tenemos

AE = z—h,BM, (5.79 x 10-5 &Y ) (0.05 T)M,
con
s JU+D+SS+D-LL+D
7= 27T+ 1)
En la tabla 24-10 aparecen los calculos
Tabla 24-10
Estado L S J g M, AE, eV X 1073
2P 1 1/2 3/2 4/3 *3/2 +0.579
*1/2 +0.193
P )y 1 1/2 1/2 2/3 +1/2 + 0.097
81,2 0 1/2 1/2 2 *+1/2 +0.290

Con relacién al problema 24.20, calcular las lincas obtenidas de las transiciones 2P, /27> %S, 2y
’p, /27 %5, s2 ¢n el hidrégeno para un campo de 0.05 T. En ausencia de campo magnético estas
transiciones dan lineas de (1210 — 3.54 X 10"%) A ¥ (1210 + 1.77 X 1073 A > respectivamente.

La relaci6n entre el desdoblamiento de las lincas espectrales y el campo aplicado se obtiene de

he

E -E=" 6 dE,~dE=~ 15 d\

A

(1210 A)?

—(-118 A e -
124X 10° eV - A(dE dE')_( He e")(dE" )

an=— M (aE, - dE
== h_C (d u I) ==
Los valores de dE, y dE, se encuentran en la tabla 24-10. Hay 10 transiciones que satisfacen la regla AM, =
+ 1, 0 (ver figura 24.7). La desviacion de cada una de estas lineas del valor A= 1210 A aparece en la
tabla 24-11.

Este problema muestra el efecto Zeeman andmalo en el que se observan 10 lineas en vez de 3 como ocurre en
el efecto Zeeman normal.

Tabla 24-11
dAq, dE,, dE,, dA, dAq = dAg + dA,
Ax 1073 | Transicion | eVx 1075 | eVx 1073 | Ax 1073 Ax107?
-3.54 a +0.579 +0.290 ~0.341 —3.88
- 354 b +0.193 +0.290 +0.114 — 343
-3.54 ¢ +0.193 —~0.290 —~0.570 ~4.11
—3.54 d -0.193 +0.290 +0.570 -297
—3.54 e -0.193 ~0.290 ~0.114 ~3.65
—3.54 f —0.579 — 0290 +0.341 -3.20
1.77 g +0.097 +0.290 +0.228 +2.00
1.77 h +0.097 ~0.290 —0.457 + 131
1.77 i -~ 0.097 +0.290 + 0.457 +223
1.77 j - 0.097 —0.290 ~0.228 +1.54
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Despreciando la interaccién spin-6rbita en un campo magnético externo fuerte de 5 T, determinar
las lineas que resultan de la transicion 2p — s en el hidrégeno (A, = 1210 A).

El momento magnético total es la suma vectorial de los momentos magnéticos orbital y de spin:

e
p=ptps= - 5-L-25

=— 5
2mS-— T (L+28)

Si se desprecia la interaccion spin-drbita, el cambio de energia en el sistema sera determinado inicamente por la
interaccion del momento magnético total con el campo externo, lo que da

= —y'B=—uB= -5 =
dE=-p'B=—pB= 5 (L +25)B=5_ (M, +2Ms)B

- (5.79 x107* & )(5 TYM, +2Mg) = (28.94 X 1075 eV)(M, + 2My)
Por eso hemos dado los desdoblamientos en la tabla 24-12.
La desviacion en las longitudes de onda se obtiene del problema 24.21, como

(s A _
dx-( g £ )(dE,, dE,)

Puesto que la separacion entre los niveles de energia superiores es igual a la que aparece en los niveles inferiores
(28.94 X 1073 V), sélo resultan tres lineas de las transiciones que satisfacen las reglas de seleccion, AM, =
*1, 0, AMg=0 (ver figura 24-8 y tabla 24-13).

Se puede observar que en un campo magnético externo fuerte donde la interaccién spin-6rbita es despre-
ciable, se tiene una situacion similar a la del efecto Zeeman normal, en donde sélo aparecen tres lineas.
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Tabla 24-12
dE,
Estado L M, Mg M, +2M; eV x 1073
py4 1 +1 +1 +2 +57.88
2p 1 0 +4 +1 +28.94
2 1 -1 +1 0 0.00
2p 1 +1 -1 0 0.00
2 1 0 -1 -1 — 2894
2p 1 -1 -1 -2 ~57.88
1s 0 0 +1 +1 +28.94
s 0 0 -1 -1 —~ 28.94
Tabla 24-13
dE, - dE,, dn, A=A+ dA,
Transiciones eV x10~3 Ax1073 A
a, d 28.94 - 34.15 1210 — 34.15 % 10~3
b, e 0 0 1210
e f ~28.94 +34.15 1210 + 34.15 X 10~2
MJ ML
3/2 1
1/2 [ 0
-1
2p (P33P ) -1/2,1/2 1+t
-1/2 0
-3/2 -1
1210 A al Bl ¢} d} e] f
12 | 0
1s (’S,,z)
~1/2 0

Fig. 24-8

[PARTE §
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24.23.

24.24.

24.25.

24.26.

24.27.

24.28.

24.29.

24.30.

24.31.

24.32.

24.33.

24.34.

24.35.

24.36.

Problemas suplementarios

Supongamos que un estado en un 4tomo se determina por un solo electrén. ;Cuales son los posibles valores del
momentum angular total del &tomo en (a) un estado S, (») un estado P, {¢) un estado D?

Resp. @ B-m6) Yoo, g o) B, 45,

Hallar el maximo niimero de electrones que pueden ocupar una subcapa p. Resp. 6 electrones

Hallar el maximo nimero de electrones que pueden ocupar una subcapa /'y anotar los valores de m; y m, para
los electrones.  Resp. 14 electrones; my= *3, +2, +1,0; m;= +1

Calcular L* S para un estado 2D, , . Resp. —3in?

Dar los siguientes estados en notacién espectroscopica: (¢) L=0,§ =0,/ =0; (b)) L=2,§=0,J = 2;
(Y)L=3,S=1/2,J=5/2;(d)L=4,S=1J=5, Resp. (a) 'Sq; (&) 'Dy; (¢) *Fs 25 (d) 3G

Dar las transiciones fuertes de un estado 2D a un estado 2P, en presencia de una interaccién LS
L2 2 .2 2
Resp.  *Dg,, %Py 35 *D3 3Py 0; *D3n—=°Pija

{Qué gas noble completa la subcapa 6p? Resp. gRn=Rn (Z = 86)

Dar la configuracién electrénica para el metal alcalino construido con base en el gas noble Xe.
Resp. 1s5% 252 2p% 357 3p® 45? 3d'0 4p® 552 44 5p° 65' (55Cs)

Las tierras alcalinas tienen dos electrones mas que un gas noble. Dar la configuracién electrénica de las primeras
cuatro.

Resp. Be(Z =4): 152 252
Mg(Z =12): 15 25% 2p® 352
Ca(Z=20): 1s22s22p%3s? 3p®4s?
Sr(Z =38):  1s%2s% 2p% 352 3p% 4s? 3d'0 4p® 552

Dar la configuracién electrénica para el halégeno con un electrén menos que el gas noble Xe.
Resp. 15 252 2p® 352 3p® 457 3d'0 4p® 552 44'° 5p° (53])

{Qué elemento de transicion tiene la configuracién electrénica 152 2s% 2p% 352 3p% 3d° 4527
‘Resp.  ,Fe

Dar en notacién espectral los posibles estados de un dtomo que tiene una estructura cerrada con un electrén d
adicional. Resp.  2Ds,5; 2Dy

Anote los posibles estados (M,, M) de los electrones nd equivalentes.

Resp. Las 45 combinaciones permisibles de numeros cudnticos (10 objetos tomando 2 al tiempo) da 23
estados: (x4, 0), (£3,1), (£3,0), (%3, -1, (£2, 1), (£2,0), (£2, - 1), (=1, 1), (x£1,0),
(£, - 1),(0,1),(0,0),© -1)

Para un campo de 2 T, calcular la energia de desdoblamiento Zeeman de los estados ZP,/2 y 2S,/2 en el Na.
Resp. +386%107%eV; £11.58 X 1075 eV
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24.37.  Latransicién *P,/; -7, /, enel Na tiene una longitud de onda de 5895.9 A; Calcular los cambios de longitud de
onda observados en un campo magnético de 2 T. Resp. +0216 A; 0433 A

24.38. Suponiendo que la interaccién L+S sea mucho mayor que la interaccion con un campo magnético externo,

calcular el desdoblamiento Zeeman anémalo de los estados 2D,,, y 2Ds,, en el hidrégeno en un campo de
0.05T.

Resp. para D;,;: 347X 1076 eV, £1.16 X 107¢ €V; para 2Ds,,: £8.68X107¢ eV, £5.21 X 10~%eV,
eV, £1.74 X 107¢ eV



Capitulo 25

Transiciones de electrones internos: Rayos X

25.1 APARATO DE RAYOS X

Los rayos X, descubiertos por Wilhelm Roentgen en 1895, son fotones de alta energia (1-100keV) con
longitudes de onda de aproximadamente | A. Generalmente se producen al bombardear un blanco con
electrones de alta energia, como se muestra en la figura 25-1. La energia cinética de los electrones en el catodo
es despreciable, por eso cuando golpean el blanco, su energia cinética es K = eV, .

-0 VYoltaje de aceleracion, o,
- Va10kV +

/\

Electrones acelerados ‘
- . B
7 @ - @ ——— / lanco
Raygs X emitidos/

~

Fig. 25-1

Catodo

.

25.2 PRODUCCION DE RADIACION DE FRENADO (BREMSSTRAHLUNG)

Los electrones incidentes pueden interactuar en diferentes formas con los atomos del blanco. En unode
estos tipos de interaccidn, los electrones son acelerados por los nucleos cargados positivamente, como se
muestra en la figura 25-2. Siempre que una carga es acelerada, produce una radiacién que, deacuerdo conla

Fotén de
rayos X E=hy
emitido h
P=x
K, A
O _
Pi —~
~
~
~
~
~
~
~
Nicleo ~
e
K
Fig. 25-2 2
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descripcion cudntica, aparecera en forma de un fot6n de energia Av igual a la variacién de la energia cinética
del electrén, es decir, hv = K, — K. La radiacion producida de este modo, se denomina bremsstrahlung,
segiin la palabra alemana para “frenar”, o radiacién de “frenado”.

Un electrén puede producir un gran niimero de fotones antes de quedar en reposo. Es evidente que el
foton mas energético proviene de un electrén que ha perdido toda su energia cinética en una sola interaccion,
produciendo un solo fotén con maxima frecuencia o minima longitud de onda dada por

hvméx = hc =eV (251)
A min
Por esta razén, el proceso de radiacion de frenado producira una radiacion con espectro continuo que tiene
una interrupcion de frecuencia o longitud de onda que depende del voltaje de aceleracion de acuerdo con la
ecuacion (25.1).

25:3 PRODUCCION DE ESPECTROS CARACTERISTICOS DE RAYOS X

Los electrones incidentes también pueden excitar los electrones de los 4tomos en el blanco del tubo de
rayos X. Por otra parte, debido al elevado voltaje de aceleracion, los electrones incidentes pueden tener
energia suficiente para expulsar de los a&tomos del blanco a los electrones mas estrechamente ligados a ellos. Si
un electron de las capas interiores es expelido, los electrones del &tomo que se encuentran en niveles de energia
superiores realizaran transiciones al estado inferior vacante, emitiendo una radiacion en este proceso. Puesto
que las diferencias de energia entre los niveles interiores de los 4tomos del blanco son relativamente grandes,
la radiacion emitida se encuentra en la region de rayos X.

Silos electrones extraidos pertenecen a la capa K (n = 1) los electrones ubicados en estados con energia
superior caen a la capa K, produciendo una serie de lineas que, en notacién de rayos X, se denominan lineas
K,, Kg, K, . .. . Ver figura 25-3(a). Si los electrones expelidos pertenecen a la capa L (n = 2) , se produce
otra serie de lineas, denominadas serie L. En forma andloga, las transiciones hacia la capa M (n = 3) origi-
nan la serie M y asi sucesivamente.

Cuando se observa el espectro de un atomo polielectrénico excitado por bombardeo de electrones, se ve
una suave radiacion de frenado de fondo, con una interrupcién en la longitud de onda minima correspon-
diente al maximo voltaje de aceleracion, junto con lineas agudas producidas por las transiciones K,,, K, etc.,
como se muestra en la figura 25-4.

Observando mas cuidadosamente las lineas caracteristicas de los rayos X, se encuentra que estan
compuestas por un niumero de lineas fihamente espaciadas [figura 25-3(b)]. Este desdoblamiento de las lineas
resulta del desdoblamiento de la estructura fina de los niveles de energia del &tomo (con excepcién de la capa
K donde n =1, L = 0) como se describid en el capitulo 22.

25.4 LA RELACION DE MOSELEY

En 1913 H. Moseley encontré que las frecuencias v observadas para las series Ky L de rayos X podian
obtenerse de la relaciéon
v'/2= A(Z - Z,) (25.2)

donde Z es el nimero atémico del material del blanco, 4 y Z,, son constantes que dependen de la transicion
que se esté observando. Para la serie K se ha encontrado experimentalmente que Z, = 1 yel valorde 4 varia
ligeramente con la transicién K, Kj, ..., observada. Para la serie L Z, =74, y de nuevo existe una
pequefia variacion en A4 para las lineas L, Lg, . . . .

La forma de la ecuacion (25.2) puede deducirse del tipo de Bohr (problema 25.6). Se ha encontrado que

{3 2 1(3 g m 7 1)1/2_ 7 17.1/2
g = (5 Ra) -[(4)(3x10 % )(1.097 x 10 m] = 497 X 10" Hz

5 172 5 m 1 \1/2
A= er,) " = [( 2 )(x 100 2 )(1097x 107 < )] = 2.14 X 10" Hz'/?

Estos valores se encuentran en muy buena concordancia con los obtenidos experimentalmente (ver problema
25.7 y 25.8) y, a menos que se diga lo contrario, seran utilizados en los problemas que tengan que ver con la
relacion de Moseley.

Aungue la teoria de Bohr fue desarrollada para 4tomos que en estado gaseoso no interactiian, se ve que
también proporciona una explicacion de las propiedades de los &tomos de un material sélido, los cuales
interactiian muy frecuentemente unos con otros. La razdn estd en que en la produccién de rayos X las tran-
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siciones se efectian solamente entre los electrones interiores fuertemente ligados. Cuando los d&tomos se ligan
para formar unsélido, los niveles de energia de los electrones exteriores es diferente que cuando se encuentran
en estado gaseoso. Sin embargo, debido a que los electrones interiores estan fuertemente ligados, permanecen
practicamente invariantes cuando el material pasa del estado gaseoso al sélido o al liquido.

25.5 PICOS DE ABSORCION DE RAYOS X

Cuando un haz de rayos X pasa a través de un material, parte de los fotones puede interactuar con los
dtomos del material, ocasionando la absorci6n de los fotones del haz. Los principales procesos de interaccion
que producen la disminucién en la intensidad de cualquier haz de fotones son el efecto fotoeléctrico, la
dispersion de Compton y la produccion de pares (capitulo 14). Como los rayos X tienenenergias entre 1 y 100
keV, no pueden producir pares electrén-positrén, ya que para esto se requieren energias superiores a los 1000
keV (problema 13.12). Por lo tanto, la intensidad de los rayos X sdlo podra ser reducida a causa de los dos
primeros procesos de interaccion, de los cuales el mecanismo predominante corresponde al efecto fotoeléc-
trico.

La intensidad 7 de un haz monocromatico de rayos X, después de que ha penetrado una distancia x enun
blanco de material determinado, esta dada por (/4.1)

I=1l,e™™

donde I, es la intensidad del haz incidente y p es el coeficiente de absorcién del material. La cantidad p
depende tanto de los 4tomos del blanco, como de la energia de los fotones de los rayos X.

Supongamos que p es funcién de la energia de los rayos X incidentes, para un blanco de material dado.
A medida que la energia crece, el coeficiente de absorcién decrece, debido a que los fotones altamente energé-
ticos son menos aptos para producir fotoelectrones o para sufrir una dispersion de Compton. Este
decrecimiento contintia hasta que la energia de los rayos X sea exactamente igual a la energia de uno de los
electrones en el blindaje. En este punto, un mayor nimero de electrones se torna de repente en electrones
disponibles para producir emision fotoeléctrica, ocasionando una marcada disminucion en la intensidad de
los rayos X transmitidos o, 1o que es igual, un repentino aumento en el valor del coeficiente de absorcion. Este
abrupto crecimiento en u se presenta en las energias de enlace de cada uno de los electrones del blindaje,
dando como resultado los picos de absorcion mostrados en la figura 25-5(a). Las medidas de las energias de
los picos de absorcion K, L, ..., sirven para determinar las energias de enlace de los correspondientes electro-
nes internos del material.

Con excepcion del K, cada pico de absorcidon consta en realidad de un nimero de picos muy unidos que
corresponden a la estructura fina de los niveles de energia [figura 25-5(b)].

A A L
Lll
X 2
5 5 Ly
3 3
9 ]
2 2
] 3
e -
£ ]
8 8
Energia del fotén Ay o Energia del fotén hy o
(@ (%)
Fig. 25-5

25.6 EFECTO AUGER

En la discusién anterior se supuso que los fotoelectrones eran producidos por rayos X procedentes de
una fuente externa. Es posible, sin embargo, que un rayo X emitido por la transicién dentro de unatomo sea
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absorbido por un electrén del mismo atomo, produciendo su expulsién. Los fotoelectrones obtenidos
mediante estas conversiones internas de rayos X se denominan electrones de Auger.

25.7 FLUORESCENCIA DE RAYOS X

Los rayos X pueden utilizarse para excitar o para expulsar electrones internos del material. Las
transiciones descendentes que resultan cuando el &tomo regresa a su estado fundamental, producirdn fotones
adicionales de rayos X de menor energia que los rayos X incidentes. Este fendmeno se conoce como fluores-
cencia de rayos X.

Problemas resueltos

25.1. Untubo de TV funciona con un potencial de aceleracion de 20k V. ;Cudles la maxima energia de los
rayos X del equipo de TV?

Los electrones en el tubo de TV tienen una energia de 20 keV. La longitud de onda correspondiente es

= "~ 0kev 0624

25.2.  Calcular la longitud de onda de la linea K, para el molibdemo (Z = 42).

De la relacién del efecto Moseley tenemos

v 2= 4(Z ~ 1) = (4.97 X 107 Hz'/2)(42 — 1) = 2.04 x 10° Hz!/?

x 108 .
= 3XWTm/s 721 % 1070 m = 0.721 A

A= 5
(2.04 x 10° Hz!/?)

wln

Este valor concuerdamuybien con el valor experimental de 0.709 A

25.3.  En la relacion de Moseley, ;a cual de las transiciones K, 6 Kj le corresponde el mayor valor de la
constante A?

La relacion de Moseley para las transiciones K es »'/2 = A(Z-1). Las transiciones Kj son de mayor
energia que las transiciones K, ; por lo tanto, los fotones de mayor frecuencia son emitidos en transiciones K ,
en consecuencia, 4 es mayor para las transiciones K; que para las K, .

25.4. Un experimento realizado para medir las lineas K, para varios elementos dio los siguientes datos:
Fe:1.94A Co:1.79A  Ni:1.66A Cu: 1.54A

A partir de estos datos, calcular el nimero atémico de cada uno de los elementos.
La relacién de Moseley da
/2
172 = (497 x 10" Hz'/2}(Z - 1 6 Z=t+ —>r
vie=( Xz-D 497 % 10" Hz' /2

y utilizando » = ¢/A obtenemos

_ c'/? 1 _ 34.85 :
Z'I+F75(4.97x107ﬂz'/2)_1+ Nz (Aend)

Los resultados se encuentran en la tabla 25-1.
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Tabla 25-1
Elemento A A V4
Fe 1.94 2602 ~26
Co 1.79 27.04 =27
Ni 1.66 28.04 =~ 28
Cu 1.54 29.08 ~ 29

Antes del trabajo de Moseley, el Ni, cuyo peso atémico es 58.69, se habia anotado en la tabla periddica
antes que el Co, cuyo peso atémico es 58.94 y se crefa que los nlimeros atdmicos del Niy del Co eran 27y 28,
respectivamente. Utilizando los datos experimentales anteriores, Moseley demostré que tanto el ordenamiento,
como los correspondientes nimeros atémicos deberian invertirse.

25.5. Un haz de electrones de 100 keV incide sobre un blanco de Mo (Z = 42) . Las energias de enlace de
las subcapas electrénicas en el Mo se encuentran en la tabla 25-2. Calcular las longitudes de onda de
las posibles transiciones.

Tabla 25-2
Capa K L, Ly, Ly, M, My | My, | My | My
Electrén 1s 2s 2p 2p 3s Ip 3p 3d | 3d

Energia de ,
enlace, keV | 20.000 | 2.866 | 2.625 | 2.520 | 0.505 | 0.410 | 0.393 | 0.230 | 0.227

Sélo son permitidas las transiciones con A/ = * 1, las cuales se indican en la figura 25-6. Las longitudes de
onda se consiguen a partir de

N he  _ 124keV-A
14 14 Eu—E/ EM—EI

cuyos resultados se dan en la tabla 25-3.

Tabla 25-3
Transicién E, keV E, keV A A
K, 1 - 2.625 -~ 20.000 0.7137
2 -2.520 - 20.000 0.7094
Kg 1 - 0410 - 20.000 0.6330
2 -0.393 - 20.000 0.6324
1 - 0.505 -2.520 6.1538
2 ~ 0.505 —2.625 5.8491
3 - 0410 —2.866 5.0489
L, | 4 - 0.393 —2.866 5.0142
5 - 0.230 —2.520 5.4148
6 -0.230 -2.625 5.1775
7 -0.227 -2.520 5.4078
8 - 0227 —-2.625 5.1710

Este problema muestra la estructura fina de los rayos X caracteristicos.



CAP. 25] TRANSICIONES DE ELECTRONES INTERNOS: RAYOS X 157

| 4 3d

v 3d

Capa M IlI 3p

n 3p

I 3s

1 2 11 2] 3| 41 5§ 61 7} 8
3
£
g
r Y A » £
Capa L 1 2p g
! sz
LG
Il 2
 J |
Capa K X, Kp Is
Fig. 25-6

25.6. Utilizando un modelo de Bohr, calcular el valor de 4 en la ecuacién de Moseley para las series de
transiciones K, y L .

Para el 4&tomo de un electrén sabemos que (seccién 19.3)

y 11 11 /2
-ng“’ztz(_z—_Z) 6 y‘/2=[(7——i)ch] z*

7]

nj n,

donde R, es la constante de Rydberg, n, y n, son los niimeros cudnticos principales de los estados superior e
inferior para las transiciones electrénicas y Z*e es la carga neta positiva que actua sobre ¢l electron. Para las
transiciones X, se tiene n, =2, n, = 1 y para las L,, ", = 3, n, = 2, entonces

1/2 1/2
v,“_”-[( -1 )cR,,} 2t = (3 cR,) 2= 497X 10" H2/HZ*

]
—

——
[ %)

1/2 1/2
y;:2=[( L %)CRQ} z0= (% Ra) 2= (214X 10" H2'/HZ®

Por lo tanto, Ay =4.97 X 10’ Hz'/?y 4, =2.14x 10" Hz'/2. Si en una transicién K, se supone que los
electrones interiores no son afectados por los demas electrones del 4&tomo antes de la transicidn, el electrén L
experimenta una carga efectiva de (Z — 1)e, porque el electrén que permanece en la capa K resguarda el nicleo
atdmico, cuya carga es Ze. Utilizando Z* = Z ~ | enla expresion anterior para la transicién K, , obtenemos

v/ = (497 X 10" Hz'/2(Z - 1)

En transiciones en las que se consideran electrones de las capas exteriores a la capa L, el efecto de pantalla
del niicleo se torna mas complicado y la constante Z; en la relacion de Moseley ya no es igual al nimero de
clectrones que apantallan el nucleo.
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25.7. Darelvalorde 4 enlarelacion de Moseley, para cada una de las lineas K, que sedanen latabla 25.4.

Tabla 25-4
Elemento Sc Ga Nb Sb Pm Lu Tl
z 21 31 41 51 61 71 81
Kq1, keV 4.09 9.25 16.62 26.36 38.72 54.07 72.87
K, keV 4.09 9.22 16.52 26.11 38.17 52.97 70.83
Utilizando
1/2 172 172
ul/z=(£) =( £ ) ==(49.17x o7 He”2 )E'ﬂ
h 4.136 X 10" ¥ keV *s keV!/2
donde E se encuentra en keV; en la relaciéon de Moseley, obtenemos
A\
VI/Z _ 4 Hzl/z El/2
Los resultados numéricos se registran en la tabla 25-5.
Tabla 25-5
z 21 31 4] 51 61 71 81
Ay, Hz!/? x 107 497 498 5.01 5.05 5.10 5.17 5.25

Ay, Hz!/2 x 107 4.97 4.98 5.00 5.02 5.06 5.11 5.17

Estos valores de A concuerdan con ¢l valor de A = 4.97 X 10’ Hz obtenido en el problema 25.6.

25.8. Las energias de las capas L y M del W (Z = 74) son

Capa L, Ly Ly, M, My M, My My
Energia, keV 12.099 11.542 10.205 2.820 2.575 2.281 1.872 1.810

Calcular los valores de A en la relacién de Moseley, para la frecuencia maxima y minima de las lineas
L, y compare estos valores con los obtenidos en el problema 25.6.

Las lineas L, tienen lugar en las transiciones de la capa M a la capa L. Las frecuencias maxima y minima
permitidas se presentan en las transiciones M;;,;— L; y M;— Ly, , respectivamente (ver problema 25.5).
Estas frecuencias son

oo By Evn _ 12.099KkeV —2281keV _ 5000 ois g
mix h 4136 X 10" keV s

Erw ~ Ewy _ 10205 keV ~ 2.820 keV

= 1.786 X 10'® Hz
h 4.136 X 10~ ¥ keV - s

V min =
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Sustituyendo estos valores en la relaciéon de Moseley, obtenemos

VM2 (2374%10% Ho)'?

= = = 7 1/2
A max Z =74 TA— T4 2.31 X 10" Hz
' 1/2 18 172
vi/2 (1.786 X 10'® Hz) _
o= = 3 /2
Ain = 557 — 2.01 X 107 Hz

Estos valores no concuerdan con el valor de A4 = 2.14 X 107 Hz!/? obtenido en el problema 25.6.

Suponga la siguiente descripcion para los dos electrones K en un 4tomo: la energia total de cada elec-
tron se obtiene mediante la energia de Bohr, para una carga nuclear “efectiva” Z*e, mads laenergia
de interaccién de Coulomb, presumiendo que los dos electrones se encuentran a la maxima distancia
de separacion, igual al doble del radio de Bohr ry. Hallar el factor de proteccion Z, = Z — Z* para
los elementos cuyas energias de enlace de la capa K se encuentran en la tabla 25.6.

Tabla 25-6
Elemento Ni Zr Sb Gd Ta
Z 28 40 51 64 73
Energia de enlace ‘
de la capa K 8.333 17.998 30.491 50.239 67.417

Segiin la ecuacién (19.5) con n = 1, 1a energia de Bohr es— Z**E{; y por el problema (24.10), la energia de
interaccién de Coulomb es ke?/2r;. La energia de enlace de cada electron es igual a la energia total tomada con
signo negativo; entonces

2 2
= —(—zvpo 4 ke ) apogea_ ke
BE ( z E,+2r5) £rze- A2 1)

en la cual E} = 13.6 eV = 0.0136 keV; ahora de (/9.4) y con n= 1,

oK1 ke
A Z* 4n%me* Z% 2EY
6
ke® .
2—r8-E,Z‘

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (/), se obtiene la ecuacién de segundo grado

BE

2 __ 7% _
VA Z Ep

=0

cuya raiz positiva es Z*. Los resultados numéricos se encuentran en la tabla 25.7.

Tabla 25-7
z z* Z,
28 253 2.7
40 36.9 31
51 479 3.1
64 61.3 27
73 70.9 3.1
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El hecho de haber encontrado los valores de los factores de protecciéon Z, aproximadamente iguales,
demuestra que el modelo de Bohr es lo suficientemente aproximado para los electrones de la capa K.

En el uranio (Z = 92), el pico de absorcién K corresponde a 0.107 A y la linea K es de 0.126 A.
Calcular la longitud de onda del pico de absorcion L.

En la figura 25-7 se encuentra que

he 124 keV-A
= - = = - = —115.9 keV
Be= = 0.107 A 1159 ke
y
he _ 124keV:A
E,—Ey=+—= = 98.4 keV
L A | 0126K ¢
Por lo tanto E; =984 — 1159= —17.5 keV, y
_ _he _ 124keV'A _ :
M= TF T Tiskev T OT0A
0 (n=o) ]
Energia de enlace de la capa L = ke
AL
. he
Energia de enlace de la capa K= ~
K
E (n=2) I Capa L
Linea K,
Ex (n=D) Capa K
Fig. 25-7

El pico de absorcion K parael Y (Z =39) estd en 0.7277 A.Para producir una emision de la serie K
del Y, se necesita un potencial de aceleracion de por lo menos 17.039 kV. A partir de estos datos,
calcule h/e.

La energia de un foton de 0.7277 A que extrae un electrén de la capa K es

0 2.998 X 10® m/s

EV 3 h e ————————————————
0.7277x 107 m

=(4.120 X 10" s~

>

La energia de los elect}rones’ bombardeantes que alcanzan a extraer un electron de la capa K es
E,=eV =¢(17.039 X 10* V)
Puesto que estas energias deben ser iguales, entonces
(4.120 X 10" s~ ") = €(17.039 X 10° V)
B a136x1078V s =a136x 107 12

Un material cuyo pico de absorcién K corresponde a 0.15 A, es irradiado con rayos X de 0.10 A.
¢Cual es la méxima energia cinética de los fotoelectrones emitidos por la capa K?
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La energia de enlace de la capa K es

_ ke _ 124keV-A

Eyl= = 82.

Bl = x- = o5 A = 827keV
La energia del fot6n incidente es

E = he _ 124keV-A _ 124 keV

A 0.10A
La mdxima energia cinética es la diferencia entre estos dos valores.

K, = E, — |Ex| = 124 keV — 82.7 keV = 41.3 keV

25.13. Cuando un haz de rayos X de 0.50 A incide sobre un material, se observa que los fotoelectrones de la
capa K se mueven en una érbita circular de 23 mm de radio en un campo magnéticode 2 X 1072 T.
(Cudl es la energia de enlace de los electrones de la capa K?

La velocidad de los fotoelectrones se encuentra a partir de F = ma:

2
evB=mZ 6 ov=2<BR
R m

.

La energia cinética de los fotoelectrones es entonces

2p2R2 1.6 X 10~ C)*(2 x 10~2 T)(23 x 10~* m)’
K=gmt=1 £BR -1 ) { _31)( ) _297% 10713
m 2 (9.11 x 10~ 3 kg)
6
K=0297x10-155) — 1KV __ _ g 6kev
1.6x10719]
La energia del fotén incidente es
E,=fe o 124KkeVA o gkev

A 0.50 A

La energia de enlace es la diferencia entre estos dos ‘valores.

BE = E, — K =24.8 keV — 18.6 keV = 6.2 keV

25.14. En la emisién de fotoelectrones de cierto elemento al ser irradiado con rayos X monocromaticos, se
midieron los potenciales de frenado de 24, 100, 110 y 115 kV. Sieste elemento se utiliza como blanco
en un tubo de rayos X, jcudl sera la longitud de onda de linea K, ?

La energia potencial de frenado, eV, esigual a la diferencia entre la energia del fotén incidente y la energia
de enlace del electrén en una determinada capa.

eV,=E, ~ Eg

Los diferentes potenciales de frenado se deben a que los electrones son emitidos de diferentes capas, con el valor
menor (24 kV) para la expulsién de un electrén de la capa K. Efectuando la diferencia entre los dos potenciales
menores de frenado, se obtiene

eVy — eV = (Ep — Eg ) - (Ep ~ Epx )= Egx — EpL

100 keV — 24 keV = Egy — Eg,

Esta diferencia, 76 keV, es la energia de la linea K, . La correspondiente longitud de onda es

he 124keV-A

A=
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EnelZn (Z = 30), las energias de ionizacion (enlace) de las capas K y L son, respectivamente,
9659 keV y 1021 keV. Calcular la energia cinética de un electrén Auger emitido de la capa L por un
rayo X K, .

La energia de un rayo X K, es

Ex = E — Ex= —1.021 keV - (—9.659 keV) = 8.638 keV

La energia cinética del electron Auger es igual a la diferencia entre la energia del foton K|, y la energia de enlace
del electron en la capa L:

K=Ex ~ Ep =8638keV — 1.021 keV = 7.617 keV

En la tabla 25-8 aparecen los niveles de energia K, L y M para el Cu, el Niy el Co. Se desea filtrar la
radiacidn Kj de las radiaciones K, y K emitidas por el Cu. (Cudl de los elementos actia mejor como
filtro, el Ni 6 el Co?

Tabla 25-8
Elemento Zz Eg, keV E, keV Ey, keV
Cu ' 29 — 8.979 - 0931 - 0.074
Ni 28 - 8.333 - 0.855 - 0.068
Co 27 - 17.709 -0.779 - 0.060

Las energias de los rayos X emitidos del Cu son iguales a las diferencias entre los distintos niveles de
energia del Cu, asi

Ey = —0.931keV - (-8.979 keV) = 8.048 keV

Eg, = —0.074 keV — (—8.979 keV) = 8.905 keV

Un material servira de filtro para los rayos X si la energia de los rayos X es mayor que la energia necesaria para
expulsar los electrones de los &tomos del material. De lo contrario, los rayos X incidentes no interactuaran con
¢l material en forma apreciable y pasaran sin ser filtrados. Se ve que el pico de absorcion K del Ni(8333 keV) se
encuentra entre las energias K, (8048 keV) y K (8905 keV) de los rayos X del Cu, por eso, los fotones Kg inte-
ractian mucho mas con el Ni que los fotones K, . Por otra parte, tanto los fotones K, como los Kz pueden
producir emisién fotoeléctrica en la capa K del Co (7.709 keV). Luego el Ni sera el mejor filtro.

Se aceleran electrones entre el filamento y la rejilla a través de vapor de mercurio mediante un poten-
cial variable ¥, como se muestra en la figura 25-8(a4). Entre la rejilla y la placa colectora se esta-
blece un pequefio potencial de retardo, ¥z ~0.5 V. Cuando se mide la corriente / en ¢l colector,
como una funcién del voltaje de aceleracion, se obtiene la curva de la figura 25-8(b). Calcular la
primera energia de excitacién del mercurio y la longitud de onda de la luz emitida por el mercurio en
el experimento.

Para llegar al colector, los electrones deben tener una energia cinética mayor que la energia potencial de
retardo que es de unos 0.5 eV entre la rejilla y el colector. A medida que se aumenta el potencial de aceleracion,
los electrones adquieren mas y mas energia cinética y, por lo tanto, muchos mds llegan al colector, dando como
resultado un aumento en la corriente. Con el tiempo, los electrones adquieren una energia igual a la del primer
estado excitado de los 4tomos de mercurio. En este momento, los electrones pueden excitar los dtomos de
mercurio hasta este estado, perdiendo, desde luego, energia cinética. Asi, pocos electrones tendrdn la energia
suficiente para vencer el potencial de retardo Vg, hecho que se manifiesta en la caida de la corriente en el
colector. Ademas, el vapor de mercurio, inicialmente oscuro, emitira radiacién cuando los 4tomos regresen a su
estado fundamental.
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Con posteriores aumentos en V, la corriente crecera de nuevo, debido a que los electrones pueden adquirir
energia cinética adicional después de que exciten los 4&tomos de mercurio. Con potenciales de aceleracidn atin
mayores, los electrones tendrdn suficiente energia para excitar dos dtomos de mercurio, resultando asi una
segunda caida en /, y asi sucesivamente. (No hemos considerado la posibilidad de que un electron pueda llevara
un dtomo de mercurio a un estado excitado superior. Esto podria ocurrir, pero se requeririan variaciones
especiales de potencial a través del tubo de vapor.) Las diferencias de voltaje entre los picos de corriente
corresponden a la energia necesaria para excitar al mercurio hasta su primer estado excitado, luego

AE=eAV =488¢eV

(El potencial de! primer pico no puede utilizarse, debido a la existencia de ¥, y a diferentes potenciales de
contacto.) La longitud de onda de los fotones emitidos cuando los 4tomos de mercurio excitados regresan a su
estado fundamental es

Este experimento fue realizado por primera vez por J. Franck y G. Hertzen 1914, y fue el primer experi-
mento para demostrar la existencia de los estados estacionarios en los 4tomos, confirmando ademas la naciente
hipétesis cudntica de Bohr. Ademas, demostré que los dtomos pueden ser excitados al interactuar con electro-
nes energéticos.
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Problemas suplementarios

Si una transicién K, de rayos X de cierto elemento tiene una longitud de onda de 0.786 ;\, icual es este
elemento? Resp. ,Zr

Un electrén es acelerado a través de un potencial de 10° V. Hallar la menor longitud de onda posible producida
cuando este electron interactia con un blanco pesado. Resp. 0.124 A

(Cudntas lineas hay en la transicién K, de estructura fina? Resp. 2

Calcqlar la constante 4 enla ecuacjén de Moseley para las transiciones L, silas lineas L, tienen los valores de
30.1'A enel Ca(Z=20) y 11.2 Aenel Zn (Z = 30).

_ Resp. Para Ca, A =251 X 10" Hz'/?; para Zn, 4 = 2.29 x 10’ Hz!/?

Con los datos del problema 25.7 calcular para cada linea el valor de Z; en larelacién de Moseley si el valorde A
para cada linea se toma como 4.97 X 10’ Hz!/2,

Resp.
Elemento Sc Ga Nb Sb Pm Lu Ti
Z,parak,, 0.99 0.91 0.67 0.21 - 0.56 - 1.75 - 346
Zypara K, 0.99 0.96 0.79 045 -0.12 - 1.00 -2.26

En un cristal de NaCl, la distancia entre los planos de la estructura es de 2820 A. Si la reflexion de Bragg de
primer orden para una linea K, de rayos X se observa desde un plano principal bajo undngulo de 15.8°, jcudles
su longitud de onda? (Este problema indica cémo se pueden medir longitudes de onda de los rayos X.)
Resp. 154 A

Un haz de rayos X obtenidos del cobre (K, = 1.54 A, Kg =139 A, Kaps = 1.38 A) pasa a través de una

ldmina de niquel (K, = 1.66 A, Ky = 1.50 A, K. = 1.49 A). ;Cudl es la longitud de onda del haz emergente?
Resp. 8.05 A

En un elemento dado, jcudl es mayor, la absorcidn de energia K 6 la energia de una linea K, de rayos X?
Resp. La absorcién de energia K

En el Os (Z = 76) los picos de absorcién K'y L tienen longitudes de onda 0.168 Ayl17A, respectivamente.
¢Cual es la longitud de onda de la linea K, ? Resp. 0.196 A

EnelTa(Z = 73) lalinea K, esde0.21 6A yelpicodeabsorcién Lesde 1.25 A.;Cusleslalongitud de onda del
pico de absorcién K? Resp. 0.184 A

Cuando un material es irradiado con rayos X de 0.257 A se encuentra que el potencial de frenado para los
fotoelectrones emitidos de la capa L es de 8.20 V. Hallar la longitud de onda del pico de absorcién L.
Resp. 0310A

La energia cinética de un electrén Auger emitido por una linea K, de rayos X de la capa L de un material con un
pico de absorcién K de 0.827 A es de 10.2 keV. Hallar la energia de la linea K, de rayos X y la longitud de onda
del pico de absorcién L. Resp. 12.6 keV; 517 A
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Capitulo 26

Propiedades del nucleon y del deuteron

26.1 LOS NUCLEONES

Todos los nucleos estan compuestos de dos tipos de particulas, los protones cargados positivamente y los
neutrones sin carga eléctrica. Protones y neutrones reciben el nombre de nucleones. Sus principales
propiedades aparecen en la tabla 26.1

Tabla 26-1
Protén Neutrén
Carga +16%x10°°C 0C
Masa en reposo | 1.67252 X 10727 kg 1.67482 X 102" kg
938.256 MeV 939.550 MeV
1.007277 u 1.008665 u
Spin 1/2 1/2
Momento
magnético +2.79288, - 191288,

La unidad atomica de masa, u, esta definida de tal manera que un 4tomo de '2C tenga una masa en reposo de
exactamente 12 u; el magnetéh nuclear f,, estd dado por

eh (16X 107 C)(6.58 X 1070 eV +5) s eV
,B"=—"= - =315 %X 10 T
2m, 2(1.673 x 10~? kg)

donde m, es la masa en reposo del prot6n. El signo positivo para el momento magnético indica que los
vectores momento magnético y spin tienen el mismo sentido, el signo negativo indica que estos vectores tienen
sentidos opuestos. Es interesante anotar que aunque el neutrén no tiene carga, posee momento magnético.

Los protones tienen un periodo de vida media infinito; no decaen cuando se encuentran solos. Los
neutrones, por otra parte, tienen una vida media de 12 minutos; si se abandona un grupo de neutrones, la
mitad de ellos, en promedio, decae en 12 minutos.

26.2 FUERZAS ENTRE NUCLEONES

Cuando los nucleones se encuentran estrechamente unidos (a unos 10™'* m = 1 fm), se observa que
presentan intensas fuerzas atractivas que tienen un rango muy corto, es decir, a distancias mayores que unos
pocos femtometros las fuerzas nuclednicas son practicamente cero. Se ha encontrado que la fuerza atractiva
es independiente de la carga de los nucleones; esto significa que las fuerzas entre protén-protén, neutrén-
neutrén y protén-neutrén son aproximadamente iguales.

La fuerza entre dos nucleones se compone de varias partes. Ademas de la componente central normal,
hay un término dependiente del spin que varia segin que los spines del nucleén estén alineados o estén en
sentido contrario. Ademds, existe una componente no central que no apunta en la direccién de la linea que
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166 FISICA NUCLEAR [PARTE 6

une los dos nucleones. Esta componente no central depende de coémo estén orientados los spines de los
nucleones respecto a la linea que los une.

A distancias mucho menores que | fm, las fuerzas nuclednicas cambian su caracter de fuerzas atractivas
y se convierten en repulsivas. Este comportamiento se conoce generalmente como corazon nuclear repulsivo.

26.3 EL DEUTERON

Un deuterdn 6 deuterio es un sistema ligado compuesto de un protén y un neutrdn, y como tal representa
el nucleo mas simple que tiene mas de un nucleén. Las propiedades de un deuterén son: carga, + 1.6 X
107" C; masa, 1875.5803 MeV 6 2.013553 u; spin, S = 1 (esta es la suma de los spines del protén y del
neutrén); momento magnético +0.85748,; momentum angular total,J = 1.

Es posible asignarle a un atomo un inico momentum angular cuantizado L. Puesto que la interaccién
proton-neutrén no es central, se encuentra que el deuter6n no posee un momentum angular definido. En
cambio, un deuterdn en su estado fundamental tiene un 969 de probabilidad de encontrarse en un estado S
(L = 0)y un 4% de probabilidad de estar en un estado D (L = 2).

También se ha encontrado que el deuterén no es esférico. Una cantidad que mide la desviacion de
esfericidad de un cuerpo cargado es el momento cuadripolar eléctrico (ver problema 26.5). Si un cuerpo es
esférico, su momento cuadripolar, es cero. El momento cuadripolar de un deuterdn encontrado experimen-
talmente es de +0.282 fm?2

La discusion anterior muestra que, a pesar de que el deuterdn estd compuesto de sdlo dos nucleones, su

estructura es muy compleja, indicando asi las complicaciones que deben esperarse cuando se estudian nticleos
mas pesados.

Problemas resueltos

26.1.. Un electrén esta aprisionado dentro de un niicleo, cuyo diametro es de 10~ !4 m, calcular su minima
energia cinética.

La longitud de onda de de Broglie para un electrén de minima energia aprisionado en el nucleo seria
aproximadamente el doble del didmetro nuclear (media lontigud de onda debe acomodarse enel didmetro). Por
lo tanto, el momentum del electron seria aproximadamente de

h _ he _ 124X10%eV:A

b he 124XI0eV'A MeV
P X T X T Tax10-% A)

62 % 10° ecv 62

lo cual corresponde a una energia cinética de

K=\(pc)' + E} - \[ MeV o .}~ (0.511 MeV)® —0.511 MeV = 61 MeV

26.2. Calcular la energia de Coulomb del electrén para el nucleo del problema 26.1.

E! niimero nuclednico A es aproximadamente (ver seccién 27.3)

3 ~14 3
P
o 14X 107 % m

P2-- ustos nuicleos, el niimero de protones es Z =~ A4 /2 = 23. Sisuponemos que ¢l electrén se encuentra en la
periferia del nicleo, la energia de ‘Coulomb esta dada por

ke?Z _ (1.44 MeV  fm)(23)

Ec=-"% = 5tm

~6.6 MeV
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Esta correccion es despreciable comparada con los 61 MeV de energia cinética del electrén encontrada en el
problema 26.1. Los electrones emitidos de los nucleos tienen energias cinéticas de unos pocos MeV y no de
aproximadamente 54 MeV, como lo predice este problema y el anterior. Ademas, debe existir algun tipo de
barrera positiva, tal que los electrones puedan estar ligados al niicleo con una energia positiva. Ninguno de estos
efectos puede obtenerse mediante una interacciéon de Coulomb, de ahi que una conclusion razonable consiste en
asegurar que los electrones no son partes constitutivas del nuacleo.

Una propuesta alterna, presentada por E. Rutherford en 1920, consistié en ubicar en el niicleo particulas de
masa aproximadamente igual a la del protén, pero con carga cero. En 1932, J. Chadwick verifico por medio de
sus experimentos la existencia de estos neutrones (ver problemas 30.14 al 30.16), estableciéndose asi que un
nicleo estad compuesto por Z protones y N =4 — Z neutrones, para un total de 4 nucleones.

26.3.  Calcular la energia de enlace del deuteron.

La energia de enlace del deuterdn es igual a la energia necesaria para separar el deuterénen un protény un
neutron,

BE = (m, + m, — M;)c*
= 938.256 MeV + 939.550 MeV — 1875.5803 MeV = 2.226 MeV

26.4. Calcular la diferencia entre el momento magnético del deuterdon y la suma de los momentos magnéti-
cos del protén y el neutrén.

Momento magnético del proton 2.7938,
Momento magnético del neutréon -1.9138,
SUMA 0.8808,

Momento magnético del deuterén 0.8578,
DIFERENCIA m

El momento magnético del deuterdn no es igual a'la suma de los momentos magnéticos del protén y el neutron
porque el deuterén no siempre se encuentra en un estado S (L = 0) sino que puede encontrarse en un estado D
(L = 2) durante 49 del tiempo.

26.5. El momento cuadripolar eléctrico de una distribucion de carga nuclear simétrico alrededor del eje z
esta dado por

2= -1; fy(3z2 - rp(x, y, z) dr )

donde p(x, y, z) es la densidad de carga y r? = x? + i+ z%. Para un elipsoide de revolucién
uniformemente cargado definido por la ecuaciéon

x2+y2 22

Z -1 2)

a? b?
el momento cuadripolar eléctrico se reduce a
2=2‘5£(b2—a2) (3)

donde Ze es la carga total nuclear. Si el radio nuclear promedio se considera como RJ = a% (el
volumen del elipsoidees % na’b),con R, + 8R, = b,demuestre que el momento cuadripolar eléctrico

€s
6Z 2( SR,
9 = 2£ R B
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Si b= Ry+ 8Ro y R§ = a’h,entonces, para §R, < Ry,

3 2
a’= Re K szl—si(2
Ry + 6R, : & °< R,
Ry
y
O0R SR, \? 8R
2_ 2. _p? 9% sl T D% B s
-+ ) o (|- i1 o).
SR S8R, \? SR
= R 3 =2 %Y |~3rY =2
() (42 ol )
Luego,

= 2Z (42 g2y 6Z pof ORo

26.6. El momento cuadripolar del '3Gd es 130 fm2. Si R, estd dado por R, = (1.4 fm) 4'/3 hallar
SR,/ Ry,

El radio promedio es
Ry=(1.4fm)4'/? = (1.4 fm)(155)'/3= (1.4 fm)(5.37) = 7.52 fm

Del problema 26.5,

6 8R
130-fm? = Lg“l (7.52 fm)’( —")
Ry

SR,
= = 2.99 X 1072 = 2.99%
0

Esto demuestra que para el '32Gd el nucleo es casi esférico, con una desviacion de esfericidad de s6lo un 2.99%

del radio promedio.

26.7. Determinar los posibles estados de un deuterdn si su momentum angular total tiene un nimero
cuantico J = 1.

El momentum angular total (J) del deuterén es la suma vectorial del momentum angular del sistema ligado
neutron-protén (L) y el spin intrinseco total del sistema neutrén-protén (S). Puesto que ambos, neutrén y
protén tienen spin § = 1 /2, el spin total intrinseco es 0 (inico estado) 6 | (estado triple). ComoJ=L+S y
J=1; 8=0,1, los unicos valores posibles para L son 0, | y 2. En la notacion espectroscépica de la secciéon
24.3, los posibles estados del deuterén son 3S,, °P,, 'P, y °D,.

El estado fundamental de! deuterén es una mezcla de 3§, y °D,.
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Problemas suplementarios

26.8. Calcular el magnetén nuclear en unidades de J/T. Resp. 5.03x10°Y J/T.

26.9. (Cual es la relacién del magnetén nuclear al magnetén de Bohr para un electrén? Resp. 5.45x107*

26.10.  Hallar la relacién entre la densidad nuclear a la atémica para el hidrégeno. (Suponga que el radio del nucleo es
1 fm.) Resp. 0.15 x 10"

26.11. Unrayoy esabsorbido y disocia un deuterén en un proton y un neutrén. Si el neutrén forma un dngulo de 90°
con la direccion del rayo v, calcular las energias cinéticas del proton y el neutrén.
Resp. K,=191 MeV; K, =186 MeV

26.12. Calcular el angulo que forma €l protén con el rayo y en el problema 26.11. Resp. 84°

26.13. Con relacion al problema 26.5. Deducir (3)a partirde (/) y(2) y del hecho de que el elipsoide esté uniformemen-
te cargado.

26.14. El momento cuadripolar eléctrico del '$Ho es 300 fm2. Si Rg = (1.4)4'/3, hallar R,/ R,
Resp. 6.33%



Capitulo 27

Propiedades de los nucleos

De todos los niicleos conocidos, cerca de 270 son estables, mientras que aproximadamente cuatro y
media veces ese niimero son inestables. La siguiente es una descripcion de algunas de las propiedades bésicas

de los nicleos en su estado fundamental (de mas baja energia). Parte de esta discusion es también aplicable a
los nucleos en estados excitados.

27.1 DESIGNACION DE LOS NUCLEOS

Cada nucleo esta identificado por el nimero atémico Z, un niimero entero igual al nimero de protones
en el nicleo; un nimero entero N, igual al niimero de neutrones y un nimerode masa 4 = N + Z, queesel
nimero total de nucleones. Los nicleos se designan con el simbolo X del elemento quimico, conel valorde Z
como subindice izquierdo y el valor de A como superindice izquierdo; asi, 4 X. Por ejemplo, 3}Na tiene 11
protones, 23 nucleones y 23 ~ 11 = 12 neutrones.

Los niicleos se agrupan en tres categorias. Los iséropos son nicleos con el mismo nitmero atémico
(protones) Z, v.g. '¢0 y 0. Los isdtonos son niicleos con el mismo niimero de neutrones N, por ejemplo,
13C y "N. Los isdbaros son nucleos con el mismo nimero de masa 4, v.g. '#C y 4N.

27.2 NUMERO RELATIVO DE PROTONES Y DE NEUTRONES

En los niicleos livianos el nimero de neutrones es aproximadamente igual al de protones ( N = Z).
A medida que crece el nimero de nucleones, se encuentra que para niicleos estables, el nimero de neu-

A
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= 100 //
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£ sob /7
g 7/
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g ’
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0 /
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zoir-
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% 20 4:) 60 80 -
Numero atémico, Z
Fig. 27-1
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trones se torna mayor que el numero de protones (N > Z), siguiendo aproximadamente la curva
mostrada en la figura 27-1. El exceso de neutrones se debe a que la fuerza repulsiva de Coulomb de los
protones los mantiene alejados. Por lo tanto, la masa de protones es menos densa que la masa de neutronesy
cuando el nimero de nucleones aumenta, hay menos protones que neutrones en un volumen dado.

27.3 EL NUCLEO COMO UNA ESFERA

Si se supone que la densidad de la materia nuclear es constante, el volumen del nicleo serd directamente
proporcional al nimero de nucleones, A4, en él. Por simetria esférica tenemos ¥ = (¢ ﬂrg)A, lo que da como
radio nuclear

R=r,4'

Se han realizado varios experimentos para comprobar esta relacion y obtener ry. Se ha encontrado que el
valor de r, depende de la propiedad nuclear que se mide. Para el tamafio dela distribucion de masa, rq =1.4
fm; mientras que para el tamafio de la distribucion de carga, ry =1.2 fm. A menos que se especifique otra cosa,
en la discusion y problemas siguientes, se utilizara el valor der, = 1.4 fm.

Del modelo esférico del niicleo con distribucién de carga uniforme Ze se deduce que este tiene una
energia electrostatica de (ver problema 27.7)

i 3 kZ(Z - 1)e?
cTI TR
2,2
~ % kZRe (para Z grande)

Esta relacion proporciona un método para determinar la dimensiéon de las distribuciones nucleares de
carga.

27.4 ENERGIA DE ENLACE NUCLEAR

Se ha encontrado que la masa en reposo de un nicleo estable es menor que la suma de las masas en
reposo de los nucleones que lo forman. El decrecimiento en la masa, es debido a la energia negativa necesaria
para mantener los nucleones unidos dentro del niicleo (ver problema 26.3). La energia total de enlace, EE, se
obtiene de la diferencia entre las energias en reposo de los nucleones que conforman el niicleo y la energia de
reposo del nicleo final:

EE = (Zm,)c* + (Nm,)c? = M, .c?

C

donde M, M, y M . son respectivamente, las masas en reposo del protén, neutrén y nuclear. El modelo de
“gota de liquido” (seccion 28.1) puede utilizarse para calcular las energias de enlace de los niicleos estables.

Generalmente en las tablas aparecen las masas ardmicas de los elementos en vez de las masas nucleares de
los mismos. Para obtener la masa nuclear, es necesario restar de la masa atémica la de los electrones del
atomo. (Estrictamente hablando, deberia agregarse la masa equivalente a la energia de enlace de los
electrones, pero esta es, por lo general, despreciable comparada con las masas en reposo.) Por ejemplo, gLi,
que tiene una masa atémica de 6.015125 u, tiene una masa nuclear de

M, = M — Zm, = 6015125 u — 3(0.000549 u) = 6.013478 u

A menos Que se diga otra cosa, las masas dadas en los problemas seran las masas atomicas. Cuando los
valores de las masas no sean dados, el lector debera consultar la tabla de masas atdmicas en el apéndice.
Cuando sea aplicable, en la expresion de EE la masa del hidrégeno sera utilizada en lugar de la masa del
protén, con el fin de compensar los electrones en las masas atémicas.
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27.2.

21.3.

27.4.

27.5.

27.6.
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Problemas resueltos
Calcular los radios de los nicleos de '°0 y 2%Pb .
De R=ryd'/? = (1.4 fm)4'/3,
Ro = (1.4 fm)(16)"/> = 3.53 fm
Rpy, = (1.4 fm)(208)"/° = 8.29 fm

Determinar la densidad aproximada de un nicleo.

Si el nicleo se considera como una esfera uniforme,

A X ad ledn AQ17x 1077k
masa_ (masa de un nucleén) B ( g) - 15 x 10”&

densidad = —- ~ 3 3 3
volumen $7R 27(1.4 X 10~15 41/3 m) m

Una pulgada cubica de material nuclear pesaria cerca de 10° millones de toneladas.

Encontrar el niicleo estable, cuyo radio es 1/3 del radio del '*°Os.
Puesto qué R o 4'/3,

l=_&_=(i ‘/’,(_4_)"’
3" Ro, \ Ao, 189

lo que da

que corresponde a "Li.

Un niicleo con 4 = 235 se fisiona en dos nuevos nicleos, cuyos niimeros de masa estan en relacién de
2 : 1. Hallar los radios de los nuevos nicleos.

Los nuevos nimeros de masa son
4= 1@3%) 4= 303)
por lo tanto

1/3
r,=(1.4fm)A,'/3=(l.4fm)(-2;—5) =599 fm

4173
ry= (1.4 fm)4}/? = (1.4 fm)[ %(235)] =755 fm

Calcular la energia de enlace del '25Te.

La energia de enlace estd dada por

EE = (Zm,)c? + (Nm,)c? — M,,.c?
= (52 X 1.007825 u + 74 X 1.008665 u — 125.903322 u) X 931.5 MeV fu = 1.066 X 10° MeV
6 1.066 GeV.

¢Cual es la energia necesaria para extraer el neutrén mas débilmente ligado en el 30Ca?
De la conservacion de la masa-energia,
Mucyc* + E = (Mg, + m,)c?

(39.962589 u)(931.5 MeV /u) + E = (38.970691 u + 1.008665 u)(931.5 MeV /u)
E =156 MeV
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Calcular la energia potencial eléctrica de los protones en un niicleo si se supone que la carga est4
uniforme y esféricamente distribuida.

Consideremos una delgada capa esférica de carga,
dg=p dV = p(4=r? dr)

esto se suma sobre una esfera con la misma densidad de carga y que tiene una carga total
q=pV=p(%1rr3)
La energia potencial eléctrica dE de la capa delgada es

k

r

( % tmr3)(4mor2 dr) = 3k( % pvr)z" dr

La energia potencial total de la esfera se obtiene integrando dE desde r =0 hasta r = R el radio final de la
esfera.

(R 4 \lrR, 3.4 Vs 3k[4 3
E j;dE 3k(—3pw)'f(;r dr———sk(—3pﬂ)R ——SR(—3pr)
Puesto que $pmR3=pV = Q = Ze, tenemos

2,2
E=_g_kZe

R

Las cargas que conforman un nicleo no son en realidad continuas, sino que estan agrupadas en cantidades
discretas. Para Z = | la energia de Coulomb seria cero, no obstante, la expresién anterior da una respuesta
finita. Para corregir la relacién anterior, debe sustituirse en ella Z*> por Z(Z — 1). Para valores grandes de Z,
esta es una correccién minima, no asi para valores pequefios de Z, La expresién correcta para la energia de
Coulomb es

kz(Z - 1)é?

3
Ec=3 R

Calcular la energia de Coulomb del ;3Ge.

Utilizando el resultado del problema 27.7, tenemos

kZ(Z - 1)é? ke’Z(Z - 1) 1.44 MeV - fm)
=3 22D 3 k22D 3 (UMY W),y
5 R 5 rpAV 5 (14fm)4
Z(z-1 32(31
= (0.617 MeV) (f) = (0.617 MeV) ——(——) = 146 MeV
AV (73)1/3

Problemas suplementarios
Las masas atémicas estdn tabuladas en el apéndice.

Utilizando la notacién patron, dé los simbolos para el nedn con 20 nucleones e itrio con 89 nucleones.
Resp. #Ne; Y

El radio del Ge es el doble que el radio del § Be. Con estos datos, jcudntos nucleones hay en ¢l Ge ?
Resp. 72
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27.11.

27.12.

27.13.

27.14.

27.15.
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¢Cual es la energia necesaria para extraer el protén mas débilmente ligado en el 33Ca? Compare esta respuesta
con la obtenida en el problema 27.6. Resp. 8.33 MeV

Calcule la relacién del radio nuclear del Zgng al radio de los electrones mas préximos al nuicleo obtenido dela
teoria de Bohr. Resp. 1/77.8

Calcular el valor de Z para el cual, las expresiones para la energia de Coulomb correcta y aproximada, difieran
en un 5%. Resp. 21

Calcular las energias de Coulomb del 'S0 y '73Lu. Resp. 13.2 MeV; 548 MeV

;Cual es la energia de enlace del 33K ? Resp. 333.7 MeV



Capitulo 28

Modelos nucleares

En la actualidad no existe una teoria fundamental que explique todas las propiedades observadas de los
nucleos. A falta de una teoria, se han desarrollado diferentes modelos, cada uno de los cuales explica con
éxito algunas de las propiedades nucleares.

28.1 EL MODELO DE GOTA DE LIQUIDO

En 1935 C. v. Weisziicker descubrié que las propieades nucleares relacionadas con tamafio, masa y
energia de enlace eran parecidas a las encontradas para una gota de liquido. En una gota de liquido la
densidad es constante, el tamafio es proporcional al nimero de particulas, o moléculas, de la gota y el calor de
vaporizacion, o energia de enlace, de la gota es directamente proporcional a la masa o nimero de particulas
que conforman la gota.

Como lo demostraremos mds adelante, el modelo nuclear de gota de liquido conduce a la siguiente
expresién, conocida como formula semiempirica de la masa, que proporciona la masa del nicleo en funcién

deAdyZ:
M =Zm, + (A~ Z)m,— bA + b,A* + b;Z?’A7 ' + b(A —2ZY’A™' + bsA™/* (28.1)

Las constantes que aparecen en la ecuacion (28.7) se determinan de datos experimentales; sus valores (en
unidades de energia) pueden tomarse como

b,=140MeV b, =058 MeV
b,=130MeV b, =193 MeV

y bs estd dado de acuerdo con el siguiente esquema:

A ¥4 by
Par Par —33.5 MeV
Impar 0
Par Impar + 33.5 MeV

Los términos de (28.1) han sido obtenidos mediante una serie de correcciones sucesivas, como se indica a
continuacion. '

Despreciando la energia de enlace, la primera aproximacién de la masa de un nicleo formado por Z
protones y N = A — Z neutrones, seria Zm, + (4 — zyn.

A continuacién, este valor de la masa se corrige considerando la energia de enlace de los nucleones.
Puesto que la fuerza nuclear es atractiva, esta energia de enlace serd positiva (para separar los nucleones debe
efectuarse un trabajo positivo), por eso la masa del niicleo serd menor que la masa de los nucleones separados.
Del modelo de gota de liquido, el calor de vaporizacién (energia de enlace) serd directamente proporcional al
numero de nucleones A4, resultado que se traduce en una correccién de — b,4 (b, > 0).

La suposicién hecha en la primera correccién, con la energia de enlace igual a b, por nucleén, equivalea
suponer que todos los nucleones estan igualmente rodeados por otros nucleones. Esto, por supuesto, no es
verdadero para los nucleones de la superficie nuclear, que estin mas débilmente ligados. Por lo tanto, en la
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primera correccién se sustrajo demasiado y por eso debe agregarse una correccién de masa proporcional al
area de la superficie nuclear, b,4%/%, para tener en cuenta este efecto de “superficie”.

La energia positiva de Coulomb entre los protones, E¢, (que es equivalente a la energia de enlace
—E.) aumenta la masa del niicleo en una cantidad E./c? Del problema 27.7, para Z grande,

Eco Z'R™ "= Z¥(ryd"?) ' 274 ~1/3

que se considera en el término b;Z%4 ~'/3,

Hasta aqui, todos los términos de la expresion de la masa nuclear se han obtenido por analogia conuna
gota de liquido incompresible y cargada. Ademas, debido a los efectos mecanico-cudntico, generalmente se
agregan dos términos, como sigue.

Se ha encontrado que si en un micleo hay mas neutrones que protones (o viceversa), su energia y, por
conpsiguiente su masa, se aumenta debido al principio de exclusién de Pauli. El término de correccidn por este
efecto depende del neutrén (o protén) de exceso, de acuerdo con

b(N—ZY4A '=b(A—-2Z)4A!

(ver problema 28.16).

Los nucleones en el ntcleo también tienden a “aparejarse”, es decir, los neutrones y los protones se
agrupan juntos con sus spines opuestos. Debido a este efecto se ha encontrado que existe una energia de
aparejamiento que varia segin 4 ~>/% que crece con el niimero de nucleones no aparejados. Este niimero se
determina como sigue:

A z Nimero de nucleones sin aparejar
Par Par 0
Impar 1
Par Impar 2 (1 neutrén y 1 protén)

La inclusién de este término de energia de aparejamiento da la expresion final, (28.1), para la masa nuclear.
La energia de enlace promedio por nucledn se obtiene de (28.1) efectuando la diferencia entre la masa-
energfa nuclear y la masa-energia de los nucleones que la integran dividida por el niimero de nucleones:
Zm, + (A — Z)m,— M|c?
[ P ( A) n ] ==bl—bzA-l/s—b:‘ZzA_‘/a-lu(A-22)2A-2‘b5A—7/4

(28.2)

BE/A =

(Obsérvese que EE/ 4 no es la misma energia necesaria para extraer un inico nucleén de un niicleo dado.) En
la figura 28-1 se indica el grafico de esta ecuacion. Se observa que para un valor grande de A el valorde EE/ 4
es aproximadamente constante con un valor de 8 MeV.

EE/A, MeV
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Debe resaltarse que las ecuaciones (28.1) 6 (28.2) no dan valores exactos sino que predicen Gnicamente
valores aproximados con exactitud diferente para diferentes nucleos, como se demuestra en los problemas
resucltos.

28.2 MODELO DE CAPAS

En el modelo de gota de liquido, el nicleo no se considera individualmente sino que sus efectos son
promediados sobre ¢l nicleo. Con este modelo se explican satisfactoriamente algunas propiedades nucleares
como la energia de enlace promedio por nucleén. Sin embargo, otras propiedades. nucleares, tales como las
energias de los estados excitados y los momentos magnéticos nucleares requieren un modelo microscépico
que tenga en cuenta el comportamiento individual de los nucleones.

A medida que los datos nucleares se han venido acumulando, ha resultado evidente que aparecen
enormes cambios en las propiedades nucleares en los nicleos con N 6 Z igual a 2, 8, 20, 28, 50, 82 6 126,
generalmente conocidos como “niimeros magicos”. Se ha encontrado que los nicleos correspondientes a
estos nimeros magicos son particularmente estables y numerosos y el tltimo de los nucleones magicos que
completa esta “capa” tiene energias altas de enlace. Ademds, se ha encontrado que las energias del primer
estado excitado son mayores para los nicleos cercanos que no tienen niimeros magicos. Por ejemplo, el
estafio, con el nimero magico Z = 50, tiene 10 isétopos estables (el mismo Z y diferente A4), la energia
necesaria para extraer un protén es de aproximadamente 11 MeV, los primeros estados excitados de los
is6topos par-par (esto es, Ny Z pares) son de aproximadamente 1.2 MeV por encima del estado fundamental.
En cambio, para los is6topos cercanos al telurio, con Z = 52, la energia necesaria para extraer un proton es
aproximadamente 7 MeV y para el primer estado excitado de los is6topos par-par la energia es aproximada-
mente de 0.60 MeV.

Recordemos que en los 4tomos se observan fluctuaciones semejantes, cuando los electrones llenan
completamente las diferentes capas atémicas (capitulo 24). Este comportamiento similar nos lleva a pensar
que algunas propiedades nucleares podrian explicarse en términos de un modelo de capas nuclear.

La estructura atdmica de capas se obtiene mediante una serie de aproximaciones sucesivas. En primer
lugar, se supone que los niveles de energia para un niicleo de carga Ze se llenan sucesivamente con electrones
Z cuando no interactiian unos con otros y luego se tienen en cuenta las correcciones para diferentes efectos de
interaccion. No obstante, estas correcciones son pequeiias; el principal efecto que resuita en la primera
aproximacion de los niveles de capas, consiste en que, en promedio, los electrones se mueven independiente-
mente en el campo de Coulomb del nacleo.

Si se considera la misma aproximacion para desarrollar el modelo de capas para el niicleo, debe
utilizarse un potencial diferente para representar las fuerzas nucleares de corto alcance. Una aproximacién
consiste en suponer que los nucleones se mueven en promedio en un potencial oscilador arménico.

= tip2= 1,202
vV 2kR 2me

Un tratamiento mecanico-cuantico demuestra que los niveles de energia estdn dados por
E=(o+ 2 Jh (28.3)

con N =2(n - 1) + I. Lacantidad de / es el niimero cuantico-del momentum angular orbital y toma uno de
los valores 0, 1, 2, 3,...; se acostumbra relacionarlo con el vector momentum angular orbital, segiin |l =

]/ (1 + 1) h. (Para los nucleones, tanto los vectores cuantizados como los niimeros cuénticos se representan
con letras minisculas.) La cantidad » es un niimero entero y toma los valores 1,2, 3,4,... . Adiferenciadela
solucién del atomo de hidrégeno, el valor de / no esté limitado por n.

Los estados del momentum angular orbital del nucle6n seindican en notacién espectroscépica asi:

valorde :0 1 2 3 4 5 ...
simbolo: s p d f g h
El orden (con respecto a la energia creciente) de un determinado estado /se indica dando la letra simbolo con

el valor den. (Para un / fijo, 9. aumenta con n.) Asi, el estado 2d es el siguiente estado mas bajo para el
estado /= 2.
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La figura 28-2(a) muestra los niveles de energia predichos por un potencial oscilador arménico, junto
con el maximo niimero de nucleones en cada nivel de energia de acuerdo con el principio de exclusion de
Pauli. Se ve que los niveles de energia finales se encuentran en los nucleones 2, 8, 20, 40, 70, 112 y 168, de los
cuales solamente los tres primeros son nimeros magicos.

Para tener en cuenta los niimeros méagicos observados, M. Mayer y J. Jensen en 1949, individualmente
propusieron la existencia de una interaccién spin-6rbita (1 - s) ademas del potencial oscilador arménico.
Puesto que los nucleones tienen un unico valor s = 1 para su niimero cudntico de spin, el efecto spin-6rbita
ocasionard para cada estado de momentum angular orbital con / > 0 un desdoblamiento en dos drbitas (u
orbitales), segiin que el nimero cudntico del momentum angular total jsea j= [+ 5 6 j =1 — s [ver ecua-
cién (22.6)]. La energia de desdoblamiento se encuentra al calcular 1+s (problema 22.1):

s = 2 [J(+ 1) = (1 + 1) = s(s + D]#?

/ .
= -2-722 =i (28.4)
I+1 . ’
- " j=1-1

Restando estas dos expresiones se encuentra que la separacién de energia entre las dos Orbitas es
proporcional a 2/+ 1y, por lo tanto, aumenta cuando / aumenta.

Las drbitas se designan agregando el valor de j como un subindice derecho al simbolo para el estado del
momentum angular orbital. Por ejemplo ld,,,se utiliza para las combinaciones de niimeros cuanticos n =1,
I=2,j=1—1s5=23/2 Para los nicleos es convemente reformular el principio de exclusién de Pauli como
sigue: dos nucleones no pueden tener el mismo conjunto de nimeros cudnticos (n, /, j, m) Por lo tanto,
(problema 28.10) una 6rbita puede contener a lo sumo 2j + I nucleones.

En los 4tomos el desdoblamiento spin-6rbita es un efecto pequefio que da lugar a la estructura “fina”. En
los nuicleos, sin embargo, la interaccién spin-6rbita es mas bien fuerte y da lugar a desdoblamientos de energia
comparables con la separacion entre los niveles de energia del oscilador arménico. Otra diferencia entre el
desdoblamiento 1°s enlonicleosyen los atomos consiste en queen los nicleos la energia de la 6rbita j=/+ 3
es inferior que la de la 6rbita j =/ — 3, lo cual estd en oposicién a lo que se encontré para los 4tomos.

No es posible predecir si el desdoblamiento spin-Orbita sobrepasard o no los niveles iniciales del
oscilador arménico. El ordenamiento final de las 6rbitas se determina mediante evidencia experimental y se
indica en la figura 28.2(b). Las capas finales —el niimero total de nucleones por encima de la mayor separa-
cién de energia— corresponden a los niimeros magicos.

Los protones (y neutrones) en la misma érbita tienden a aparearse para dar un momentum angular
cero. Por lo tanto, los nucleos par-par tendran un momentum angular total J = Zj, de cero, mientras que siun
nicleo tiene un nimero impar de protones o neutrones su momentum angular total es igual al momentum
angular del ultimo (impar) nucle6n. Para nicleos impar-impar la situacién es mas complicada (ver proble-
ma 28.13).

Problemas resueltos

28.1. ;Cual es la energia de repulsién de Coulomb de los dos protones en un 3 He si se supone que estan
separados una distancia igual al radio nuclear?

La energia de Coulomb es

ke ke?  _ 1.44MeV:im

Eq-= R (’OAI/I!) - (1.4 fm)(3'/3)

= (.71 MeV

28.2. ;Cual es la diferencia entre las energias de enlace del 3He y 1H?



180

28.3.

28.4.

28.5.

28.6.

FISICA NUCLEAR [PARTE 6

La energia de enlace para el 3He es
EEy. = (Zm, + Nm, — M )c? = [2(1.007825 u) + 1.008665 u — 3.016030 u}(931.5 MeV /u) = 7.72 MeV
La energia de enlace para el 1H es
EEy = [1.007825 u + 2(1.008665 u) — 3.016050 ul(931.5 MeV /u) = 8.48 MeV

Observamos que la energia de enlace del gHe es inferior a la del ?H en una cantidad (0.76 MeV) que es aproxi-
madamente igual a la energia de repulsion de Coulomb del 3 He calculada en el problema 28.1.

Calcular la energia de enlace por nucleén para el Mo,

(Zm, + Nm,, — M, )c?
A

EE/A =

donde sélo se han utilizado las masas atdmicas para m, y My, (porlotanto, las maeas electrénicas se cancelan)

42(1.007825 u) + 56(1.008665 u) — 97.905409 u

EE/A= 2

(931.5 M:V ) = 8.64 MeV

Compare las energias minimas necesarias para extraer un neutrdn del 3)Ca, 32Ca y 3.Ca.
Para el ;&Ca la energia necesaria para extraer un neutrén se obtiene del proceso
$Ca+ E3Ca+n

por lo tanto

E = (Muc, + m, — Mag,)c? = (39.962589 u + 1.008665 u — 40.962275 u)(931.5 MeV /u) = 8.36 MeV
Para $2Ca,

E = (Mauc, + m, — Mug,)c? = (40.962275 u + 1.008665 u — 41.958625 u)(931.5 MeV /u) = 11.47 MeV
Para $3Ca,

E = (Mac, + m, — Mag)c? = (41.958625 u + 1.008665 u — 42.958780 u)(931.5 MeV /u) = 7.93 MeV

La energia necesaria para extraer un neutrén del 33Caes 3.11 MeV mayor que la energia necesaria para
extraer un neutrén del 35Ca y 3.54 MeV mayor que la energia necesaria para extraer un neutrén del QOCa,
aunque todos los neutrones se encuentran en una capa 1f;,; (lo cual constituye la 6rbita 1f; ;). Larazén deesta
diferencia est4 en que los neutrones de la misma érbita tienden a aparejarse. Por lo tanto, en el $2Ca con 22 neu-
trones se necesitaria no solamente la energia de enlace normal del neutrdn sino una energia adicional para
romper el aparejamiento del neutrén en la 6rbita 1f; ;. En el 3Ca y 33Ca hay un neutrén aparejado disponible
y, por lo tanto, se necesita menos energia. Es interesante anotar que en el 3gCa se requieren 11.14 MeV para
extraer un neutrén (tiene dos neutrones aparejados).

Los nicleos de *“espejo” tienen el mismo valor impar de A, pero los valores de N y Z estin
intercambiados. Calcular la diferencia de masa entre dos nicleos de espejo para los cuales Ny Z
difieren en una unidad.

El término A — 2Z en la férmula semiempirica de la masa puede escribirse asi
A—-2Z=N+Z=-2Z=N-2

por lo tanto, si Ny Z difieren en una unidad, 4 — 2Z = + 1. Siahora restamos una de otra, las dos masas M,
y Mz, el término (4 — 2Z)? se cancela, dando 4 =2Z + 1,

Mgyr— My =(m,— m)(Z + 1) = Z]1+ b,d ' P[(Z+ 1)) = Z2] = m, — m, + byA*/°

Las masas del 33Na y 3Mgson 22.989771 u y 22.994125 u, respectivamente. A partir de estos datos,
calcular el valor de la constante b3 en la férmula semiempirica de la masa.
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Los dos nicleos son de espejo. Del problema 28.5,

Mz..,l - Mz =m,—m, + b3A2/3

P
22.994125 u — 22.989771 u = 1.007825 u — 1.008665 u + b5(23)*/°

by = 6.42 X 10~ u = 0.598 MeV

28.7. Para valores grandes de Z, segiin el problema 27.7, la energia de Coulomb de un nucleo es

3 kZ%?
Ee=35 "k~

Calcular b, en la férmula semiempirica de la masa con r, = 1.5 fm.
Para un nicleo R = ro4 173 1a energia de Coulomb es

3 kZ%? z?
E~-= = - b g
c 3§ ’OAI/S 3A'/3

Por lo tanto,

o 3 ket 3(1.44 MeV *fm)

bym 2 X w2
275 Tr 5(1.5 fm)

= (.58 MeV

Siry se considera como 1.4 fm, el valor de b, resulta ser 0.62 MeV. Estas respuestas concuerdan con los valores
de b; obtenidos en el problema 28.6.

28.8.  Utilizando el modelo de gota de liquido, hallar el isébaro més estable para un determinado A4 impar.

Para A impar, bs=0 en la férmula semiempirica de masa y la energia de enlace es
EE = by A— b,A%? — b,Z?4~1/3 ~ b (4 — 2Z)4 !

Elisébaro mas estable (4 = constante) es aquél que tiene la maxima energia de enlace. Esto se obtiene haciendo

d(EE)/dZ = 0.
d(;ZE) = —2b,ZA V3 +4b(A -2Z)A ' =0
4b4 A
Z= 3+ 8bA-' b
2b3A + 4A %AZ/:"FZ

4
Utilizando b; =0.58 MeV y by=19.3 MeV da

A
Z=
0.015 422 +2

28.9. Encontrar los nicleos més estables para 4 = 25, 43, 77.

El resultado del problema 28.8 da para 4 = 25,

4 25

0015 4% +2.  (0.015)(25)*° +2 =

y 13 Mg es en efecto estable. Se encuentra experimentalmente que 3Al y 23Na no son estables.
Para A = 43,

43

Ze—— P ~197820
(0.015)(43)*% + 2
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y se encuentra experimentalmente que 23Ca es estable, mientras que $3K y 3iSc son inestables.
Para 4 =177,

Z=—— 1 .339x34

0.015)(1MY* + 2

y se encuentra experimentalmente que }Se es estable, mientras que J}As y 11Br son inestables.

Demostrar que en una 6rbita de un j dado puede haber a lo sumo 2j + 1 nucleones. Demostrar que
para los estados p (/ =1) esto concuerda con el principio de Pauli que permite 22/ + 1) =6
nucleones.

Para un j dado,
'"j-j)j—l)~~-y _(J_l)’ _j

se obtiene un total de 2f + 1 valores. Por lo tanto, el principio de Pauli permite 2/ + 1 nucleones en la 6rbita.
Un estado p se desdobla en una 6rbita p3 /2 que puede contener 2j + 1 =2(3/2) + 1 = 4 nucleonesy una
6rbita p;/> puede contener 2j + 1 =2(1/2)+ 1 = 2 nucleones, para un total de 6 nucleones.

Las masas conocidas para A = 50 son: 3%Sc, 49.951730 u; 33Ti, 49.944786 u; 33V, 49.947164 u;
39Cr, 49.946055 u; 39Mn, 49.954215 u. A partir de estos datos calcular la constante by, la
intensidad del término de aparejamiento, en la férmula semiempirica de la masa.

Para un valor fijo par de A y un valor impar de Z (puesto que Z + 1 es par, etc.) la férmula semiempirica
de la masa puede escribirse asi:

M(Z)=a,Z? +a,Z + a; + bsd ~3/4
M(Z+1D)=a(Z+ 1)+ a Z+ 1)+ ay— bsd %4
M(Z+2)=a(Z+2  +a Z+2)+as+ bd~%4
M(Z+3)=a(Z+3) "+ alZ +3) +a; — bsd 3/
donde a,, a, y a, son constantes. Estableciendo la tercera diferencia:
M(Z+3)- 3M(z +2)+3M(Z+1) - M(Z)= —8bsa™%*
Aplicando esto para Z = 21se obticne (después de simplificar los datos por 49 u)
0.946055 u — 3(0.947164 u) + 3(0.944786 u) — 0.951730 u = —8(507>/%)b,
por lo tanto

50 3/4
by = T (0.012809 u) = 0.0301 u = 28.0 MeV

Si tomamos otra tercera diferencia,
M(Z+4)-3MZ+3)+3IMZ+2)-M(Z+1)= +8bsA~3/*

obtenemos
50 3/4
by = T (0.012756 u) = 0.0300 u = 27.9 MeV

y se encuentra que los dos valores calculados para b, estin muy cercanos uno del otro. El valor aceptado es
33.5 MeV.

Hallar el momentum angular del estado fundamental de (a) ‘30, (b) 3K, (c) 22Ne.

Las configuraciones al estado fundamental, de acuerdo con el modelo de capas, se indican en la figura 28-3.

(a) Todos los nucleones estan aparejados excepto el neutrén lp, /25 porlo tanto, el momentum angular total en
el estado fundamental esJ = 1/2.
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28.13.

{b) Todos los nucleones estan aparejados excepto el proton ldy)y 5 ¢l momentum angular total es J =3/2,
(¢) Todos los nucleones estAn aparejados; J = 0.

;Cudles son los valores posibles del momentum angular del estado fundamental para el 13P?

El modelo de capas para el estado fundamental del 3P, suponiendo que los niveles de energna mas bajos
estan totalmente llenos, se indica en la figura 28-4. En este modelo todos los nucleones del 32P se encuentran
aparejados, con lo cual se obtiene un momentum angular 1gual acero, excepto para el protén 2s; ,, y el neutrén
1d;/, . El momentum angular en el estado fundamental del 2P en este modelo debe ser la suma vectonal delos
momenta angular de las particulas para j=1/2 y j=23/2 . Para el protén tenemos como posibles valo-
res de m;

14y AN —
l51/2 AT ) AR A
1ds;, R A RARARARA AT ATARARARAKAR YK K-
Ip\ 2 K ¥ K ¥ XX %
1py )y —HHHH—THHNN— =N —THINN— T HIENH—
18,2 ¥ X ¥ X ¥ %
Protones Neutrones Protones Neutrones Protones Neutrones
(@ %o (6) #K (c) iNe
Fig. 28-3

y para el neutrén, _3 1 | 3
mp=303073073
Entonces 1 (0 -1
M,=m|/2+m3/2=2 {lg{oy{_l’_2

La linea superior de los valores de M, corresponde a J = 2 y la linea inferior a Ji=1.
El valor experimental del estado fundamental del 3P es J = 1, J = 2 que corresponden al primer estado
excitado.

14 Energia de
3/2 X excitacién, MeV J
2-"l/z * oo 20 ————— 1/2
IR
ldy
1.56 5/2
19172 — e —— KN 1.41 15/2
1p3/; ~—KHHH—T—HHHH—
0.78 — 11/2
ls,/z X—x ﬂ
Protones Neutrones G.S. 9/2

Fig. 28-4 Fig. 28-5
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28.14. Enla figura 28-5 se muestran los primeros cuatro estados excitados del 2g“;l’b. Utilizando el modelo
de capas, explique el espectro como si se tratara de una sola particula.

El isotopo 288Pb, con 82 protones y 126 neutrones es doblemente magico. Como se indica en la figura
28-6(a), el B3P tiene la estructura cerrada de un 233Pb y un neutrén adicional en la érbita 2g9/2- Losestados
excitados [1/2,15/2,5/2y 1/2 corresponden a las excitaciones del neutrén en las érbitas iy 2, biis/2 3dsp2
y 45y /3, seglin el modelo de capas [figura 28-6(b) a (e)].

Estado
fundamental
J=9/2 J=1172 J=15/2 J=5/2 J=1/2
% 45y 13
¥% 3ds
% Lis/2
X% Liyi s
% 289/2

(b) (0 (a)
Fig. 28-6

28.15. Las masas del $Ca, g(',Ca, y ggCa son 39.962589 u, 40.962275 u y 38.970691 u, respectivamente.
Calcular la diferencia de energia entre las capas de neutrones 1d; , y 1f; /2 (es decir, la separa-
cion de energia correspondiente al neutrén con nimero magico 20).

Segun el modelo de capas, al 33Ca le hace falta un neutrénenla capa 1d; )3, €l 49Ca completa estacapayel
44Ca adiciona un neutrén a la capa lf; ;.
La energia de enlace de un neutrén en 1d;,, enel “Ca es

EE, = (Msc, + m, — Muwc,)c?
= (38.970691 u + 1.008665 u — 39.962589 u}(931.5 MeV-/u) = 15.62 MeV

mientras que la energia de enlace de un neutrén en 1f;,, en 4ICa es

EE; = (Mg, + m, — AI4IC3)(.‘2
= (39.962589 u + 1.008665 u — 40.962275 u)(931.5 MeV /u) = 8.36 MeV

La diferencia de energia de enlace debe ser la separacion de energia 8, de las capas 1fy , yldy 2.

8 =EE, —EE, = 15.62 MeV — 8.36 MeV = 7.26 MeV

28.16. Consideremos un modelo de capas en el cual los nucleones se encuentran aparejados con igual
espaciamiento en los niveles de energia. Si consideramos que hay igual nimero de neutrones que de
protones, calcular la energia necesaria para cambiar n protones aparejados a los neutrones y
llevarlos a las orbitas de los neutrones.

El problema se ilustra en la figura 28-7. Si el nicleo final debe tener N neutrones y Z protones, se define la
diferencia de nucleones como n= N — Z, lo cual es el doble del nimero de nucleones aparejados que deben
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desplazarse de los niveles de protones a los niveles de neutrones. Si todos los niveles estdn separados por una
energia 8, la energia total necesaria para crear el nicleo final es

E=Q20)D+ @)D +@8)B)+ -+ +Q8)n—-1)=28[1+3+5+--- +(n—=1)]
=2s("72)= %(N—Z)2= g(A ~2z)

Este término esta directamente relacionado con el término by (4 — 2Z)’4 ! en la férmula semiempirica de la
masa que es una expresion para el exceso de energia de neutrones o protones.

S~
— 6_-9_-» o —

/’\ o ft\ 4\
A 4 A 7
b1 bo1+b-¢— &0
s v
o144 o144
Protones Neutrones Protones Neutrones Protones Neutrones
Fig. 28-7

Problemas suplementarios

Las masas atémicas se encuentran tabuladas en el apéndice.

28.17.  Calcular la energia de enlace por nucledn para (a) 4He, () '2C, (¢) ¥Ca, (d) 2%2Hg.
Resp. (a) 7.07 MeV; (b) 7.68 MeV; (c) 8.55 MeV; (d) 7.90 MeV

28.18.  Calcular la energia necesaria para extraer el neutrén mas débilmente ligado enel "JO. Resp. 4.14 MeV

28.19. Calcular el valor de b en la férmula semiempirica de la masa para las masas de 33Ne (21.991385u) y #Na
(21.994437 u). Compare estos valores con los obtenidos en el problema 28.6. Resp. 0.484 MeV

28.20. Encontrar el niicleo mas estable para A = 57 . Resp. Z=126 (3iFe)

28.21. Calcular el momentum angular del estado fundamental de (a) 4Ca, (b) 3%Kr, (¢) BZr.
Resp. (a)7/2; (b) 0; (c) 5/2

28.22.  Encontrar el valor del momentum angular total para los siguientes estadosen el '2C: (a) el estado fundamental,
con todas las 6rbitas de neutrones y protones llenasenel 1p; , y unneutrénadicionalenla-drbita lp, ,, ;(b)un
estado excitado como en (a) con la diferencia de que el neutrdn adicional se encuentra excitado en una orbita
2s, /25 (¢) un estado excitado como en(a) a diferencia de que el neutrén adicional se encuentra en la 6rbitalds ,;
(d) un estado excitado con las 6rbitas de protones llenas en 1p;,, ,y dos neutronesen la 6rbita 1s, /, , tres neu-
trones en la érbita 1ps ¥ dos neutrones en la 6rbita 1pys - Resp. (a)1/2; (b)) 1/2; () 5/2; (d) 3/2

28.23. Los excesos de masa,
8 =[M (enu) — A(x 1 u)]l X (931.5 MeV /u)

para '30, 180 y 'JO son respectivamente 2859. 9 keV, —4736.6 keV y —807.7 keV. A partir de estos datos,
calcular la diferencia de energia entre las 6rbitas 1p,; y lds,, para neutrones (es decir, la separacioén de
energia correspondiente al neutrén de nimero magico 8). Resp. 11.53 MeV

7- FISICA MODERNA



Capitulo 29

El decaimiento de nucleos inestables

29.1 INTRODUCCION

Como se discutid en el capitulo 28, los niicleos presentan estados excitados. Estos estados excitados
pueden decaer mediante la emision de fotones de alta energia directamente al estado fundamental o a través
de estados de energia mas baja que la del estado original. Ademas, tanto en los estados excitados como en el
estado fundamental, los nicleos pueden emitir espontaneamente otras particulas para llegar a las configura-
ciones de energia mas baja.

Cuando se investigd por primera vez el decaimiento nuclear, los productos del decaimiento fueron
denominados como rayos v, particulas a, particulas B~y particulas  *. Mucho mads tarde se encontré que
los productos del decaimiento no eran entes nuevos sino que los rayos ¥ son fotones de alta energia, las
particulas o son nicleos de helio, las particulas 8 ~son electrones y las particulas 8 * son positrones.

En las diferentes reacciones, las leyes de conservacion de masa-energia, de carga y de momentum angular
y lineal son siempre aplicables. En el decaimiento nuclear se ha encontrado que las leyes de conservacién de
los nucleones también son validas: el nimero de nucleones antes y después de un decaimiento debe ser igual.

29.2 LA LEY ESTADISTICA DEL DECAIMIENTO RADIACTIVO

En un decaimiento radioactivo, un niicleo inicialmente inestable denominado padre, emite una particula
y decae en un nicleo denominado hija; el nacimiento de la hija se ocasiona por la muerte del padre. La hija
puede ser el mismo nicleo en un estado de energia mas bajo, como en el caso del decaimiento vy, o un niicleo
completamente nuevo, como ocurre en los decaimientos de a y 8. Todos los decaimientos nucleares siguen la
misma ley de decaimiento radiactivo sin importar qué tipo de particulas sean emitidas. Si inicialmente hay
N, ntcleos padres inestables, el nimero N de padres que quedan después de un tiempo ¢ es (problema 29.1)

N=NgeM (29.1)

La constante A se denomina constante de decaimiento o constante de desintegracion y depende del proceso
particular de decaimiento.

La ecuacién (29.1) es una ley estadistica y no determinista que da el numero esperado de padres que
sobreviven después de un tiempo 1. Sin embargo, si NV, es muy grande (como ocurre siempre en la practica), el
numero presente de supervivientes y el nimero esperado casi siempre difieren en una fraccién muy insignifi-
cante de N,

La rapidez de decaimiento de una muestra radiactiva se mide generalmente por la vida media, T /5,
definida como el intervalo, en el cual el nimero de nicleos padres se reduce a la mitad. La vida media se
obtiene en términos de A asi

In2 _ 0693
Tip= " =3~ (29.2)

Asi, con N, niicleos inicialmente, al cabo de un tiempo T;,; quedarian N,/2; después de un tiempo 27 ,,
quedarian N,/4y asi, sucesivamente.

Otra cantidad que mide la rapidez con que una muestra decae es el promedio o tiempo de vida medio de
un nicleo T, dado por

1
(ver problema 29.7). T,= X Tn2 (29.3)
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La ley que describe el aumento de los nuicleos hija, suponiendo que éstos son estables, se obtiene de (29.7)

asth.
Np=Nyg— N= Nyl —e™™) (29.4)

En muchos decaimientos el nicleo hija es también inestable y decae posteriormente en una nieta; esta
situacion sera tratada en los problemas resueltos.
La actividad de una muestra se define como el valor de la rapidez de desintegracién:

dt

La unidad de medida de rapidez de desintegracion o actividad es el curie, definido como 1 Ci = 3.700 X 10'®
desintegraciones por segundo.

actividad =| aN |= e N = AN (29.5)

29.3 DECAIMIENTO GAMMA

En un decaimiento gamma un nucleo inicialmente en un estado excitado realiza una transicién a un
estado de energia mas bajo y en este proceso emite un fotén denominado rayo y. Se ha encontrado que el rayo
y sale con energias discretas, lo que demuestra que el niicleo posee niveles de energia discretos. La energia del
fotén de rayos y se obtiene de la expresion comun

h = E, ~ E, (29.6)

A diferencia de los fotones emitidos en las transiciones atémicas donde las energias son de unes pocos eV, ¢l
rango de energias de los rayos y va de unas decenas de keV hasta MeV,

Puesto que los fotones de rayos y no son portadorés de masa ni de carga, en un decaimiento gamma, la
carga y el nimero atémico del niicleo no varian. Si el nicleo excitado se designa por (Z#)*, un decaimiento
gamma al estado fundamental puede escribirse en simbolos asi

(Z*)y*>Z"+y

La mayoria de los nicleos excitados que sufren un decaimiento gamma tienen vidas medias demasiado
pequeiias, de unos 10™!* s, mucho mas corta que la vida media de los estados excitados electrénicos. Los
estados excitados de algunos nicleos son muy largos y sus vidas medias son medibles. Estos nicleos excitados
se denominan isomeros y los estados excitados se denominan estados isoméricos.

29.4 DECAIMIENTO ALFA

En un decaimiento alfa, una particula a es expulsada de un nicleo. Puesto que una particula « es un
nucleo de helio, el nicleo padre pierde dos protones y dos neutrones. Por lo tanto, su niimero atémico Z
disminuye en dos unidades y su numero de masa 4 disminuye en cuatro unidades; entonces, la hija Dy el
padre P son elementos quimicamente diferentes. Aplicando la ley de conservacion de la carga y de los
nucleones, podemos escribir simbolicamente el decaimiento alfa asi

4P 573D + 3He
Por ejemplo,
28U ,34Th + ¢He
En un sistema en el cual el nicleo padre estd en reposo, encontramos a partir dela ley de conservacién de
la energia que v
Mpc?= Mpc*+ M, c*+ K, + K, (29.7)
donde K, y K, son respectivamente las energias cinéticas de la hija y de la particulaa; My, M, y M, son

respectivamente las masas del padre, la hija y la particula a. Puesto que la energia cinética no puede ser nega-
tiva, el decaimiento alfa no puede realizarse a menos que

M,> Mp+ M, (29.8)
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Ademas de la energia, el momentum debe conservarse. Puesto que solamente resultan dos particulas de
un decaimiento alfa, las dos condiciones de conservacién fijan univocamente las energias cinéticas (y los
momenta) de la particula a y del nicleo hija. Si el niicleo padre decae y queda en reposo, la energia cinética de
la particula a estd dada por: (ver problema 29.15)

K = ( 4-4 )Q (29.9)

donde la energia de desintegracion Q es la energia total liberada en la reaccion:
Q=(Mp— My, — M,)? (29.10)

La cantidad Q es constante para cualquier decaimiento alfa y tiene el mismo valor para todo observador. En
el sistema de referencia en reposo del niicleo,

Q=K,+K, (29.11)

29.5 EL DECAIMIENTO BETA Y EL NEUTRINO

Es posible que un proceso nuclear se efectie cuando la carta Ze del niicleo varia, pero el nimero de
nucleones A permanece constante. Esto puede ocurrir con un niicleo que emite un electrén(decaimientof ),
que emite un positron (decaimiento B ), o que captura un electron atémico interior (captura de electrén). En
cada uno de estos procesos un protdn se convierte en neutrén o viceversa.

Se ha encontrado que en cada uno de estos procesos aparece una particula adicional llamada neutrino
( v ), como producto del decaimiento. Las propiedades del neutrino son: carga eléctrica, 0; masa en reposo,
0; spin intrinseco, 1/2 y, como toda particula sin masa en reposo, tiene una velocidad ¢ (velocidad de la luz).

La existencia de un neutrino fue postulada inicialmente por W. Pauli en 1930 con el fin de asegurar la
conservacién de energia y momentum en los decaimientos beta. Por ejemplo, el decaimiento beta del neutrén
es:

nop+e +7 (29.12)

Si el neutrino no formara parte de los productos del decaimiento se concluiria, de la ley de conservacién de
energia y momentum, que para el decaimiento de los dos cuerpos los electrones serian expulsados con una
unica energia, como se describié anteriormente en el decaimiento alfa. No obstante, se ha encontrado expe-
rimentalmente que los electrones expulsados tienen una distribucion de energia que varia de cero hasta un
maximo, como se indica en la figura 29-1. Por otra parte, puesto que inicialmente hay unasola particula con
spin 1,la creacion de dos particulas, cada una con spin 1,violaria la conservacién del momentum angular.
La observacion real de un neutrino no se efectud sino hasta 1956 con los experimentos de C. L. Cowany F.
Reines.

Nimero de 8

(Kﬂ) max™ Q

Fig. 29-1
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En la ecuacion (29.12) el neutrino emitido ha sido designado como 7 en vez de ». Esto se hace debido a
que realmente hay dos diferentes tipos de neutrinos, el “neutrino” (») y el “antineutrino” (5 ). El antineutrino
se origina en un decaimiento 87, mientras que el neutrino aparece en los demas procesos de decaimiento beta.
Las antiparticulas seran discutidas posteriormente en el capitulo 32.

En general, un decaimiento 8 ~ puede expresarse como

P, AD+e 47
un ejemplo tipico lo constituye

ZB12C+e™ +7
Asi, en un decaimiento 8 ~ un neutrén se convierte en un proton. Para un decaimiento 8 *, en el cual se emite
un positron,

4P, D+e* +v
un neutrén se convierte en protén. Como ejemplo de un decaimiento 8 * se tiene
INSEC + ¥+

A partir de la ley de conservacidn de la energia, un sistema en el cual el nicleo padre estd enreposo, tenemos
para ambos decaimientos 8~y B8 ¥ (las masas del electrén y del positron son iguales)

Mpc? = Mpc® + mc? + K,

otal

lo que da una energia de desintegracion Q de
Q= K= (Mp— Mp ~ me)cz

En una captura de electron, un nicleo captura un electrén atémico interior (por lo general un electrén
K) y no se emite ninguna particula cargada. En cambio, la captura de electrén estd acompaiiada de la emision
de un neutrino, seguida de la emisién de fotones caracteristicos de rayos X cuando los electrones exteriores
realizan transiciones a los niveles de energia interiores vacios. En la captura de electrén, un protén se
convierte en neutrén. Ademads, la emisidn de rayos X es propia del 4tomo hija y no del 4&tomo padre, ya que
estos rayos son producidos después de que se ha efectuado la captura del electron. Un proceso de captura de
electréon puede describirse como

e +jP>, 4D+
como ejemplo se tiene
e” +.BeolLi+v
Debe recordarse que en €l decaimiento beta o en la captura de electrdn, los electrones y positrones no
existen dentro del nicleo. El nicleo se compone Gnicamente de neutrones y protones. La creacién o

absorcion de los electrones o positrones aparece en el reordenamiento del niicleo en un estado de energia mas
bajo, mediante la transformacion de un proton en neutrén o viceversa.

Problemas resueltos

A menos que se indique lo contrario, en los siguientes problemas todos los valores de masa se indican
en unidades de masa atomica.

29.1.  Deducir la ley de decaimiento N = Nye ™.
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El nimero de niicleos dN que decaen en un intervalo dt serd proporcional a ese intervalo y al nimero de
nucleos N presentes. Asi ‘

dN = — AN dt

donde A es 1a constante de proporcionalidad y el signo menos se introduce, debido a que N decrece. La integra-
ci6én de esta expresion conduce a la ley de decaimiento.

Otro tipo de deduccién aclara la naturaleza estadistica de la ley de decaimiento. Consideremos el tiempo de
vida T(que varia al azar) de un tinico nicleo padre. Supongamos que la probabilidad del decaimiento del nucleo
dentro de los 7 segundos siguientes (7 arbitrariamente) sea independiente de cuanto ha vivido el niicleo. Se
puede demostrar entonces que T tiene una distribucion exponencial

Prob{t < T < t+dt} =Xe~Mdt )

donde A es una constante positiva. De la ecuacién (/) se concluye que el niicleo tiene una probabilidad de vivir
de por lo menos ¢ segundos dada por

p=["NeNdr=eN (2)
!

Consideremos que una muestra tiene Ny nicleos independientes y que observamos la muestra durante un
periodo de ¢ segundos. El proceso de decaimiento puede ejemplarizarse mediante el lanzamiento de una moneda
N, veces, donde la posibilidad de que caiga de “cara” (de que sobreviva durante el periodo) es p en cada
lanzamiento. El nimero (en promedio) esperado de veces que caiga de “cara™ es N y esta dado por

N= NOP = Noe—h

que es la ley de decaimiento radioactivo.

¢Cual es la actividad de un gramo de 225Ra, cuya vida media es de 1622 afios?

El numero de 4tomos en un gramo de radio es

1 g-mol 3 dtomos 1
N=( g)(—m—g—)(6025x102 o ) = 2,666 x 102

La constante de decaimiento se relaciona con la vida media asi

0.693 0.693 la 1d -1 =1
A= - )( )( )= 1355 x 10~ M s
T\ ( 1622y JL 365d J\ 864 X 10%s

La actividad se encuentra a partir de
actividad = AN = (1.355 X 10" s~ 1)(2.666 X 10?") = 3.612 X 10'® desintegraciones/s

Por definicién un curie es1 Ci = 3.700 X 10'° desintegraciones/s. Esto es aproximadamente igual al valor
dado anteriormente,

A qué distancia en el espacio libre se reduce a la mitad la intensidad de un haz de neutrones de 5 eV?
(Tl/z = |2.8 min.)

La velocidad de los neutrones en el haz se encuentra a partir de  mp? = X:

1.6 x10°7 )

1 - 20
1 (167X 1077 kg)o (SeV)( e

v=31.0km/s

Durante untiempo T/, = 12.8 min, la mitad de los neutrones del haz habra decaido. La distancia recorrida por
los neutrones que no han decaido durante este tiempo es

d = vt = (31.0 km/s)(12.8 min)(60 s/min) = 23 800 km

este valor corresponde aproximadamente a dos didmetros terrestres.
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29.4. ;Qué tiempo se requiere para que 5 mg de 22Na (T, /2™ 2.60 a) se reduzcan a un miligramo?

Puesto que la masa de la muestra sera proporcional al nimerode 4tomos en la misma, podemos escribir
m= moe”“ - moe‘(°'693/rl/1)‘
1 mg = (5 mg)e-(0.693/2.60 ay
£0:693/2.602)1 _ 5

Tomando logaritmos a ambos lados, obtentemos

0.693
260y

=]n 5= 1.61 6 t=6042a

29.5. ;Cudl es la vida media de 3 X 10™° kg de 2%JAu radiactivo que tiene una actividad de 58.9 Ci?

El ntimero de atomos en 3 X 107° kg de 2JAues

N=(3x10"° kg)( mol )(6.02‘5 x 102 410098 ) - 904 x 10%% stomos

1k
200 kg kmol

La actividad es

3.7 X 10'° desintegracién/s desint iones
Actividad = (58.9 Ci)( 0 e /3 ) = 2.18 x o2 STBEOO
La constante de decaimiento se consigue a partir de
Actividad = AN
12 -1
A= ZBXI0TST )41 x 10745
9.04 x 10
Finalmente,
In 2 0.693 .
Ti)= == ——""" =288 % 10°s =48 min
2TON T 241x 107457

29.6. La actividad de una muestra de gZCr medida a intervalos de 5 min es 19.2, 7.13, 2.65, 0.99 y 0.37
milicuries. ;Cual es la vida media del 3;Cr?

Actividad = AN = ANge ™M
Tomando logaritmos naturales a ambos lados tenemos
In (actividad) =In (ANoe ™) = In (AN) — Xt

Asi In (actividad) varia linealmente con el tiempo 7 con pendiente —A. Graficando los datos se obtiene la curva
indicada en la figura 29-2. De esta curva encontramos

Tiempo; min 0 5 10 15 20 -
Actividad, mCi 19.2 7.13 2.65 0.99 0.37
In (actividad) 295 1.96 0.974 —-0.010 - 0.99%4

| pendiente] = A = 0.197 min~"!
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A
6
g
<
3
2
2 } —
i’ 20 Tiempo, min
_] =
-2
Fig. 29-2
Finalmente,
In 2 0.693 .
T )p="F—=—"" =352 min
277N 0.197 min~!

29.7. Demostrar que el tiempo de vida promedio de un nucleo radiactivo es T, = 1/A.

Si inicialmente la muestra tiene N, nicleos, el tiempo de vida promedio para obtener cero niicleos, esta

dado por
ot dN
N 0
= °o = IN t dN
dN 0 o
No

A partir de N = Nye ™™ obtenemos dN = —ANgye ™™ dt, y los limites Ng, y 0 varian con ¢ entre 0 € 0. Asi
1 o =Xt ®© =N ( 1 ) 1

= t{(— AN, dt) = = —_ = =

T, N, j; ( o€ ) }\j; te~Mdt=\ Y X

De otra manera, a partir de la distribucién exponencial, ecuacién (/) del problema 29.1,

= o -M ﬂl_
T, j(;tke dt X

29.8.  En funcidn de las masas en reposo de los niicleos padre e hija, calcular los valores de Q para los decai-
mientos 8-, B+ y captura de electrén.

Las tres reacciones (P= padre, D =hija) son:
4P, 4D+ e + 5 (decaimientofS )
4P, D +e* +v (decaimientof ™)
4P+ e~ 5z AD+ (captura de electr6n)

Las correspondientes relaciones masa-energia, después de restar las masas del electron de las masas atomicas
para obtener las masas nucleares, son

(Mp — Zm) =[Mp —(Z + Dm,]c* + m,c? + Q
Q=(Mp— Mp)c?
(Mp — Zm)ct=[Mp ~(Z - 1)m,Jc* + m,c?+ Q
0=(Mp—Mp-2m)c?
(Mp ~ Zm)c* + m2=[Mp —(Z-D)m]c?+ Q
Q=(Mp — Mp)c?

(decaimiento 8 ™)

(decaimiento8 *)

(captura de electron)
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{Cual es la energia maxima del electrén emitido en el decaimiento 8~ de un 3H?
La reaccion es
Ho3He+e™ +7
Del problema 29.8,
Q = (My — My)c?

= (3.016050 u — 3.016030 u)(931.5 MeV /u)
=0.0186 MeV = Ky, + K, + K,

Puesto que la masa del neutrino es cero y My, » m,, la energia cinética del niicleo de He puede despreciarse, por
lo que la fraccion de energia 0.0186 MeV esta repartida entre el electron y el neutrino. Cuando la energia del
neutrino es cero, la energia cinética del electrén tendrd su valor méximo de 0.0186 MeV.

Calcular la energia minima de un antineutrino que produce la reaccién # +p—n+e™.

De la conservacién de masa-energia,
2o 2 2
E, + mec“=mc"+ me” + K, + K,

La energia requerida por el neutrino sera minima cuando el neutrdn y el positrén sean emitidos ambos con
energia cinética cero

E, +9382MeV=939.5MeV+05MeV 6 E,_ =18MeV

Calcular la energia y el momentum de un niicleo hija y del neutrino producidos cuando } Be sufre
una captura de electrén en reposo.

La reaccion de captura de electrén es
IBe+e —iLi+ v
Del problema 29.8,
Q= (Mg, — M)
= (7.016929 u — 7.016004 u)(931.5 MeV /u) = 0.862 MeV

Esta energia se encuentra entre €l neutrino y el niicleo de ;Li. Sin embargo, debido a la gran masa del nicleode
1Liy a que la masa del neutrino es cero, casi toda la energia es transportada por el neutrino, por lo tanto-

E, = 0.862 MeV

Suponiendo que el nicleo del }Be estaba inicialmente en reposo, las magnitudes de los momenta del neutrinoy
del niicleo de JLi deben ser iguales. A partir de p, = E, /¢, obtenemos

P, = pLi = 0.862 MeV /¢

La energia cinética del nicleo Li puede encontrarse a partir de

pti (puc) (0.862 MeV)?
K=

= = = =5.68 X 1075 MeV = 56.8 eV
My~ 2M,? | 2(7.02u X 931.5 MeV /u) >.68 ey =08e

E1 %0F decae al estado fundamental del 3JNe como sigue:
BF - (%gNe)‘ +e  +7

ToNe +.y
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donde ({{Ne)* es un estado excitado del JNe. Si la energia cinética maxima de los electrones
emitidos es 5.4 MeV y la energia de los rayos v es de 1.6 MeV, determinar la masade %F (My, =
19.99244 u).

La conservacion de la masa-energia aplicada a cada una de las reacciones conduce a (en el caso limite la
energia del neutrino es cero y las energias de retroceso del (J0Ne)* y del 2JNe son despreciables)

(Mg —9Im)c? = (Myee — 10m)c + mc? + K, 6 Mpc?= Myc?+ K,
Myec? = Myc + E,
Reagrupando estas expresiones se obtiene
M;.-c2 = My.c*+ E, + K,

=19.99244 u + (1.6 MeV + 54MeV)( = 20.000 u

9315MV)

A partir del decaimiento 8 *del 3N hallar el valor de 7, enlaexpresion R=rq4'/> (seccién27.3).La
energia maxima de un g *es 1.19 MeV.

De la conservacién de energia para el decaimiento 8+ del '3N,
BNSBC+et +»
se obtiene
My =M+ me?+ K, + K,

Reemplazando en esta expresién las masas de los niicleos con A4 impar, obtenemos del modelo de gota de
liquido, con el término de Coulomb indicado explicitamente (problema 27.7)

Tmyc? + 6m,c? b AT bAT + % ke? %6—) + #

=6m,c? + Tm,c —M+bpr’7’+ ke 2(6)(5) 2{+m,cz
+K.+K,

3,2 ®2-30

3 R =(m,—m,+ m)c’+ K, + K,

Si la energia cinética del 8 debe ser maxima, la energia cinética del neutrino debe ser cero. Por lo tanto,

ke 12

3 R = (m, — m, + m)c* + K,

% (1.44 MeV - fm) % = 1.80 MeV + 1.19 MeV

R=347fm
Si tomamos R = rg4'/? = r(13)!/3 = 2.35r,, entonces
347 fm
rn= s = 1.48 fm

Este valor se encuentra en una aceptable concordancia con el valor ry = 1.4 fm obtenido en la seccién 27.3.

Demostrar que la grifica de masa contra niimero atomico Z para 4 = 104 predice que el '3%Ruy el
1%Pd. son los isébaros mas estables.

Como se ve en la figura 29-3, el '%Mo yel '$3Tc sufren un decaimiento 8 ~queterminaenel '$%Ru. Estoes
posible desde el punto de vista energétlco, debido a que el '33Mo es mas pesado que el 2;’1' C, que asu vezes mas
pesado que el '2Ru.(Siel '%Ru sufriera un decaimiento B , se convertiria en un '3%Rh, que es mas pesado que
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'Ru y

1%Pd , mientras que el '3Cd decae en'PAg que decae entonces en '%Pd. Todos estos procesos son energéti-

el '%Ru; por lo tanto, este decaimiento no es permitido.) También se muestra que el '$3Rh decae en

camente posibles y demuestran que el '$2Pd es estable. Obsérvese que la masa del '@%Ru es mayor que la del
1%Pd , pero este proceso de decaimiento no es permitido, puesto que formaria un '$Rh con un niicleo
intermedio y, como se ha dicho antes, esto es prohibido. Se ve que los datos se asemejan mucho a laformadela
parabola predicha en el modelo de gota de liquido para 4 = constante.

29.15. Calcular la energia cinética de las particulas alfa emitidas en un decaimiento alfa en funcién de la
cantidad Q de la reaccion.

Una reaccién de decaimiento alfa tiene la forma
4P 473D + §He

Suponiendo que el niicleo padre esté inicialmente en reposo, a partir del principio de conservacién de
momentum se obtiene pp = p,. Debido a que las energias cinéticas son demasiado pequefias comparadas con
las energias de reposo del niicleo padre, podemos utilizar la relacién no relativista K = pz/ 2M para obtener

KD Mu 4
XM, ~ A4

donde A es el nimero mésico del nhcleo padre. La cantidad Q de la reaccion es

' AK,
Q=Ko+ Ki= 7=z K+ K,

A-4

103.912 -

/
/

captura
de electrén

103.910

E]
g 103.908
captura 4 “:’“’:‘;
e electrén
103.906 de electrén 8+
Estable
103.904 - Estable
1 1 i | 4 ] »
2 L.

Nimero atémico, Z

Fig. 29-3
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entonces,
4-4
K=(454)e

Puesto que Q tiene un valor bien definido, también lo tendr4 K, ; por lo tanto, en este decaimiento de dos
cuerpos las particulas.a son monoenergéticas. La energia cinética del nucleo hija es

o7t (440)- 4

A4

Obsérvese que cuanto mayor sea 4, mas préximo se encuentra K, del valor de la energia total disponible Q' y
menor es Kj,.

Demuestre que el 2§2Pu es inestable y sufre un decaimiento « .

Para que el 35Pu sufra espontineamente un decaimiento @,
BPu—PU +4He + Q
el valor de Q debe ser positivo. Resolviendo para Q se obtiene
Q = (Mp, — My — My.)c?

= (236.046071 u — 232.037168 u — 4.002603 u)(931.5 MeV /u)

= 5.87 MeV
Por lo tanto %Pu puede sufrir un decaimiento a espontineamente.
Teéricamente se demuestra que la energia cinética y la vida media en un decaimiento alfa para los
isétopos par-par esti relacionada por

Ty/2= Be*/%"

donde By b son constantes. Demuestre que los datos que aparecen en la tabla 29-1satisfacen esta
expresion.

Tabla 29-1
Isétopo T2 K,, MeV
%o 1384d 530
_zﬁPo IX1077s 8.78
24Po 1.64 X 107 *s 7.68
2Uepo 0.15s 6.78
U%Po 3.05 min 6.00

Tomando logaritmos a ambos lados de la expresién tenemos
InTy/;=In B+ bK, /2

expresion que indica la dependencia linealentre In T, ,, y K~ 1/2, L os datos danlos valores indicados en la tabla
29-2 y graficados en la figura 29-4. La aproximacion es buena si ba3 X 10> MeV!/2 Ba1Xx 10-% 5,
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/

in (T, 5, 8)
o

-4

- 16,

0.33 .38 043
KoV, Mev-12
Fig. 29-4
Tabla 29-2
Isétopo Ty InT,, K, V2 Mev—1/?
21%o 1.20 x 107 16.30 0.434
212p, 3% 1077 - 15.02 0.337
L 1.64 X 1074 —-8.72 0.361
2epg 0.15 ~1.90 0.384
218po 1.83 x 102 521 0.408
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29.18. En una reaccién nuclear se produce un elemento inestable a rapidez constante R. Sisu vida media
para un decaimiento 8 ~ es T} /,, jcudnto tiempo en términos de T, ,, se necesita para producir el
50% de la cantidad de equilibrio?

Tenemos:

rapidez de crecimiento del elemento =

niimero de nicleos producidos por el reactor

numero de nicleos que decaen

dN

=R-AN

—— +AN=R

dt

s
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La solucién de esta ecuacién es la suma de la solucién de la ecuacién homogénea N, = ce ™™, donde c es la
constante y la solucién de la ecuacion particular N, = R/A.

= = -M R
N=N,+N,=ce +T

La constante ¢ se obtiene teniendo en cuenta que el nimero inicial del nicleo es cero

R R
N(0)=0=c+—x 6 =~

por lo tanto
R .y
Ne= X (1-e"M)

El valor de equilibrio es N(o0) = R/A. Haciendo N igual a 1/2 de este valor, se obtiene
l1(RY_R/,_ -n
2(3)=xa-e™

e~M= %

In2
=X =Tn

El resultado es independiente de R.

Un material radiactivo a (decaimiento de A, constante) decae en un material b (decaimiento de A,
constante) que es también radiactivo. Calcular la cantidad de material b que se encuentra después
de un tiempo .

rapidez de crecimiento de los nicleos b=

niimero de niicleos b producidos por a nimero de nicleos b que decaen
§ - s

Por cada niicleo a que decae se forma un niicleo b, por lo tanto, los niicleos b se forman a una rapidez de

dN,
7] = AN,

con lo cual se obtiene

dN
= = AlNa = NNy = A Noge ™ = AN,
6 dN,
=+ Mols = A Noge™ )

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden que se resuelve mediante técnicas convencionales. La
ecuacion homogénea tiene como solucion

(Ny),=ce™™!
donde c es una constante arbitraria. Una solucién particular se obtiene reemplazando (N,), = De~Nen(l):
(=X, +A)De ™™ =\, Nyge ™
>‘aNa0
)\,,l - A

=

La solucion cdmpleta es

Ny = (Np)y+ (Ny),=ce™ + (2)
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La constante ¢ se calcula teniendo en cuenta que N, = Ny ent =0,

)‘aNaO
A — A,

Nbo=C+

finalmente se obtiene

AN,
Ny = Nyge ™ + A:_“:a (e™Nt — ¢=N1) (3)

29.20. Sienelproblema 29.19 se supone que Ny, = 0, calcular el tiempo en el cual N, (el nimero maximo de
nucleos hija) es maximo.

Con Ny =0, tenemos

AN,
= -N’ — -Ab'
Nb Ab — Aa (e € )
con lo cual, para un miximo
dN, A,,N,o

ar = -X[,_:—A: (—}\,e"‘" +A‘,e-}"") =0

Resolviendo para ¢ se obtiene

¥
'd
b |-
&
=)
—
&

29.21. Siel material b del problema 29.19 decae en una sustancia estable ¢, calcular cémo varia la sustan-
cia ¢ con el tiempo, suponiendo que Ny, = 0.

Para cualquier tiempo, el niimero total de nicleos presente es N,
N.=Ny—N,— N,

oMo
%= A

= Ngo— Nge ™ — (e™N — e~N!)

- Naf1 - L X;-)_\_f—ge‘h')

Problemas suplementarios

Las masas atémicas se encuentran tabuladas en el apéndice.

29.22. Calcular los valores de Q para decaimientos alfa, protén, neutrén y deuterén del 23§U.
Resp. 5.42 MeV,; —6.09 MeV; ~7.23 MeV; ~10.59 MeV

29.23. ;Cudl es la energia cinética de las particulas a emitidas en el decaimiento alfa del 232U? Suponga que el niicleo
del 232U decae estando en reposo. Resp. 5.33 MeV ‘

29.24. ;Cudies de los siguientes modos de decaimiento son posibles para el {9K: 8 7, 8% alfa, captura de electrén y
emision del neutrén? Resp. Decaimiento 8 ~; decaimiento 8 *; captura de electrén

29.25. Laenergia cinética maxima de la particula 8 ~emitida en el decaimiento de un tritio ( {H)es 19 keV. Silamasa
del tritio es 3.0160504 u, ;cual es la masa del producto del decaimiento? Resp. 3.016030 u
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29.29.

29.30.
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29.32.
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29.34.

29.35.
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29.37.

29.38.

29.39,
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Calcular la energia del neutrino emitido en un proceso de captura de electrén para el 4Ca.
Resp. 0.41 MeV

Un elemento a (T, ;= 2.1 h) decac en un elemento b (T /2 =4.6 h), el cual decae en otro elemento c. Si la
cantidad inicial del elemento b es cero, jcuil es el valor de la relacién N,/ N, al cabo de 2 h?
Resp. 0.41

Calcular la constante de desintegracién del 39t (T, s2=28a). Resp. 0.0247 a-!

{Cudl es la energia de la particula a emitida en un decaimiento alfa del 22Ra. sise desprecia la energfa de retro-
ceso del nicleo del radio? Resp. 487 MeV

Resuelva el problema 29.29 considerando la energia de retroceso del niicleo del radio.
Resp. 4.78 MeV

Calcular la m&xima velocidad posible del nucleo hija en un decaimiento S ~de un nicleo $He que se encuentra
inicialmente en reposo. Resp. 10X 10° m/s

¢{Cuél es la masa de una muestra de '¢C (T, ,, = 5570 a), cuya actividad es de 5 Ci? Resp. 1.09¢g
iCual es la actividad de 5 X 10~7 kg de 32U, cuya vida media es de 0.180 x 107 s? Resp. 149 Ci

{Qué tiempo transcurre hasta cuando una cierta cantidpd de 3951 (T, /2 = 28 a) se reduzca en un 75%?
Resp. 56 a

Calcular las energias de la particula @ y del nucleo hija en el decaimiento '(&Nd —'4Ce + a.
Resp. 1.85 MeV; 0.53 MeV

Las particulas a emitidas en el decaimiento alfa del $3Am tienen una energia de 5.3 MeV. Suponiendo que
dentro del niicleo las particulas a tengan la misma energia cinética, calcular el nimero de choques por segundo
que las particulas a realizan con las paredes del niicleo. Resp. 9.2 X 107

Una sustancia cuyo ntimero atémico es A sufre un decaimiento alfa al emitir dos grupos de particulas & con
energias cinéticas K, y K,;. Demostrar que la energia de los rayos Y que lo acompafian es

A
Ey = m (Kal - Kaz)

La méxima distancia recorrida o rango R (en cm), de una particula & en una cimara de burbujas se relaciona
con su energia cinética K (en MeV) mediante la ecuacién empirica R = 0.318K /2, ;Cuiles son las energfas de
las particulas a emitidas en el decaimiento del 232 s6Ru si los rangos medidos en la cdmara de burbujas sonde 5.66
cm, 5.33cm y 5.18 cm? Resp. 6.82 MeV; 6.55 MeV; 6.43 MeV

Si el nicleo hija en el problema 29.38 se produce en el estado fundamental y en dos estados excitados, calcular la
energfa de los rayos Y emitidos. Resp. 0.28 MeV; 0.40 MeV; 0.12 MeV



Capitulo 30

Reacciones nucleares

30.1 INTRODUCCION

Una gran cantidad de datos nucleares disponibles en la actualidad provienen del andlisis de
experimentos de reacciones nucleares. En ellos los nicleos son bombardeados con proyectiles conocidos,
para observar luego los productos finales. Se utilizan como proyectiles algunos isétopos de nicleos con
numero atémico alto, tal como Z = 18; sin embargo, en lo que viene en el presente capitulo, solamente se
consideraran las siguientes particulas:

Particula Notacién
neutron n
protén pH
deuterén d,}H
tritio ,3H
helio-3 h, 3He
helio-4 (particula alfa) a, $He

Como resultado de la reaccién se obtiene generalmente al final un nucleo residual (por lo regular no
observable) mas otra particula que se detecta experimentalmente. (En algunas ocasiones ambas particulas
finales son observadas.)

En forma de ecuacién, las reacciones nucleares se indican asi :

NUCLEO NUCLEO PARTICULA

PROYECTIL + - +
BLANCO RESIDUO DETECTADA

o en forma condensada,
BLANCO (PROYECTIL, PARTICULA DETECTADA) NUCLEO RESIDUAL

Para cualquier reaccién nuclear, en la ecuacién se cumple que la carga total (Z total) y el nimero total de
nucleones (A4 total) debe ser el mismo en ambos miembros de ella.
Por ejemplo, la primera reaccién nuclear observada (por Rutherford en 1919) fue

BN +4He>H+70 6 '8N(ap)'l0

30.2 CLASIFICACION DE LAS REACCIONES NUCLEARES

Las reacciones se clasifican de acuerdo con el proyectil, la particula detectada y el nticleo residual. Si el
proyectil y la particula detectada son una misma, se tiene una reaccion de dispersion. Si el niicleo residual
queda en el estado mas bajo o estado fundamental, la dispersion es eldstica; cuando el niicleo residual queda
en un estado excitado la dispersién se denomina ineldstica. "

Los procesos en.los cuales el proyectil gana o pierde nucleones del blanco se denominan, respectiva-
mente reacciones de recuperacion y de pérdida. Dos ejemplos de reacciones de recuperacién son:

0(d, )30 6 %0+ d-"30+1t

#Ca(h, a)iCa 6  jiCa+h->3Ca+a

201
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y dos ejemplos de reaccion de pérdida son:

WZr(d, pYanlr 6 WZr+ d—Zr + p
®Na(h,d)3Mg ¢ BNa+ h->3Mg+d

Las reacciones de recuperaciony de pérdida se observan a menudo con energia lo suficientemente alta, como
para suponer que la reaccion es directza. En una reaccidn directa de pérdida o de recuperacion se supone que el
nucledn que toma parte en el proceso entra o sale de acuerdo con el modelo de capas, en una 6rbita definida
del blanco sin perturbar los nucleones restantes del blanco.

Un tipo de reaccién completamente diferente es aquel en el cual el proyectil incidente y el blanco forman
un nuevo nicleo, con lo cual aparece un nucleo compuesto, que permanece por poco tiempo en un estado
excitado y luego decae. El tiempo de vida de un nicleo compuesto es de aproximadamente 107 '®s. Aunque
10~ s es un periodo tan corto que el niicleo compuesto no puede observarse directamente, es mucho mayor
que el tiempo que gasta la particula proyectil para atravesar una distancia nuclear, éste es de unos 10™2!'s. Se
supone que el decaimiento de un nicleo compuesto no depende de como fue formado; el nicleo compuesto
no “recuerda” como fue formado.

Existen por lo regular diferentes reacciones que dan lugar al mismo nicleo compuesto y también diferen-
tes métodos o canales a través de los cuales este nicleo compuesto puede decaer. Como ejemplo, para el
niicleo compuesto 2JNe formado en estado excitado [29Ne]*, podemos tener las reacciones indicadas en la
figura 30-1.

((SF+p
PNe+n
'SF+p W I;F td
Igo N 0+ h
b e — OfNer o> '0+a
N +5Li 14N +$Li
'C + 2Be 3N + ILi
8.+ %5 10+ 2he
UC + 3Be
98 + 9B
| B+1i

Fig. 30-1

30.3 SISTEMAS DE LABORATORIO Y DE CENTRO DE MASA

Las reacciones nucleares experimentales son a menudo realizadas en lo que se llama sistema de centro de
masa. Este sistema se mueve a velocidad constante con respecto al sistema de laboratorio de tal manera que en
el choque de particulas (y las particulas finales) tenemos momentum total cero.

Si el nhicleo blanco esta en reposo en el sistema de laboratorio, la velocidad V., delsistema de centro de
masa ir4 en la direccidn de la particula incidente. Por lo tanto, con relaion al centro de masa, las magnitudes
de la velocidad del nicleo blanco (V) y la de la particula incidente (v’) sonrespectivamente (en términos no
relativistas)

V=V, v=v-V_ (30.1)
con las direcciones indicadas en la figura 30-2(a). Aquives la velocidad de la particula incidente medida en el
laboratorio. Imponiendo la condicién de que la suma de los momenta del nicleo blanco (de masa M,)y la

particula incidente (de masa m;) sea cero en el sistema de centro de masa, obtenemos la velocidad del centro de
masa de

-MV +mv' =0
- Mi ch + mi(U - ch) =0
(M + m)V o =mo (30.2)
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donde (M; + m)V . es el momentum del centro de masa en el sistema de laboratorio. De las ecuaciones
(30.1) y (30.2) las velocidades del niicleo blanco y la particula incidente, en el sistema de centro de masa, antes
de que se produzca la reaccion, son

V' = m,; , M,
—mo v—mv (30.3)

Después de la reaccién las particulas finales (si hay solamente dos) deben moverse en sentidos opuestos con
iguales momenta en el sistema de centro de masa, puesto que en este sistema el momentum total inicial era
cero [ver figura 30-2(5)].

M,

m;

M.
m i
(@) Antes del (my' = M, V")
aoe 05 T e
1 vV

() Después -
del choque <&

Sistema de laboratorio Sistema de centro de masa

Fig. 30-2

30.4 ASPECTOS ENERGETICOS DE LAS REACCIONES NUCLEARES

En una reaccién nuclear la energia es a veces liberada o absorbida. Decir que una reaccién “libera
energia” significa que la energia cinética de las particulas después de la reaccién es mayor que la energia
cinética de las particulas antes de la reaccién. Elaumento resulta de la transformacion de la masa en reposo en
energia cinética. La cantidad de energia liberada se mide mediante el valor Q de la reaccién nuclear, definido
como la diferencia entre la energia cinética final e inicial.

Q = Kﬁnal - K
Puesto que la energia total £ = E; + K, se conserva
Q = EO final EO inicial

En otras palabras, @/ c? es la diferencia entre las masas en reposo totales inicial y final; esta es exactamente la
definicién dada en el capitulo 29 para la clase especial de reacciones de decaimiento.

Si en una reaccién se libera energia Q > 0, la reaccidn se denomina exotérmica o exoenergética; la
reaccion puede efectuarse aunque ambas partes estén inicialmente en reposo. Si Q <0, la energia es
absorbida o consumida y la reaccién se denomina endotérmica o endoenergética; la reacciéon no puede
efectuarse a menos que la particula bombardeante tenga una cierta energia cinética umbral (ver problema
30.8). Si Qes 0y silas particulas son las mismas antes y después de la reaccion, tenemos un choque eldstico.

inicial

30.5 SECCION TRANSVERSAL NUCLEAR

Cuando se bombardea un material con particulas incidentes para producir una reaccion nuclear, no se
puede garantizar que un determinado proyectil interactiie con el niicleo del material blanco para producir la
reaccién. Una seccion transversal, o, es una cantidad que mide la probabilidad de que la reaccion nuclear se
efectie en una determinada region del material blanco. Se define asi:

nimero de reacciones por segundo por nicleo
nimero de proyectiles incidentes por segundo por area

[



204 FISICA NUCLEAR [PARTE 6

Mientras mayor sea el valor de o, mayor serd la probabilidad de realizacién de una reaccién. Una seccién
transversal tiene dimensiones de area y generalmente se mide en unidades llamadas barn, donde

1 barn = 10~ m?

de tal manera que un barn es aproximadamente un cuadrado, cuyo lado es un radio nuclear.
Si el nimero de ntcleos blanco por unidad de volumen en un material es », el nimero de particulas dis-
persadas N, cuando un haz de N, proyectiles incide sobre un material de espesor 7, es (ver problema 30.12)

¢ = NO(I - e—naT)

Las secciones transversales son diferentes para diferentes reacciones y varian para una misma reaccién
con la energia de las particulas incidentes. Si la reaccion es endotérmica, la seccidn transversal sera cero si la
energia esta por debajo del valor umbral.

Problemas resueltos

30.1. Cuandoel $Li se bombardea con deuterones de 4 MeV, se observa una reaccién que consiste en la
formacion de dos particulas alfa, cada una con energia de 13.2 MeV. Hallar el valor de Q para esta
reaccion.

0 = (K, + K,) — K, = (13.2 MeV + 13.2 MeV) — 4 MeV = 22.4 MeV

30.2. Determinar la particula desconocida en las siguientes reacciones nucleares: (a) '§O(d. X,
(®) X(p, %Y, (¢) 'STe(X, d)'H1

(@) En el proceso '§0(d, p)X se agrega un neutrén al '§O para formar X, el cual es '30.

(b) Enel proceso X(p, «)$]Y se haextraido un protén y dos neutrones de X para formar §}Y, por lo tanto, X
es 9Zr.

() Enelproceso '2Te(X, d)'#4I se ha formado un deuterén (H) y'231 a partirde '%Te yde X. Porlo tanto,
X debe tener dos protones y un total de cuatro nucleones, esto correspondiente al $He.

30.3. Encontrar el nicleo compuesto y algunos de los posibles productos de la reaccion cuando particulas
a inciden sobre el 'JF.

El nucleo compuesto tiene Z=2Z,+Z,=2+9=11y A=A, + A; =4+ 19=23. Por lo tanto
{He + 'SF —>[$iNa]*
Este nicleo puede decaer en muchos productos, tales como
{ BNa+ v
BNe+p

[fNa)* 1 o UNe + d

30.4. Calcular los valores de Q para las reacciones (a) 'SO(y, p)'3N, (b) '39Sm(p, «)'&/P
Para la reaccion M,;(m;, m)M,, el valor de Q es
Q = [M, + m; — (Mf+ mf)]cz
(a) Q =115.994915 u + 0 u — (15.000108 u + 1.007825 u)1(931.5 MeV /u) = —12.13 MeV
(b) Q=1[149.917276 u + 1.007825 u — (146.915108 u + 4.002603 u)1(931.5 MeV /u) = 6.88 MeV
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30.5.  Calcular el exceso de masa (problema 28.23) para (q) 32Ca, (b) '2Te.
(a) 0 =41.958625u — 42 u = —0.041375 u = —38.540 MeV
(b) 6 =129.906238 u — 130 u = ~0.093762 u = —87.337 MeV

Los datos nucleares se dan a menudo en términos de exceso de masa mas bien que del peso atémico.

30.6. Utilizando los datos

Niicleo Exceso de masa
19205 —0.038550 u
12105 — 0.039030

d + 0.014102
t + 0.016050

hallar el valor de Q para las reacciones '520s(d, )'5:Os.

Puesto que en cualquier reaccién se conserva el valor total de A, podemos reemplazar las masas de reposo
por los excesos de masa en el cilculo de Q. Asi

Q=M +m—(M+m)]c
= [ ~0.038550 u + 0.014102 u — (—0.039030 u + 0.016050 u)}(931.5 MeV /u) = ~1.37 MeV

30.7. Enelsistema de laboratorio se observa que un protén de 6 MeV incide sobre un blanco estacionario
de 12C. Hallar la velocidad del sistema de centro de masa. Considere la masa del protén como 1 u.

Utilizando una expresién no relativista, la velocidad del protén se obtiene a partir de K, = 1 m;0*:

& [2x, 2(6 MeV) _ ,
C = —';l-l- = ¢ :n:‘; = (3 X 108 m/s)V(] u)(931_5 Mev/u) 341 %10 m/s

Por (30.2),

m; lu

V. = Ru+lu

om = M+ m;

(341 X 10" m/s) = 2.62 X 10° m/s

en la direccién del protén.

308. Parala reaccién endotérmica M,(m;, m)M, , encuentre como se relaciona el valor de Q con la ener-
gia umbral de la particula que incide. Utilice relaciones no relativistas.

La respuesta requerida se obtiene mas facilmente efectuando primero los cdlculos en el sistema de centro de
masa, donde el momentum total es cero y transformando luego los resultados al sistema de laboratorio.
Utilizando la notacién de la figura 30-2, tenemos para la energia cinética total inicial en el sistema de centro de
masa

2 12
Kicm" %mivl + %MIV

Transformando el sistema de laboratorio mediante la ecuacién (#0.3) y teniendo en cuenta que la particula
blanco se encuentra en reposo en el sistema de laboratorio

1 M; : IM ik :
Kiem=1m; e Ad :(mo)

-(%,,,,.,,z)[ Z‘i‘i:z'_’]

(m + Ml)z
M;
= Kilab( M, ) (1)
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La ecuacién (/) es la relacion general entre las energias cinéticas iniciales medidas en el laboratorio y en el
sistema de centro de masa.
El valor @ de la reaccion, que depende solamente de las masas de reposo, es el mismo en ambos sistemas:

Kflab" ilab=Kfcm_1(!cm=Q (2‘

La energia umbral K, .,, en el sistema de centro de masa, es la energia cinética inicial que producen las dos
particulas finales en reposo (K ., = 0). por lo tanto

Kyem=-0 _(3)
La correspondiente energia en el sistema de laboratorio se obtiene entonces de (/) asi:
K 0 ( M, +m, ) (4)
u lab Mi

Una expresion mas conocida para K, ,» puede obtenerse considerando la energia cinética K* del centro de
masa (en el sistema de laboratorio) cuando la particula incidente tiene la energia umbral. Utilizando (30.2) y (4)
tenemos

m; m

= LM+ m)VE = Mi+mi(12'mivzu)= ‘mKu lab
=(1—L)K tab = Ky 1ap + @
M +m Ko ula
6
Kiwp=-0Q+K* ()

La ecuacién (5) establece que la particula incidente debe tener energia suficiente para iniciar la reaccion
endotérmica (— @) y responder por la mayor parte del movimiento del sistema (K*,que permanece invariante
durante la reaccion).

Calcular las barreras de Coulomb del 'S0, 3INb y 233Bi desde el punto de vista del protén.

La barrera de Coulomb es la energia necesaria para llevar el protén al borde del nicleo (figura 30-3). Si
definimos A= R + r = rg(4'/* + 1), entonces

(Ze)e Zeé? 1.44 MeV  fm V4 V4
Ee=k—g—= (A3 + 1) -( 1.4 fm )(A'/3+ 1 )_(1'03 Mev)(A'/3+1 )
Protd
Para '$0, g
- 8 -
Ec=(1.03 MeV)( AT ) =234 MeV
Para J:Nb,
- 4l -
Ec = (1.03 MeV)( 5 ) = 7.64 MeV
Para 23Bi,
Ec=(1.03 MeV)[ — 83 )— 12.33 MeV Nclee
o ( 209'3 + 1 ‘ Fig. 30-3

30.10. En el problema 30.9, compare la barrera de Coulomb, E.,con la energia umbral para la reaccion

'50(p. 4)30  GNb(p,d)iiNb  *TBi(p. d)’Bi
El valor de Q para una reaccién es

Q=(M,+ m; — Mf— m/)cz
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y, de la ecuacion (4) del problema 30.8,

Para '§0(p, 4)'30:

Q = (15.994915 u + 1.007825 u — 15.003070 u — 2.014102 u)(931.5 MeV /u) = — 13.44 MeV

K. = (1344 MeV)( E%&J ) = 14.28 MeV

Para 31Nb(p, 4)3Nb:
Q = (92.906382 u + 1.007825 u — 91.907211 u — 2.014102 u)(931.5 MeV /u) = —6.62 MeV

NBu+lu

K. = (6.62 MeV)( S

) = 6.69 MeV

Para 2%3Bi( p, d)*35Bi:
Q = (208.980394 u + 1.007825 u — 207.979731 u ~ 2.014102 u)(931.5 MeV /u) = —5.23 MeV

209u+lu

Ko =(523 MeV)( S

) = 5.26 MeV

Para '§O(p, d)'30. K, > Ec existira una alta probabilidad de que la reaccién se produzca a la energia
umbral. Para *%3Bi(p, d)°BBi, Ku < E. la reaccion dificilmente se produciré a la energia umbral, puesto que
el prot6n nunca se aproximaré al niicleo del 93Bi. En la reaccién del $INb( p, 4)§2Nb es ligeramente menor que
en la barrera de Coulomb (7.61 MeV), por lo tanto no se espera reaccion, ya que el protén no llega al nicleo del
2INb . Pero la reaccién 3;Nb(p, d)32Nb “en efecto se observa a la energia umbral. Este es un ejemplo del efecto
tunel en la barrera de Coulomb, donde el protén, aiin por debajo de la barrera de Coulomb, logra llegar al
nicleo del $;Nb .

Si en un blanco delgado de espesor d7, hay n centros de dispersién (nucleos) por unidad de volumen,
cada uno de area o, calcular la relacién R del 4rea compuesta por los centros de dispersién al area
total del blanco.

En un blanco delgado no existen nicleos detras de otros. Por lo tanto,

area total de los centros de dispersion volumen del blancox nxe (4dT)XnXo
R= - = == o dT
area del blanco area del blanco A

Obtener una expresion para el nimero de particulas de un haz de drea A4 que tiene N, particulas,
después de atravesar un blanco de espesor 7, cuyo material contiene n centros de dispersién por
unidad de volumen, cada uno de los cuales tiene una seccién transversal de area o.

Consideremos una porcion delgada de material del blanco de espesor d7. Cada vez que una particula
incidente encuentra uno de los centros de dispersion en esta porcién delgada, la particula incidente serd
dispersada. Por lo tanto, la relacién del nimero de particulas dispersadas al niimero de particulas incidentes N
sobre la porcion delgada sera la misma relacion entre el drea total de los centros de dispersién al drea del haz; por
lo tanto, del problema 30.11 tenemos

numero de particulas dispersadas area total de los centros de dispersién

nimero de particulas incidentes area total del blanco
6
dN dN
T = — T = no dT

(El signo menos se debe a que al incremento de particulas dispersadas dNq4 , corresponde una disminucién de
particulas incidentes, — dN.) Integrando esta expresion, se obtiene

— N/d—N = T A ﬂ = - ~noT
fNo N j; no dT é In N, neT 6 Ny = Nye
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donde Ny y N; son los nameros inicial y final de particulas en el haz. El nimero total de particulas dispersadas
esta dado por

Ng = No_ Nf=No(l —e"""r)

En un blanco de dispersién hipotético el 10~3% de los neutrones de un haz incidente es dispersado. Si
la densidad del material del blanco es de 1.06 X 10* kg/m? A4 = 200y la seccién transversal de los
nuckos en total por nucleo, 4, es 1.1 barns, hallar el espesor del blanco.

El nimero de centros de dispersidh por unidad de volumen es

6.02 X 10*ntcleos/ kmol
- ( 300 kg /Kemol )(1.06 X 10* kg/m3) = 3.19 X 10?® niicleos/ m?

no=(3.19x10¥m3)(1.1 x 10" % m?) =351 m™!
Del problema 30.12, el nimero de particulas dispersadas estd dado por
Ny = No(1 ~ e7"T)
y para Ng/ No= 10" tenemos
10-5=]— 05 m-HT P e~ GSImHT, 1 _ 103

Para valores pequefios de x, e *xl~x, y por lo tanto

-5
BSImHT=105 6 T=—10" —285x10-5m
3.5Im™!

Cuando un haz de particulas a de 5.30 MeV procedentes de una fuente de %j3Po incide sobreun
blanco de }Be, aparece una radiaci6n de la cual s6lo se sabe que no posee carga. Suponiendo que esta
radiacién sea un rayo v, calcular la energia de estos rayos cuando salen del blanco de 2Be enla
misma direccién del haz incidente. (Este problema, junto con los problemas 30.15 y 30.16 indican el
razonamiento que condujo a Chadwick en 1932 al descubrimiento del neutrén.)

La reaccién supuesta es 3Be(a, v)'3C. Considerando que el niicleo de 3Be se encuentra en reposo y que la
energia cinética de la particula a sea de 5.30 MeV, del principio de conservacién de masa-energia,

(Mg, + M,)c*+ K, = M.c* + K.+ K,
(9.012186 u + 4.002603 u)(931.5 MeV /u) + 5.30 MeV = (13.003354 u)(931.5 MeV /u) + K. + K,
K, + K. = 16.0 MeV (1)

Cuando el rayo vy y el nuicleo del '3C se mueven en la misma direccién que la particula a incidente, del principio
de conservacién del momentum, tenemos

Pa ™ Py +pC 6 Pat = pyC +PCC (2)

Para particulas materiales, sin considerar efectos relativistas

2 2
-2 L) =\A(MAK
K 777 Ry v 6 pe =y2AMcHK

Asi,

Pac =V2(4 u X 931.5 MeV /u)(5.30 MeV) = 199 MeV

Pcc =y2(13 u X 931.5 MeV/u) K. = 156KL/2
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y para el fotén de rayos ¥, E, = K

, = p,c. Reemplazando en la ecuacion (2):

199 MeV = K, + 156K}/ (3)
Resolviendo simultidneamente las ecuaciones (/) y (3), se obtiene

K, = 14.6 MeV Ke =14 MeV

En experimentos diferentes la radiacion desconocida del problema 30.14 incide sobre un blanco de
parafina rico en protones y sobre uno de '3N. Suponiendo de nuevo que esta radiacion est4 formada
por fotones, calcular las energias minimas de! foton que producen el retroceso de protones
observado de 5.7 MeV y el retroceso del nicleo de 3N de 1.4 MeV. Compare estas energias con el
resultado del problema 30.14.

Los fotones interactuan con el niicleo blanco de acuerdo con la dispersion de Compton. La energia minima
E, corresponde a un choque frontal. Enelandlisis de este choque utilizamos expresiones no relativistas para las
particulas, puesto que las energias cinéticas observadas son mucho menores que las energias en reposo de las
particulas blanco. Asi (los términos primados se refieren a las condiciones después del choque):

hy . =h'+ K’ (conservacion de energia)

puesto que todos los momenta se encuentran a lo largo del eje de x,

— = — — +myt’ (conservacion de momentum
0

Muitiplicando la segunda ecuacion por ¢ sumandosela a la primera ecuacion y utilizando mgv’ =y2meK’ .

obtenemos
20 in =\2moc’K” + K’ =\/7£7(\/2m0c2 +\/7(_)

Puesto que 2mgc2>> K, es posible despreciar YK en el proceso para obtener
q o p P p

K’ 2
hy o = V _(_’;?_i_z

hvy ~\(5.7 MeV)(938 MeV) /2 = 52 MeV

Para el protén blanco,

Para el blanco de "IN

B i ~Y(1.4 MeV)(14 u X 931.5 MeV /u)/2 =96 MeV

Estos valores de energia se encuentran muy por encima del valor de K, = 14.6 MeV encontrado en el
problema 30.14, lo cual demuestra que la suposicion hecha acerca de la relacion desconocida como rayos y noes
consecuente con los datos observados.

Suponiendo que el retroceso de los protones y de los nucleos de 4N del problema 30.15 sean el
resultado de choque frontal con una particula incidente de masa considerable, calcular su masa y su
energia cinética inicial.

Utilizando los subindices | y 2 para las particulas proyectil y blanco respectivamente, tenemos
tmol = {mu? + $mypo?  (conservacion de energia no relativista)
mvy = mv] + myvy (conservacion del momentum)

La velocidad v} no se mide mediante experimentos. Despejando v} de la segunda ecuacion y reemplazidndolaen
la primera, obtenemos la relacién

2m
)= ————
m;+ m,
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La energfa cinética final de la particula 2 es entonces

2mpo, 1 4mym
Kz'='-l-mzu§2=lm2[ 101 ]_ 1M

2 2 m, + my ) (ml + ”12)2
Reemplazando las masas del bianco y las energias observadas, obtenemos dos ecuaciones para las cantidades
mYK;:
4m(1u)
proton blanco: 5.7 MeV= ————
(m, +1u)
“4m(14 u
N blanco 14MeV = ———i——)z
(m. + 14 u)
Resolviendo:
m =098 u K, =5.7MeV

El valor m, = 1 u concuerda dentro de limites muy aceptables con la masa que ahora conocemos del
neutrén. Del mismo modo, si en el problema 30.14, la reaccion considerada es 3Be(a, v) '3C, en vez de
¥Be(a, n)'2C se encuentra que la energia cinética del neutrén es aproximadamente igual al valor anterior de 5.7
MeV. (Ver problema 30.22.)

Problemas suplementarios
Las masas atémicas se encuentran tabuladas en el apéndice.

30.17. Encontrar la particula desconocida en las reacciones nucleares (a) '‘52W(3He, n)X, (b) $Ca(SLi, X)3;Sc.
Resp. (a) '%%0s; (b) 3He

30.18. Calcular la velocidad de [$2Sc]* en la reaccién
4iCa + p—-)[g%Sc]‘ —-3Ca+ d

si la energia del protén en el laboratorio es de 7.2 MeV. Resp. 89x10° m/s
30.19. Calcular el valor de Q para la reaccién $3Ca(p, d)3Ca. Resp. —9.25 MeV
30.20. Hallar el exceso de masa en unidades u para (a) $He y(b) 38Sr. Resp. (a) 0.002603 u; (b) — 0.094359 u

30.21.  Encierto blanco de dispersion, un 10~%% del haz de neutrones incidente se dispersa. Sila densidad del material
blancoesde 4.1 X 10° kg/ m’, A =30,yel espesor del blanco es 108 m, hallar la seccion transversal total del
nucleo. Resp. 0.122 barn

30.22. Suponiendo que en el problema 30.14 la reaccién sea 3Be(a, n)'2C, calcular la energia cinética del neutrén y
compararla con el valor calculado en el problema 30.16. Resp. 5.7 MeV

30.23. Demostrar que en el choque elastico de dos cuerpos, la velocidad de cada particula permanece invariante en el
choque cuando se mide en el sistema de centro de masa.



Capitulo 31
Fision y fusion

31.1 FISION NUCLEAR

Una de las reacciones nucleares que encuentra mayor campo de aplicacion practica es la formaciénde un
niicleo compuesto cuando un nticleo con 4 > 230 absorbe un neutrén incidente. Muchos de estos nucleos
compuestos se desdoblan en dos fragmentos nucleares de masa intermedia y neutrones adicionales. Este tipo
de reaccién se conoce como fision nuclear. _

En un reactor nuclear el nimero de fisiones por unidad de tiempo se controla mediante la absorcidn del
exceso de neutrones, de tal manera que, en promedio, un neutrén de cada fisiéon produce una nueva fision. El
calor liberado se utiliza para producir vapor con el cual se accionan turbinas y generadores de energia
eléctrica. Si la reaccion no se controla de tal manera que cada fisién produce mas de un neutrén capaz de
producir posteriores fisiones, el niimero de fisiones crecera en progresién geométrica, dando como resultado

el que toda la energia de la fuente sea liberada en un intervalo de tiempo muy corto, produciendo una bomba
nuclear.

Una reaccion de fision tipica es la siguiente:
235 1 236771 A A 1
HU + 0n-—>[ o ] 72X + 2Y + qgn

como Z,+ Z,=92, A, + A, + € = 236, donde ¢ es un nimero entero. La relacion entre las masas de los
productos de la fision M,/ M,, segln resultados experimentales es aproximadamente 3/2. El nimero ¢ de
neutrones liberados en la fisién de un elemento particular depende de los productos finales que aparezcan.
Para la reaccién descrita anteriormente, el nimero promedio de neutrones liberados en la fisién, segin
resultados experimentales es de unos 2.44, la fraccién decimal que aparece como el resultado de un promedio
establecido sobre todos los productos de la reaccion.

Los dos productos del decaimiento tienen por lo regular una relacién neutrén-protén aproximadamente
igual a las del nucleo original. En la figura 31-1 se encuentran por encima de la curva de estabilidad, en una

N A

Nucleo compuesto original

Productos de / /
la fision / /

/ Niicleos estables

NY

Fig. 31-1

21
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regién donde los niicleos son ricos en neutrones y sufren decaimientos beta. Por lo regular, antes de obtener

un nucleo estable (problema 31.7), se requiere una cadena de varios decaimientos beta, cada uno de los cuales
reduce la relaciéon N/ Z.

En cada fisién una reaccion libera aproximadamente 200 MeV (problema 31.8). Esta energia es mucho
mayor que los pocos MeV liberados en una reaccién tipica exotérmica, donde los productos finales incluyen
solamente una particula de masa comparable al nicleo blanco original. Esta energia de 200 MeV se distribuye
como sigue:

(a) 170 MeV, energia cinética de los productos de la fisién

(b) 5 MeV, energia cinética de los neutrones de la fision

(¢) 15 MeV, energia de los §~ y los rayos ¥

(d) 10 MeV, energia del neutrino liberada en los decaimientos 8 ~ de los productos de la fisién

En muchas reacciones de fision, la formacidn de los nmicleos compuestos se efectita mas facilmente con
neutrones térmicos de energia E = 0.04 eV. De lo anterior se ve que los neutrones liberados en una reaccién
tipica de fision tienen energias cinéticas de unos 2 MeV. La forma como estos neutrones liberados son
frenados para facilitar posteriores fisiones se demostrara en los problemas 31.2 y 31.17.

31.2 FUSION NUCLEAR

Como su nombre lo indica, la reaccion de fusion es aquella en la cual dos nucleones o bien dos nucleos
relativamente livianos (A4 < 20) se combinan para formar un niicleo pesado y la correspondiente energia
liberada. Un ejemplo de fusidn consiste en la formacion de un deuterdn a partir de un neutrén y un protén:

'H + ln—H 0 =223 MeV

Otra reaccion de fusion se encuentra en la formacion de una particula & mediante la fusion de dos
deuterones:
3H + ?H »$He Q =23.8 MeV

Aunque estas energias son mucho menores que la energia liberada en una reaccion de fision (=200 MeV), la
energia por unidad de masa es mayor, debido a lo pequefio de las masas de las particulas que intervienen.

La liberacion de energia en la fusion puede entenderse con ayuda de la figura 28-1, en donde se muestra
que para nucleos livianos la energia de enlace por nucledn finalmente aumenta con el crecimiento del nimero
ae masa A. Por lo tanto, los niicleos mas pesados formados por la fusién de dos niicleos livianos tendrdn una
energia de enlace mayor por nucledn que la de cualquiera de los dos niicleos originales. Pero a mayor energia
de enlace corresponde menor masa de reposo (seccién 28.1), y la masa de reposc perdida aparece como
energia liberada.

Las reacciones que aparecen mds promisorias para fines practicos en el primer reactor de fusiéon son las
reacciones D-D ‘

2H(d, n)}He Q =3.27 MeV

3H(d, p);H Q =4.03 MeV
y la reaccion D-T

3H(d, n)3He Q = 17.59 MeV

La serie de reacciones conocidas como carbon o ciclo de Bethe y la protdn-proton o ciclo de Critchfield se cree
que tienen lugar en las estrellas. Estos ciclos se ilustranen los problemas 31.11 al 31.13 yenel problema 31.18.

Problemas resueltos

31.1.  ;Cual es la energia cinética de un neutrén térmico de 300 K?

La energia térmica de una particula es aproximadamente k T, donde k es la constante de Boltzmann. Por lo
tanto,

K, ~(8.617 X 10~% eV/K) (300 K) = 0.026 eV



CAP. 31]

31.2.

31.3.

31.4.

31.5.

FISION Y FUSION v 213

En los choques con protones semilibres, los neutrones pierden en promedio la mitad de su energia
por choque (ver problema 31.17 para el caso de un choque fronral). ; Cuantos choques en promedio,
son necesarios para reducir la energia de un neutrén de 2 MeV a una energia térmica de 0.04 MeV?

Si N es el nimero de choques, la relacidn entre las energias final ¢ inicial es

K o0o04ev

= = (0.5)" ‘ 0.5)"=2x10"8
A yvar-perial L) 6 (03

Tomando logaritmos en ambos miembros de la ecuacion, se obtiene

(030N = -7.70 6 N =26
La energia de los neutrones producidos en una fisién nuclear es aproximadamente de 2 MeV y se requiere

en promedio unos 26 choques de protones para reducir la energia a niveles de energia térmica. Los neutrones
térmicos tienen una gran probabilidad de producir fisiones posteriores.

Calcular la energia cinética final total en la fotofision del ZggU porunrayo ¥ de6 MeV enj2Kr, 142 Ba,
y tres neutrones.

La reaccidon de fision es
U + y-RKr + '¥Ba + 3{n
De la conservacion de masa-energia,

Myc® + K, = (Mg, + Mg, +3m,)c? + K;

K, = [235.043915 u — (89.91972 u + 141.91635 u + 3 X 1.008665 u)}(931.5 MeV /u) + 6 MeV = 175.4 MeV

En la fision de un nucieo de 233U inducida por neutrén es aproximadamente 185 MeV de la energia
disponible liberada. Si en un reactor el Zggu genera continuamente 100 MW de potencia, jcuanto
tiempo transcurrird hasta la extincion total de un kg de uranio?

La rapidez de fision correspondiente a la potencia de salida dada es

(los J )( 1076 MeV )( 1 fisién )= 3.38 X 10" fisi(s)nes

s /\ 1.6 x 107" J J\ 185 MeV

Un kilogramo de U contiene

I'kg 6 nucleosy _ 2
( 235 kg /kmol )(6.023 x 10? Kmol ) = 2.56 X 10°* nicleos

para obtener finalmente

2.56 X 10%*

=0~ =758x10°s=8.784d
338 x 108!

Calci lar la temperatura necesaria para producir la fusién en un plasma de deuterio (una mezcla
neutra de electrones cargados negativamente y nicleos de deuterio cargados positivamente).

Para una separacion de 2 fm, la energia de repulsién de Coulomb entre dos deuterones es

ke® 1.44 MeV - fm _
EC T T =0.72 MeV
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La energia cinética promedio en un sistema de particulas a la temperatura Tes de aproximadamente k T, dando

Ec=kT
0.72 MeV = (8.617 X 10~ ' MeV/K)T
T=835x10°K

Un analisis mas detallado en el cual se tenga en cuenta la penetracion de barreras muestra que la fusion
empieza en unos 10’ K.

31.6. (Cual sera la energia liberada si dos nicleos de deuterio se fusionan en una particula a?

La reaccidn es
2H + ?H —»3He
La conservacién de masa-energia da
2Myct = My 2+ Q
0 =QMy— My)c?
= (2 X 2.014102 u - 4.002603 u)(931.5 MeV /u) = 23.80 MeV
En el problema 31.5 se encontro que para iniciar el proceso de fusién se requieren unos 0.7 MeV, mientras que la

energia liberada después de la fusién es de 23.8 MeV.

31.7.  En un proceso secuencial el 233Uy un neutrén forman el nicleo compuesto [35U]*, el cual se fisiona;
la fisién produce posteriores decaimientos. Si los productos de la fision inicial son'$Ba y 39Kr,
indique el proceso que conduce al niicleo final estable.

El proceso inicial es
U+ n —>[2-';g ]‘ —'$Ba + JKr + 3jn
El $3Bainicia la serie de decaimientos beta

$¥Ba—'Bla+ e +7
B3Ce+e” +7
l—>'§3Pr+ e~ +7
I—,‘ggNd,+ e+

el niicleo '$Nd es estable. El 3¢Kr inicia los decaimientos beta

PKro>PRb+e™ +7

L»?‘,?Sr+ e” +7

XY +e +7
L;’SZr +e +7
el nucleo 0Zr es estable.
La reaccion total se presenta como
U + §n—[BU]* >"GNd + Zr + 3gn + 8™ +85 )

31.8. Calcular la energia liberada en la reaccién de fisioén del problema 31.7.
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Sien la ecuacion (/) del problema 31.7 se utilizan las masas en reposo para calcular el valor de Q, el término
8e™ se cancela. Asi,

Q= [MU = Myg— Mz, -3~ 1)'""]6‘2
= [235.043915 u — 142.909779 u — 89.904700 u ~ 2(1.008665 u)](931.5 MeV /u) = 197.6 MeV

31.9. Calcular la energia de repulsion de Coulomb para los ntcleos de 'gZBa yggKrdel problema3l.7enel

instante en que han sido formados.

En el momento de la formacion se supone que los nticleos son esféricos y se encuentran en contacto. La
energia de Coulomb es

£k (ZieXZe)  (ke))Z,Z, (1.44 MeV - fm)(56)(36)
¢ Ry + R, ro(A17 + A3%) (1.4 fm)(143'/ + 90'/%)

=214 MeV

Esta es aproximadamente la energia liberada en la reaccién, tal como se encontré en el problema 31.8.

31.10. Para una reaccion de fusion D-T, calcular la rapidez con la cual se consumen el deuterio y el tritio
para producir | MW. (Suponga que toda la energia producida en la reaccién de fusién es disponible.)

En la reaccién D-T, 1H(d, n)iHe, la energia liberada en cada fusiénes Q = 17.6 MeV (problema3l.14). La
rapidez con la cual se efectuan las reacciones es

R= (1 % 108 J )( leV )( 1 reaccion ) =355 x 10.7reacciones
S /N16x107%] /\ 17.6 x 106 eV ’ s

En cada reacci6n se ha gastado un 4tomo de deuterio y uno de tritio. Por lo tanto, para un deuterio (A4 = 2):

dm atomos 1 kmol 2kg o kg
- g =|3s5x10” ( )( )=l.18><10 o X8
dt ( § ) 6.023 X 10% 4tomos/\ 1 kmol s

y para el tritio (4 = 3):
dm

t

N

(1.18 x 10-9585 ) =177 % 10-9l‘s§.

31.11. Calcular la energia total liberada en el siguiente ciclo de carbén (Bethe):
p+ lgC —-)‘-J;N
BNoRC+ et +»
p+iC-1N
p+ NS0
POSEN+ et +v
p+ N SIC + 4He

En vez de encontrar la energia liberada en cada reaccién, podemos sumar todas las reacciones juntas para ob-
tener

(P+PO)+(PN)+(p+PC)+ (p+ “N) + (P0) + (p + "N) >
PN+ (PCHet +0) + ("N + (P0) + (BN + e* +») + (2C + *He)
Después de cancelar los términos comunes en ambos lados, se obtiene

4p —>*He + 2e* +2»
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Asi, todas las reacciones son equivalentes a la fusién de cuatro protones en un nicleo de helio. Aphcando la
conservacién de masa-energia, obtenemos

My — m)ct=(My, — 2m,)c? + 2m,c? + Q
Q=(4My— My, —4m,)c?
= [4(1.007825 u) — 4.002603 u — 4(0.000549 u)}(931.5 MeV /u) = 24.69 MeV

Se ve que los dtomos de carbén actiian como una especie de catalizador, ya que es regenerado al final de cada
ciclo de carbon.

Calcular la energia liberada por cada kilogramo de hidrégeno que se consume en el ciclo del
problema 31.11.

Del ciclo equivalente 4p —*He + 2e* +2» se ve que 24.69 MeV de energia es liberada por cada cuatro
protones que se consumen; por lo tanto,

24.69 MeV % 1 protén

= 27
4 protones 1.673 x 10~ kg =369 X 10

MeV
k

6 5.90 % 10" J /kg.

Se calcula que el ciclo de carbén del problema 31.12 libera una potencia aproximada de 4 X 10*W

Calcular la rapidez a la cual se consume el hidrégeno.

(4 x 1026 J )( 1kg hidrégeno) ~ 6.8 % 10! kg hidrégeno
s 5.90 X 10" § $

Como dato comparativo, obsérvese que la masa del Sol es de aproximadamente 2 X 10° kg.

Problemas suplementarios

Las masas atémicas se encuentran tabuladas en el apéndice.

Calcular el valor de Q para la reaccién de fusién D-T, 3H(d, n)iHe. Resp. 17.6 MeV

Calcular los valores de Q para las reacciones D-D (a) %H(d, n)gHe, (b) %H(d, p)?H-
Resp. (a) 3.27 MeV; (b) 4.03 MeV

Con relacion al problema 31.14, ;cual es la potencia de salida de un reactor de 233U si gasta 30 dias para consu-
mir 2 kg de combustible? Resp. 62.5 MW,

Utilizando los resultados del problema 30.16, hallar la energia cinética que tendria un neutrén de 2 MeV
después de sufrir un choque frontal con un protén semilibre en reposo. Resp. 0.347¢V

Demostrar la equivalencia del siguiente ciclo protén-protdn (Critchfield) al ciclo de carbén del problema 31.11:

prp—sd+e +v
p+d—He
3He + 3He—»3He + 2p
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31.19. Calcular la energia liberada en el proceso de fusion

$He + {He + $He »'2C

Resp. 7.27 MeV.

31.20. Considere la serie de reacciones semejantes a la del problema 31.11, pero con p y N como elementos iniciales.
Si los nicleos intermedios formados son ';0, 3N, %0, !IF, y 'O, encuentre las reacciones que resultan de la
regeneracion del YN y dé la reaccion total. Resp.  4p—3He + 2e* +2» (total).

8- FISICA MODERNA



Capitulo 32

Particulas elementales

32.1 GENEALOGIA DE LAS PARTICULAS ELEMENTALES

En la actualidad se han detectado experimentalmente mas de 30 particulas elementales y antiparticulas
de larga vida. Una antiparticula tiene la misma masa y el mismo spin que su particula asociada, pero las
propiedades electromagnéticas, tales como la carga y el momento magnético de la particula son opuestas a las
de la antiparticula. La lista de particulas se encuentra en la tabla 32-1, en la cual aparecen algunas de sus
propiedades. Ademas de estas particulas, se han observado a partir de 1963, unas 50 resonancias. A diferencia
de la relativa estabilidad de las particulas elementales (tiempo de vida medio T,,>» 10~ 2! s), una resonancia
tendrd un tiempo extremadamente corto con T, < 10™2' 5. Como se muestra en la tabla 32-1, las particulas

Tabla 32-1*
Tiempo de
Masa jvidamediode{ Numero Numero Nimero
Particula enrepo-| laparticula, | de carga Leptonico Barionico | Extrafieza
(Antiparticula){so, MeV $ 2 Spin £, £, ) S
Bosones
sinmasa |y (y) 0 estable 0 1
Leptones | v, (7,) 0 estable 0(0) /21 +1(=1)
v, (7) 0 estable 0(0) 1/2 +1(=1
e” (e%) 0.511 estable -1+ {12 +1(-1)
g~ (et) 1057 122X 1076 | —1(+1) | 1/2 +1(=D
Mesones [ 7% (77) 1396 [26x 1078 | +1(=D | O 0(0)
70 (7% 135.0 | 0.8 x 10716 0 0 0(0)
a” (7%) 139.6 |26 %X 1078 | —1(+D| O 0(0)
K*(K7) 4937 [12%x107% | +1(-1) | O +1(-1)
K° (K% 4977 {88 x 107" [ 0(0) 0 +1(=1
K° (K9 4977 |52 x 1078 0(0) 0 - 1(+1)
K~ (K*) 4937 [12%x1078 | —1(+D]| O —1(+1)
7° (% 549 |25x10°Y 0 0 0(0)
Bariones | p (p) 938.3 estable | +1(=1|1/2 +1(=1 0 (0)
n (A) 939.6 932 0(0) 1/2 +1(=1 0 )
A% (A% 1116 [25x10° | 0(0) 1/2 +1(=1| =1(+D
=t E0) 1189 80X 1071 [ +1 (=1 | 1/2 +1 (=D} —-1(+D
20 EY 1192 10-1 0(0) 1/2 +1(=D| —1(+D
=" EY) 1197 115X 107 —1(+1) | 1/2 +1(=D| —1(+1
Z0 (59 1315 | 3.0 x 1010 0(0) 1/2 +1(-D| =2(+2)
ZT(EY) 1321 | 1.7%1070} —1(+1) | 1/2 +1(=1)| =2(+2)
Q- @) 1672 | 13X 107190 [ —1(+1) | 3/2 +1(-D| =3(+3)

* Adaptadode ThomasG. Trippe,etal., Rev. Mod. Phys., 48:2,Part11(1976).
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elementales se agrupan en cuatro familias. La clasificacion se origina principalmente del spin, la masa y el tipo
de interaccién de la particula, de acuerdo con el esquema de la tabla 32-2.

Tabla32-2
Masa

Familia Spin (m, = masadelelectron) Tipodeinteraccién
Bosonessin masa Entero 0 Electromagnética, Gravirtacional
Leptones Semientero O0< M<20Tm, Débil, Electromagnética
Mesones Entero 273m, < M < 1075m, Fuerte, Débil,

Electromagnética, Gravitacional
Bariones Semientero 1836m, < M Fuerte, Débil,

Electromagnética, Gravitacional

32.2 INTERACCION DE PARTICULAS

La tabla 32-2 muestra que, ademds, de las conocidas interacciones gravitacionales y magnéticas, existen
otros dos tipos de fuerzas denominadas interaccion fuerte y débil, por medio de las cuales las particulas
pueden interactuar unas con otras.

La fuerza que mantiene unidos los nucleones en ¢l niicleo constituye un ejemplo de interaccion fuerte.
Puesto que los protones estan ligados dentro de un nicleo, la interaccion fuerte debe ser mucho mayor que la
interaccion electromagnética que tiende a separar los protones. Ademas, se ha encontrado que la interaccién
fuerte no depende de la carga del cuerpo. Como ejemplo de interaccion fuerte se tiene

7" +p—a’+n

Las interacciones débiles se requieren para explicar como un neutrino interactiia con la materia nuclear.
Puesto que un neutrino carece de masa y no es portador de carga, no puede sufrir interacciones de tipo
gravitacional o electromagnética. Y como el neutrino no es un nucleén, no participara en interacciones
fuertes. Como ejemplo de la interaccién débil se tiene

n—-p+e +7p

Tanto las intensidades de las interacciones como los tiempos de decaimiento (tiempos de vida después
del decaimiento) de las particulas elementales se caracterizan por constantes de acoplamiento adimen-
sionales. A energias bajas, mientras mayor sea la constante de acoplamiento, mas fuerte sera la interacciéony
menor el tiempo de vida. Para la interaccién electromagnética la constante de acoplamiento es

ke? 1

he 137

y los tiempos de vida media para los decaimientos electromagnéticos son de aproximadamente 107 ' s. Para
interacciones fuertes, la constante de acoplamiento es g2 /hc ~ 13(g esla constante que aparece en la teoria de
Yukawa) y los decaimientos fuertes tienen tiempos de vida de unos 10~ s. La constante de acoplamiento
para interacciones débiles es 3 x 10”2 y los decaimientos débiles tienen tiempos de vida medio de unos 107%s.
La constante de acoplamiento gravitacional, Gm?/hc, donde m la masa nuclear, es aproximadamente
10~ %°. Todas las particulas anotadas en la tabla 32-1 tienen tiempos de vida largos, comparados con el
tiempo de vida medio para los decaimientos fuertes que es de unos 1072 s.

32.3 LEYES DE CONSERVACION

Todas las reacciones de las particulas elementales y los decaimientos obedecen a ciertas leyes de conser-
vacidn y reglas de seleccion. Entre ellas se incluyen las conocidas leyes de conservacién de:

(@) Masa-energia
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(b) Momentum lineal
(¢) Momentum angular (spin)
(d) Carga

leyes que se cumplen si el proceso se efectiia a través de una interaccion fuerte, débil o electromagnética.

La ultima de estas leyes de conservacion difiere de las otras en que no solamente la carga sé conserva sino
que también estd cuantizada en unidades de e, que es la magnitud de la carga del electrén. La conservacion de
la cuantizacion de la carga puede expresarse mediante el numero cudntico de carga 9 = carga/e, para cada
particula. En una reaccidn, los valores inicial y final de @ total deben ser iguales. Por ejemplo, en la
produccién de antiprotones.

ptp—> ptptp+p
9 +l+l=+14+14+1-1

32.4 CONSERVACION DE LEPTONES

Se ha encontrado que las leyes de conservacidn o reglas de seleccién se cumplen para otros niimeros
cuanticos. Un numero leptdnico se define como £ = + | para particulas lepténicas, £ = — | para antiparti-
culas leptonicas y & =0 para todas las demas particulas. Los numeros leptonicos para los electrones y sus
neutrones asociados (»,).y también los nimeros lepténicos para mesones p y sus neutrinos asociados (v,) se
conservan por separado en todos los procesos. Ejemplos de conservacion de leptones son:

p- e+, +u,

£, +1= 0+ 0 +1
£,: 0=+1-1+0

K°>a*+e™ +5,
£, : 0= 0 +1 —1

32.5 CONSERVACION DE BARIONES

En forma analoga, un numero baridnico, B , puede definirse como + I para particulas bariénicas, —~ !
para antiparticulas baridnicas y 0 para todas las demds particulas. El niumero baridnico total se conserva en
toda reaccion o decaimiento. Ejemplos de esta ley de conservacién son :

n- p+e +7,
B +1=+1+0 +0

K +p—>A® +o* 47
B: 0 +1=+1+0 +0

32.6 CONSERVACION DEL SPIN ISOTOPICO

La tabla 32-1 muestra que los mesones y bariones aparecen en grupos o multiplete, de masa igual; las
particulas en un grupo determinado difieren respecto de su carga. Por ejemplo, los tres piones (7, 7% 77)
tienen todos una masa de aproximadamente 140 MeV y los dos nucleones (n, p) tienen una masa de aproxi-
madamente 940 MeV.

Los mesones y bariones interactan unos con otros por medio de interacciones fuertes. Debido a la
independencia de carga de la interaccién formada, todas las particulas de un grupo deberian tener una inter-
accion fuerte con otra particula de igual manera; sin embargo, la interaccion electromagnética (muy débil)
produce pequeiias diferencias. Esta independencia de carga ha conducido a la introduccién de otro nimero
cuintico denominado el spin isoidpico, I, definido de tal manera que 2/ + 1 tiene el nimero de particulasen
un determinado multiplete. Asi, para los piones / =1 y para los nucleones [ = 4.



CAP. 32} PARTICULAS ELEMENTALES 221

Del mismo modo que para el momentum angular, el spin isotopico se trata como vector, cuya magnitud

es VI(I + 1) . Sin embargo, a diferencia del momentum angular, el spin isotépico es una cantidad adimen-
sional. La componente en z del spin isotpico, m,, estd cuantizada de acuerdo con

m=01-1,..., -1 (32.1)

Cada particula del multiplete corresponde a un valor de m,, cuyos valores estin organizados en orden
descendente de carga. Asf, para los piones m, = + 1, 0, — 1 que corresponden respectivamentea 7 *, 7%, 7™,
y para los nucleones m, = + }, — 1 valores correspondientes al protén y al neutrén, respectivamente. Los
multipletes de antiparticulas tienen el mismo spin isotépico que los correspondientes de particulas, péro el
valor de m, para una antiparticula tiene el correspondiente al m; de la particula con signo negativo. En la
tabla 32-3 se encuentran los valores de / y de m, para los mesones y bariones.

Tabla 32-3
my;
Bariones I 1 1/2 0 -1/2 -1
940 MeV 1/2 P n
1110 MeV 0 A?
1190 MeV 1 P 30 ==
1320 MeV 1/2 0 E-
1670 MeV 0 Q-
Mesones
138 MeV 1 a* ° o~
496 MeV 1/2 Kt K°
549 MeV 0 7°

En toda interaccion fuerte el spin isotdpico (sumado como vector) se conserva. Para el caso de dos
particulas I =1, + I,, la componente en las direcciones del eje z de la resultante de I estd dada por

my=m, +m, (32.2)
y los valores permitidos de 7 estdn dados por
I=1+5L L+ L-1,L+1,-2, ... (32.3)
la secuencia que termina en |/, — I,| 6 |m,|, por ejemplo, en la reaccién fuerte
el 7 +n

tenemos para los elementos que reaccionan

y para los productos

m=1-1=1 I=1+4,1+1-1

3
2

Se ha encontrads poswriormente que en toda interaccion fuerte y proceso electromagnético la compo-
nente z del spin isotdpico se conserva. El ejemplo anterior ilustra esta ley de conservacion.

Debe notarse que las leyes de conservacion para el spin isotépico no son aplicables a las interacciones
débiles. Por ejemplo, en un decaimiento débil

K'5a®+ 20
m: —4#0+0
I: 1 #£210

por lo tanto, ninguno de los dos m, 6 I se conserva,
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32.7 CONSERVACION DE LA EXTRANEZA

Experimentalmente se ha encontrado que los mesones K-y los bariones A, Z, Z, y © (nosreferimosa
este grupo como los hiperones)— se producen siempre en pares en las interacciones fuertes, fenémeno
denominado produccion asociada. Los tiempos de vida de estas particulas son mucho mayores que 107235,
indicando que no decaen mediante interacciones fuertes (lo cual era de esperarse). Para explicar este
“extrafio” fenémeno, se ha introducido un nuevo nimero cuéntico, la extrafieza, & . En la tabla 32-1
aparecencon & # 0 las particulas denominadas extrafias. Se ha encontrado que la extrafieza total (sumada
como escalar) se conserva en las reacciones fuertes y en las electromagnéticas (o decaimiento). Para las
interacciones débiles se encuentra que AS =0, * 1. Aunque estasegunda condicién no es una ley de conser-
vacion, prohibe ciertas reacciones y, por lo tanto, constituye una regla de seleccion.

Como ejemplo de la conservacion de la extrafieza en una interaccion fuerte se tiene

nt+p—> Zt+K?
S: 0 +0=-1 +1
mientras que en un decaimiento débil
AN sz +p
S: -1#0 +0

la extrafieza no se conserva, pero si satisface la regla de seleccién de las particulas extrafias (AS = +1).
La extrafieza de una particula puede expresarse en funcion de su carga, de su niimero baridnico y de su
componente z del spin isotopico.

Q=m+ (B +8) (32.4)

Con esta definicion la extrafieza de una particula sera un nimero entero y la extrafieza de una antiparticula
tendra signo opuesto al de su particula asociada.

32.8 CONSERVACION DE PARIDAD

Como complemento debemos mencionar otra cantidad denominada paridad, que se conserva en una
reaccién siempre y cuando la imagen especular de la reaccion (incluyendo las antiparticulas) también se
cumpla. La paridad se conserva en las interacciones fuertes y en las electromagnéticas, pero no en las interac-
ciones débiles.

32.9 PARTICULAS DE VIDA CORTA Y RESONANCIAS

Debido a que su tiempo de vida es extremadamente corto, las particulas, tales como los 7%y los 7°
(T,, <10~ '®s) y la resonancia (T,, < 10-2 s) no dejan huellas observables en instrumentos, tales como la
camara de burbujas. Su existencia se infiere por medio de mediciones de energias y momenta de ios productos
finales del decaimiento y reestudiando hacia atras las leyes de conservacién para ver si los resultados obteni-
dos en mediciones concuerdan con la suposicién de la existencia de las particulas intermedias no observables.
Por ejemplo, en el decaimiento X *, lo que se observa es una particula # * ydosrayos Y, por lo tanto, debemos
convenir en que el esquema del decaimiento es

K*tsa* +2y
Sin embargo, se encuentra experimentalmente que en el sistema de centro de masa la particula =¥ es
monoenergética (ver problema 32.22). Este hecho descarta el decaimiento de una particula triple (que estaria

asociada con una distribucion de energia de 7 *, ver seccién 29.5). El decaimiento correcto es

K*toat +4°

L-»Zy
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Problemas resueltos

32.1. Una particula K* de 150 MeV decae en 27 + 7 ~. Las mediciones graficadas en una emulsién
fotografica dan las energias cinéticas del 7+ con 68.6 MeV y 80.8 MeV yla de los 7 ~con75.5 MeV.
Hallar el valor de Q para la reaccién y la masa del K *.

Lareaccibnes K* > 7% +7* + 77, por lo tanto
Q=K+ +K,+ +K,- — Kx+ = 68.6 MeV + 80.8 MeV + 75.5 MeV — 150 MeV = 74.9 MeV
De Q@ = (mg+ ~2m,+ — m,-)c? obtenemos

mysc2=Q + (2m,+ +m,-)c? =749 MeV + 3(139.6 MeV) = 493.7 MeV

32.2. Dar los valores posibles del spin isotépico y de su componente en z para los siguientes sistemas de
particulas: (a) 7% +p, (b) 7™ +p.

(@) Para 7%, I=1,m,=1,ypara p, I =%, m;=1;por lo tanto, el valor total de m, es 1 + 1 =2. Dela
ecuacién (32.3) el Gnico valor posible del spin isotdpico es

1 _ 3
I=1+ 3=3
(b) Paran", I=1, my= —l.yparap, I =4, m;=4{;conlocualelvalortotalde mes~1+1=—1.De
la ecuacién (32.3) surgen dos valores posibles del spin isotépico total:
14 ) I =31
1—1+5,l+7 1—2.2

32.3. En las siguientes reacciones, jcudles son las posibles particulas que satisfacen las condiciones de la
reaccion para X? (Todas las reacciones son fuertes.)

(a) K +p->K*+X
(b) 7 +p-oK°® +X
(¢c) p +p-omt +n+A"+ X

Las leyes de conservacion para cada una de las reacciones dan:

(a) némero decarga: —1+1=+1+4+2 6 Q -1
numero lepténico: 0+0 =0+ € £ =0
nimero bariénico: 0+1 =0+ B P =1
extrafieza: -14+0=+1+5 S =-2
componente en z del
spin isotépico: ~ltl=+i4m, myo=—4

Estas propiedades se cumplen cuando X es una particula =
b) ntimero de carga: -14+1=0+9 ) 9 =0
niimero lepténico: 0+0=0+¢ £ =0
numero bariénico: 0+1=0+% B =+1
extrafieza: 0+0=1+5 S =-1
componente en z del
spin isotdpico: ~l+i==3+m m;=0

Estas propiedades se cumplen cuando X es una particula 5% ¢ una particula A®.
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(o) nimerodecarga: +1+1 =+14+0+0+ 2 6 9 +1
nimero lepténico: 0+0 = 0+0+0+ £ £ 0
numero bariénico; +1+1 = 0+1+1+ B B =0
extrafieza: 0+0= 0+0-1+35 S =+1
componente en z del
spin isot6pico: 14l = 1-140+m, m=+1

Estas propiedades se cumplen cuando X es un mesén K *.

32.4. En las siguientes parejas de reacciones, determine en cada caso cual de ellas es posible.

(@) 7 +p->32"+7q° .
7" +p—30+ KO (interaccién fuerte)
—_—
(b) ZT -7+
- _ (decaimiento débil)
PN +p
() p+p-o>K*+Z*
+ K+ 44 A0 (interaccién fuerte)
PTp— P
d T +p->n+ Y
@ d 04 A0 (interaccién fuerte)
7" +tp—-T +
() nop+e  +y,

- (decaimiento débil)
n— p +e + v,

Las reacciones marcadas con “no” en la iltima columna de la tabla 32-4 no violan leyes de conservacion
aplicables y, por lo tanto, son posibles.

Tabla 32-4
X Componente-en z Leyes de
Parejas de Némero de Numero Nimero Extrafieza del spin conservacion
reaccién carga (Q) |lepténico(g,) | bariénico (@) $) isotépico (m;) violadas
@ " +p++1° —1+1=040 {0+0=0+0| O0+i=1+0 j0+0# -1+0 -1+1 %040 S.m
" +p>I0+ KO ~141=0+0 |[0+0=04+0| O+1=140 | 0+0=~1+! | ~1+im0-1} no
b) T- =7 +n - lm=140 [0+0=0+0 [=0+1 (no aplicable) (no aplicable) no
I antp ~1% -141 [0+0=0+0 1=0+1 ’ 2
() p+p-oK* +Z* I+1=141 0+0=040 |1+1 ¥ O0+1 O04+0m]—~1 1+ iel B,m
PHPpoK* +p+ A [ 141m 1+ 140[0+0=040 |1+1=0+1+1[0+0=14+0~1] {+i=i+i+0 no
(d) s~ +psn+y ~141=0+0 | 04+0=0+0| O+1i=140 0+0=0+0 | —1+}=—1+0 no
" 4poar®+A° ~141=040 |0+0=0+0| O+1=0+1 0+40#0-1 |~1+} %0+0 &, m
() nop+te +», O0=+1-1+0 [0=0+1+1] 0=0+0+0 (no aplicable) (no aplicable) £
n>p+e” +5, O=+1~140 [0=0+1-1 0=0+0+0 no

32.5.

Explique por qué el decaimiento =°— A? + y es observado, mientras que en
plique por q Y

5p+776 2°>n+ 7° no lo son.
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En el decaimiento
205 A%+ y
S: -1 =-1+4+0

se conserva la extrafieza y el tiempo de vida del Z° (a 1074 5) indica que decae mediante un proceso electro-
magnético rapido y no mediante una interaccién lenta débil (tiempo de vida =~ 10719 s). Los decaimientos

p+a”

S: -1#0+0 (AS =+1)
on+q°

S: -1#0+0 A5 =+1)

serian débiles, debido a que la extrafieza varia.

32.6. La figura 32-1 muestra dos trayectorias obtenidas mediante una cdmara de burbujas (un campo
magnético apunta perpendicularmente al plano del papel alejandose del lector). Identifique las
particulas neutras desconocidas (linea de puntos).

k.4 ‘”...
-
K~ - /X
/—mn - - .
~ - en reposo \Y ~
~N X
™ ~
N P
(@) (®)
Fig. 32-1

(a) La reaccidon es K~ —> 7~ + X. Las leyes de conservacién que deben cumplirse son

spin: 0=0+5
numero lepténico: 0=0+C
nimero bariénico: 0=0+ B

Porlotanto, § = £ = ® = 0. De la tabla 32-1 se ve que la particula desconocida es un meson sin carga,
que bien puede ser 7% K° K° 6 3°. Puesto que la masa en reposo del nicleo padre K ~ debe ser mayor
que la suma de las masas de las hijas {(Q > 0 para un decaimiento espontineo) no queda mas posibilidad
para X que la de ser un mesén 7°.

(k) El decaimiento de la particula X es X — n* + 7, Lasleyes de conservacidn aplicadas a este decaimiento

establecen que

spin: S=+1-1=0
ntimero lepténico: £ = 0+0=0
nimero baridénico: ®B= 0+0=0

Como en la parte (a). la particula desconocida es un 7% K° K° 6 un 7° . Enesta ocasién,conQ > 0 se
descarta la posibilidad de un mesén #°. El tiempo de vida del mesén 7° es demasiado corto(Tm < 10-185),
por lo tanto su trayectoria no es observable en el diagrama. Por lo tanto, la particula' X puede ser solamente
un mesén K® 6 un mesén K°. La escogencia correcta se hara una vez determinada la particula Y.

E! decaimiento de la particula Yes Y — o~ + p. Aplicando las leyes de conservacion a este decaimien-
to se tiene

spin: S=044=3
nimero lepténico: £ =0+0=0
nimero bariénico: B=0+1= +1
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Para estas propiedades, en la tabla 32-1 se encuentra que la particula Y es un barién sincarga, que bien puede
serun n, A% 2% 6 EZ° De estas posibilidades excluimos el neutrén, puesto que la masa del nicleo padre .
debe ser mayor que la suma de las masas de las hijas. Sabemos que A$ =0, * 1, puesto que Y decae débil-
mente; como 7~ +p tiene & = 0, sabemos que la particula Ytiene & =0, %1, con lo cual se descarta el
=0 .. 0
Z". Del problema 32.5 vemos que el decaimiento de Z° es

OSA+y
por lo tanto, la particula Y debe ser A% que tiene $ = —1 e I=m, =0,

Para encontrar X volvemos a la reaccién de interaccién fuerte inicial, que puede ser
7" +p—>K°+ A°
§: 0 +0=1 -1

7" +p - KO+ A0
$: 0 +0 # -1-1

La segunda reaccion no conserva la extrafieza, por lo tanto, K°debe descartarse, quedando finalmente para
X la posibilidad de ser un mesén K°.

32.7. Una particula 2° decae en reposo en una particula A® . Calcular la energia del fotén liberado.

La reaccién es °-» A® + y. De la conservacién de momentum y utilizando la relacién relativista E2 =

(pEY + (moc®y,
E’Y
Pa=pPy=
phet = E3 - (Mpc®) = B )
De la conservacién de energia tenemos
Mzc'= E\ + E, 6 E}= (M2c2)2+ E} - 2M3c’E, )

De las ecuaciones (/) y (2) combinadas se obtiene

2 2
c (Mzc?) = (Mac?)” (1192 MeV)? - (1116 MeV)?
Y 2Mzc? 2(1192 MeV)

=73.6 MeV

32.8. Calcular las energias de los productos de la reaccién
7" +p-sn+a’
si el 7~ y el p estan inicialmente en reposo.
De la conservacién del momentum,

Pa=pe 6 (pr)'=(pc)’ ()

Utilizando la relacién relativista entre energia y momentum para cada uno de los productos finales, obtenemos
E? = E& + (pac)’  Ed=Edo+ (pyc)

Restando estas ecuaciones y reemplazando en (/), se llega a

E?— Ep = E2, — E&o=(939.6 MeV)*~ (135.0 MeV)* = 8.646 X 10° (MeV)?

(E, + E,0)(E, — E,0) = 8.646 X 10° (MeV)? (2)
De la conservacion de energia

E, + Eyo=™ Eg,- + Eg, = 139.6 MeV + 938.3 MeV = 1007.9 MeV 3)
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Sustituyendo este valor en la ecuacién (2), encontramos

(1077.9 MeV)(E, ~ E,o) = 8.646 X 10° (MeV)’

E, - E,o=802.1 MeV 4)
Resolviendo simultineamente las ecuaciones (3) y (), tenemos
E, = 940.0 MeV E, o= 1379 MeV
de donde

K, = E, — E,, = 940.0 MeV — 939.6 MeV = 0.4 MeV
Kyo= E,o~ Ego=137.9 MeV — 135 MeV = 2.9 MeV

32.9. Calcular la energia umbral para la reaccién de alta energia

m+myosM+My+- - +M

n

si el blanco, m,, esta fijo.

Los calculos deben efectuarse teniendo en cuenta efectos relativistas. En el sistema de laboratorio, donde
m, esta en reposo,

Elab=(m|c‘2+ K1)+ m2C2 (1)

En el sistema de centro de masa el momentum total es cero y a la energia umbral todas las particulas finales son
producidas en reposo. Por lo tanto,

Ecm=(1wl""'ﬁ'!2+"'"“‘ln)c2 (2)

La cantidad E% - (pc)2 es invariante para un sistema de particulas, donde E es ia suma de las energias de las
particulas y p es la magnitud del vector suma de los momenta de la particula. Puesto que el momentum totalen
el sistema de laboratorio es el momentum del proyectil m,,

E2y~ (pc) = EZ,

[(mlc2 +K)+ mzcz]2 —(pie)’ = [(My+ My+ - - + M,,)cz]2 3)
Para la particula m,, se cumple también que,
(pic)’= EZ = (mc)*= (K + m,cz)z— (m,cl)2 (4)
Eliminando el término (71¢)* de las ecuaciones (3)y (4), se obtiene una ecuacion lineal para K, , cuya solucién es
K,=K=- -2’172[(m,+m2-M1—M2— o = M)y M+ Myt -+ M)
=—ZLmQ(m,+rh2+M,+Mz+-~-+‘M,,) ()

en funcién del valor Q (negativo) de la reaccion.
Obsérvese que en una aproximacion para energia baja podemos utilizar ia relacién cldsica para la masa

M+ M+ - + M, =m +m
Con lo cual, se obtiene de la ecuacion (5)

u my ( i 2)
en concordancia con el resuitado no relativista del problema 30.8.

32.10. Hallar la energia umbral para la reaccién p+ p—p+p + 7°.
Para la reaccién,

0 =[mp +m,—(m,+m,+ m)]c* = —m,c? = —135 MeV
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por lo tanto, del problema 32.9,

K, = - ZQn;(mp+n5,-'rm,,+m,,+m,,)= - #(4m,,+m,)cz
_ 135 MeV -
= 238 MeV) [4(938 MeV) + 135 MeV] = 280 MeV

Esta es la energfa minima que debe comunicar un acelerador a un protén para producir un mesén 7% mediante
la reaccién anterior.

Determinar los posibles valores del spin de un mesén #~ para la reacciéon 7~ +p—n+y.
De la conservacién de momentum angular intrinseco, tenemos
S, +8,=5,+s,

donde |s| =\/s(s + 1) h. Alladoderechosetiene s,=4 y s,= 1, porlotanto, el momentum angular totales 6
3. Para el protén s, = 1,con lo cual s, es0 6 I.

Calcular la cantidad 7= h/m,c.

h__ 658X 10" %eV-s

=47 X107 %5
myc? 140 % 10° eV

To ™

Si uno examina la interaccién fuerte como el intercambio de un mesén #, entonces en el interior de un
nucleo puede efectuarse un proceso tal como

n-op+a”

aunque la conservacién de masa-energia prohiba el proceso para nucleones libres. De acuerdo con la mecanica
cuéntica, la conservacién de energia puede violarse en una cantidad m,c? si el tiempo que dura el proceso, de
acuerdo con el principio de incertidumbre de Heisenberg, es:

AtAE=h 6 r(mcH)mh 6 mm l’z’
m,c
Emozlces, los procesos de interaccion fuerte tienen lugar en un intervalo de tiempo de aproximadamente
10-%4,

Calcular la masa de un mesén 7.

Si el rango a del campo de un mesén 7 es aproximadamente del tamafio de un nicleo y suponiendo que el
mesé6n 7 viaja a una velocidad cercana a la de la luz, entonces @ = ¢rqdonde 74 es el tiempo que gasta el mesén «
en atravesar un didmetro nuclear. Haciendo a = 1.4 fm (valor aproximado del tamafio nuclear)y o = &/m,c?,
también estd acorde con el principio de incertidumbre de Heisenberg (problema 32.12), se obtiene

ch_ _ 197 MeV im

14 fm =
myc? myc?

6  mycl=141 MeV

Este valor concuerda con la masa observada para los mesones (tabla 32-1).
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Problemas suplementarios

32.14. Hallar la energia umbral para la reaccion p+ p>p+p+p+p. Resp. 5630 MeV

32.15. Dar los posibles valores de spin isotépico y su componente en z para el sistema de particulas K * + p.
Resp. my=1,1=1
32.16. ;Cuadl de los siguientes decaimientos débiles no es posible para el £7?
(@) Q@ = +2° b)) 9 S5A+K- (¢) @ 52 +K°
Resp. (¢)
32.17. El mes6n p* decae débilmente en un protén mas neutrinos. ;Cudles neutrinos se observan en el estado final?
Resp. v, + 7,
32.18. ;Cual de las siguientes reacciones fuertes es posible?
(@) p+pop+n+K*  (b) p+p->A"+K'+p+an*

Resp. (b)

32.19. ;Qué leyes de conservacién se violan en la reaccién p— O+ e*t +e? Resp. By2

.

3220  Hallar la energia cinética del 7~ en el decaimiento A®—p + #~, con A° inicialmente en reposo.
Resp. 327 MeV

32.21. Hallar la energia cinética del e~ para el decaimiento # = — e~ +F,, con 7~ inicialmente en reposo.
Resp. 69.3 MeV

32.22. Calcular la energia cinética del 7 *en el sistema de reposo del K *(sistema que corresponde al de centro de masa)

para el decaimiento K* —» 7% + 'rLr’°2 Resp. 108 MeV
Y



PARTE 7. Sistemas atémicos

Capitulo 33

Enlace molecular

33.1 ENLACE IONICO

El enlace ionico es el tipo de enlace que se encuentra en la mayoria de las sales, en las cuales un material
alcalino (de la primera columna en la tabla periddica: Li, Na, K,...) se liga a un haldgeno (de la séptima
columna de la tabla periddica: F, Cl, Br,...). Para explicar el enlace iénico analizamos la sal tipica KCl. El
potasio (,,K) tiene un electron 4s mas alla de la estructura cerrada del gasinerteargén (152 2s2 2p° 352 3p®
4s' = ,Ar + 45"). Debido a que el ultimo electrén esta muy débilmente ligado, con una energia de ionizacion
de solamente 4.34 eV, es facil formar unionde potasio K*. Elcloro (;,Cl) necesita un electrén para comple-
tarlacapa3p (1s? 2s? 2p% 352 3p> = Ar — 3p"), por lo tanto, es mas bien facil ligar un electrén adicional
a un atomo de cloro para formar elion de cloro negativo Cl™. De los dtomos neutros que como el Cltienenla
posibilidad de aceptar un electron adicional se dice que tienen afinidad electronica. La energia denominada
energia de afinidad electronica necesaria para extraer el electron adicional de union Cl~ para formar un
atomo neutro de Cl es de 3.62 eV. Sies necesario agregar energia, es porque la energia total del ion de cloro es
inferior en 3.62 eV a la energia total del a&tomo neutro de cloro.

La formacién de una molécula de KCl puede realizarse en dos etapas. Primero, se extrae un electrén de
un atomo neutro de potasio para formarion K* y transferirlo a un 4tomo neutro de cloro para formar un ion
C17. En este proceso deben agregarse 4.34 eV al &tomo de potasio, pero 3.62 eV son suministrados por el
atomo de CI; por lo tanto, la energia neta necesaria para formar el par K* Cl™ es 4.34 eV~ 3,62 ¢V,=
0.72 eV. En la siguiente etapa, podemos imaginar que los ionesK* y C1™ se retinen para formar el “4tomo”
neutro de KCl. En este proceso la energia del sistema aumentara negativamente, debido a la interaccion de
Coulomb entre los dos iones cargados con signo opuesto. La energia total final del sistema serd lasumadela
energia positiva 0.72 eV necesaria para formar el par original K* Cl ™y la energia negativa de Coulomb de
los iones combinados. Si esta energia total es negativa, la molécula de KClI sera estable, puesto que es
necesario suministrar energia para disociar la molécula en {os atomos originales de K y de Cl. Experimen-
talmente se ha encontrado que los iones en el KCl se encuentran separados una distancia ry = 2.79 A yque
KCl tiene una energia de disociacion de 4.42 eV.

Puesto que la fuerza de Coulomb entre los dos iones es atractiva, podria esperarse que no existiera una
configuracion estable. Sin embargo, a distancias suficientemente pequefias los electrones en los iones
producen efectos repulsivos, debido a la fuerza de Coulomb entre ellos y también a causa del principio de
exclusion de Pauli. Entonces, puesto que hay una fuerza atractiva a separaciones grandes y una fuerza
repulsiva a separaciones pequefias, existen separaciones intermedias a las cuales los iones K* y Cl~
permanecen en equilibrio.

33.2 ENLACE COVALENTE

Las moléculas, tales como H,, Cl,, NO, se encuentran ligadas mediante mecanismos conocidos como
enlace covalente. Paraexplicar en detalle este enlace covalente se requiere la solucién mecanico-cudntica para
un sistema polielectrénico bajo la influencia de dos nucleos. Las soluciones de tipo mecénico-cudntico se
encuentran fuera del alcance de este libro en donde solamente daremos los resultados para explicar el enlace
covalente.

Como ejemplo de enlace covalente consideremus la molécula covalente mas sencilla, H,. La molécula de
H, puede considerarse como compuesta por dos cargas positivas con dos electrones que se mueven en sus
respectivos campos electromagnéticos. Los dos electrones pueden tener spin total S = 0 (estado singular,
con spines antialineados) 6 § =1 (estado triple, con spines alineados). La solucién mecéanico-cuantica

230
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demuestra que el estado singular tiene la energia mas baja. Ademas, los electrones se encuentran con mayor
probabilidad en medio de los nucleos de hidrogeno. Los protones a cada lado de los electrones se encuentran
asi atraidos por la carga negativa de éstos, dando como resultado una fuerza de enlace para los dos protones.

La molécula de H; se encuentra ligada esencialmente del mismo modo que la molécula neutra de H,,
pero debido a que en esta solamente hay un electrédn que atrae los protones, la energia de enlace resulita ser
mas débil. Para el H, la energia de enlace es de 4.48 eV y la separacion atémica es de 0.74 A, mientras que la
energia de enlace para el Hf es de 2.65 eV y la separacién atémica de 1.06A .

La diferencia entre el enlace covalente y el idnico consiste en que en el enlace covalente los electrones son
compartidos por los 4&tomos, mientras que en el enlace idnico un electrén es transferido de un dtomo a otro.
En la mayoria de los enlaces quimicos existe alguna distribucion de cada uno de estos tipos de enlace.

Las diferencias entre los dos tipos de enlace también se manifiestan en el tamaiio relativo de los
momentos de dipolo eléctrico de los enlaces moleculares idnico y covalente. Un dipolo eléctrico puede
considerarse aproximadamente como dos particulas con cargas opuestas separadas por una pequefia
distancia d; la magnitud del vector momento de dipolo eléctrico p esta dada por p = Qd, donde Qes la
magnitud de la carga de cada particula y el sentido del vector momento de dipolo sea de la carga negativa
hacia la positiva. El momento de dipolo de un enlace molecular idnico es relativamente grande, debido a que
la separacidn entre los dos iones cargados es grande, por otra parte, para un enlace molecular covalente
donde los electrones se encuentran en medio de los dos niicleos hay efectivamente dos momentos dipolares
formados por las dos cargas positivas de los nucleos y las cargas negativas de los electrones. Como estos
momentos actian en sentidos opuestos tienden a cancelarse mutuamente, dando como resultado la no
presencia de momento dipolar para un enlace molecular covalente.

33.3 OTROS TIPOS DE ENLACES

Es posible que en dos o mas dtomos se induzcan mutuamente momentos dipolares, aunque en cada uno
de ellos su momento dipolar sea cero. El dipolo inducido surge de la separacion de las cargas positivas y
negativas del atomo, debido a la estrecha proximidad de un dtomo con otro. La fuerza débil de atraccién
entre los dipolos inducidos se denomina enlace de van der Waals. Es la Gnica fuerza que liga los elementos
inertes en los estados liquido y sélido.

En los metales, los &tomos no comparten ni intercambian electrones para permanecer ligados. En
cambio, varios electrones (aproximadamente uno de cada 4tomo) se encuentran mas o menos libres para
moverse a lo largo del metal; por lo tanto, cada electrén puede interactuar con varios dtomos fijos. Los efectos
de esta interaccion, que puede explicarse solamente con la ayuda de un andlisis mecanico-cuantico, son los
responsables del enlace metdlico que mantiene unido al metal.

- Problemas resueltos

33.1.  Encuentre la expresion para la energia de disociacién en un enlace iénico de una molécula diatomica
de sal en funcion de la separacidn interatomica, de la energia de ionizacion del alkali y de la energia
de afinidad eléctrica del halégeno. Comparar los resultados predichos por la ecuacién con los valores
experimentales de D que se encuentran en la tabla 33-1.

La disociacién de un enlace i6nico en una molécula diatémica puede considerarse en tres etapas: (1)

aumentando la separacion de los dos iones desde una distancia ry hasta el infinito, lo cual requiere una energia

— E¢ = +ke?/r, (el signo negativo se debe a la energia de Coulomb): (2) la extraccién de un electrén del ion

negativo del halégeno para neutralizarlo, lo cual requiere una energia igual a la energia de afinidad electrénica

del halégeno F; (3) la ubicacién de este electron en el ion positivo del alkali para neutralizarlo, lo cual requiere
una energia de — I, donde 7 es la energia de ionizacion del alkali.
La energia D necesaria para disociar la molécula es entonces

2 .
D=k L p_[-1440eV-A |
To o

F-1
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33.2.

33.3.

Tabla 33-1
Alkali Energia de lonizacién, / Haloégeno | Energia de afinidadielectronica, F
Li 5.39 eV F 345eV
Na 5.14eV Cl 3.62 eV
K 434 eV Br 3.36eV
Sal Longitud de enlace, r Energia de disociacién, D
LiF 1.56 A 5.95 eV
NaCl 251 A 3.58 eV
KCl 279A 4.42eV
KBr 294 A 3.96 eV

Reemplazando los datos de la tabla 33-1, obtenemos

_ 1440ev-A
1.56 A
1440 eV - A
D=
251A

1440 eV - A
KCL: D= + 3. -4, =4,
WA— 3.62eV—434¢eV 4.44 eV

LiF: D +345eV—-539eV=729¢eV

NaCl: +3.62eV—-5.14eV=422¢V

1440eV-A

KBr: 2.94

D= +336eV-434eV=392eV

Se encuentra que los valores predichos concuerdan muy bien con las energias de disociacion observadas.

Calcular el momento dipolar para KClI (r, = 2.79 A).

Si consideramos la separacién entre las cargas como la separacién atémica, el momento dipolar estd dado
por
P=0ro=(16x10"C)(279% 10" m) =446 x 10-* C*m

(Los momentos dipolares se dan a menudo en debies; | D = 3.335641 X 10~%*° C-m.) El momento dipolar real
encontrado es 2.64 X 107 C+m, lo cual demuestra que los centros de carga se encuentran mas cercanos uno
del otro que la separacién atémica considerada en este problema.

Los dos protones en una molécula de H, se encuentran separadas una distanciade 0.74 A.;Qué carga
eléctrica negativa debe colocarse en el punto medio entre los dos protones para comunicar al sistema
la energia de enlace observada de 4.5 eV?

La energia de enlace, es decir, la energia necesaria para llevar todas las particulas hasta el infinito serd igual
en magnitud a la energia total de Coulomb de las cargas que conforman la molécula de H,. La energia de
Coulomb esta formada por la contribucién positiva de los dos protones.

E, =k 1440¢eV-A

P 0IaA " 19.5eV

y una combinacion negativa de una carga negativa §( — e) localizada en el punto medio entre los dos protones,

o ke ke \_ _,p ke
E_= 8(—8)Vm¢d— 88( m + —ro/z ) 28 ——’0/2
14.40eV-A
= -2 ————— = —(778¢V
S aarys - ~(778eVR
Con lo cual obtenemos
~BE=E, +E_

—4.5eV=19.5eV—(77.8¢V)8
§=10308
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Este nimero es mucho menor que el valor de 8§ = 2 . que representa el nliimero de electrones que existen en
una molécula de H,. Estos dos electrones no se encuentran localizados exactamente en el punto medio entre los
dos protones, sino que se les puede encontrar en cualquier lugar alrededor de ellos. Sin embargo, desde el punto
de vista mecanico-cudntico, los dos electrones se encuentran con mayor probabilidad en el punto medio entre
los dos protones. Por lo tanto, los electrones pasan la mayor parte de su tiempo en el punto medio y, en conse-
cuencia, surge una fuerza atractiva que se traduce en el enlace covalente de una molécula de H,.

33.4. Una expresion aproximada para la energia potencial de dos iones en funcion de su separacion es

2
Ep=_k_9-+£
r ’,9

El primer término es la conocida interaccion de Coulomb y el segundo término se ha introducido con
el fin de tener en cuenta los efectos repulsivos de los dos iones a pequeifias distancias. Calcular b en
funcién de la separacién de equilibrio r,.

El valor minimo de la energia potencial se encuentra cuando el valor de la separacion es igual a la separa-
cién de equilibrio rg. Este valor minimo se obtiene asi:

d(EP) ke®  9b , ke’rg
r rery ro To

La forma general de la grafica de EP como una funcion de r aparece en la figura 33-1.

EP 4\

~Y

EPy[—————

Fig. 33-1

33.5. Calcular la energia potencial de la molécula de KCl para su separacién de equilibrio (ro = 2.79 A).

Del problema 33.4 la energia potencial minima es

_ke* b _ _ ke* | ke* _ _ 8ke’
EPo ro + ,-_3 T + 9%, 9
—8(14.40eV - A) .
=" Y o _459eV
9279 A) ¢

33.6. Una expresion para la energia potencial de dos atomos neutros en funcién de su separacion r se
obtiene mediante el potencial de Morse,

EP= Py[1— e a¢=]?
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Demostrar que ry es la separacion atémica y Py es la energia de disociacion.

El valor minimo para la funcién de energia potencial se obtiene de

d(EP) a(r — ry)| a(r—r
———ierS 2 —alr— —_— —r9) ™
= 2Pae f1-¢ ! ]=0
lo cual da r = r,, para la expresion de equilibrio. En r = rg, EP = 0; cuando 7 -+ %0, EP—» P,. Por lo tanto, es
necesario realizar un trabajo de

Po"‘o‘“Po

para lograr una separacién infinita entre los dtomos y ésta, es precisamente la energia de disociacion.

Problemas suplementarios

Calcular la separacién minima entre el Na* y el Cl™ si estos iones deben estar ligados. Considere los iones
como cargas puntuales. (La energia de ionizacién del Na es 5.14 eV, la energia de afinidad electronica para el Cl
es 3.62 eV y la energia de disociacion del Nall es 3.58 eV.) Resp. 2.82 A

Si la energia de disociacién del K1 es 3.33 eV, calcular Ia longitud de enlace (distancia entre iones) para el KI
donde la energia de afinidad electronica dei I es 3.06 eV y la energia de ionizaciéndel K es4.34 eV. (Lalongitud
de enlace medida para el K1 es 3.23 A.) Resp. 3.12A

Siel momento dipolar del Kl es 3.05 x 19“29 C-m , calcular la Jongitud de enlace del KI. (Experimentalmente
se ha encontrado el valor de ry=3.23 A)) Resp. 191A

Suponiendo que los dos electrones en la molécuia de H, se encuentran en el punto medio entre los dos protones,
icudl debe ser la separacion entre los protones para justificar la energia de enlace observada de 4.5 eV?
Resp. 9.6A

Los dos protones en una molécula de H;* se encuentran separados una distancia de 1.06A y la energia de enlace
es 2.6 eV. ;Qué carga eléctrica debe calcularse en el punto medio entre los dos protones para conservar estos
valores? Resp.  0.298e

Calcular la energia potencial de la molécula de KI en su separacién de equilibrio a partir de los datos del
problema 33.8. Resp. —4.10 eV



Capitulo 34

Excitaciones de moléculas diatomicas

En las moléculas complejas se encuentra que ademas de las excitaciones electrénicas normales hay en
ellas movimientos rotacionales y vibracionales. Restringiremos nuestro estudio a moléculas diatémicas (con
dos atomos) que presentan algunos aspectos importantes relacionados con excitaciones moleculares sin una
excesiva complejidad matematica.

34.1 ROTACIONES MOLECULARES

Fl movimiento rotacional de una molécula diatémica
puede considerarse como la rotaciénen un plano de dos esferas
unidas por un eje, alrededor de su centro de masa (ver figu-
ra 34-1). Si el momento de inercia del sistema alrededor del
centro de masa es /, la energia cinética E, debida al movi-
miento rotacional serd

2 , ‘ 0
I N M Ny (34.1) e

Fig. 34-1

donde w, es la velocidad angular rotacional y L = I, es el momentum angular del sistema.
E! momentum angular de las moléculas, al igual que el de los &tomos polielectronicos, se encuentra cuan-
tizado y puede suponerse que solamente tiene valores discretos, segiin

L =Vil+1)h 1=01,2,... (34.2)

Por lo tanto, la energia cinética rotacional dada por la ecuacion (34.1) estard cuantizada y toma solamente los
valores

I(1 + 1)#?
G

i 57 (34.3)

Un diagrama tipico de niveles de energia rotacional aparece en la figura 34-2(a).

34.2 VIBRACIONES MOLECULARES

Los enlaces quimicos que mantienen unidas a las moléculas diatomicas permiten la presencia de
movimientos vibracionales en forma analoga a las vibraciones de dos masas que se encuentran en los
extremos de un resorte. Debido a que las energias son muy pequeifias, los movimientos de vibracion en las
moléculas pueden considerarse aproximadamente como oscilaciones armdnicas simples. Un estudio
mecanico-cuantico muestra que un oscilador arménico puede tener energia cinética solamente con valores
discretos E, cuyos valores estdn dados por

E,=(n+ {)ho, n=012,... (34.4)

235
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donde w, es la frecuencia angular vibracional que depende de la constante de recuperacion y de la masa
reducida del sistema.

En la ecuacion (34.4) se observa que la energia vibracional més baja es E, = { hw,. Asi, con su energia
minima la molécula no esta en reposo sino que realiza alguna vibracién minima alrededor de su punto de
equilibrio. La ecuacion (34.4) predice que los niveles de energia de un oscilador armdnico estan igualmente
separados a intervalos de hw,. Para energias altas, la aproximacién hecha en el oscilador simple ya no es
valida y se encuentra que para esos niveles de energia, los intervalos se van estrechando mas de lo que predice
la ecuacién (34.4). Un diagrama para los niveles de energia del oscilador armoénico aparece en la figu-
ra 34-2(b).

Niveles Niveles
10 ﬁ 4 rotacionales vibracionales
I
n
n 2
h, 4 }, 4
3
2
%hw,, 3 (1) 3
6 7 3
2
$ho 2 1
0 0 2
3
2
h2 .
3 —I—' 2 ihw,, 1 (]] 1
3
2
e 1 2
{hw, 0 (1) 0
0 0 == v o o = w—
(a) Niveles rotacionales (b) Niveles vibracionales (¢) Niveles combinados

Fig. 34-2

34.3 EXCITACIONES COMBINADAS

Se ha encontrado que las separaciones en los niveles de energia vibracional son 10 6 100 veces mayores
que las separaciones entre los niveles de energia rotacional (ver problema 34.7). Clasicamente esto significa
que existen varios ciclos de vibracién durante cada rotacion, por lo tanto, los dos movimientos pueden consi-
derarse separadamente. La figura 34-2(¢) muestra los niveles pequeiios de energia rotacional superpuestos
sobre los niveles mayores de energia vibracional.
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Las transiciones entre los niveles pueden presentarse ya sea por emision de fotones en la desexcitacion
molecular o mediante la absorcién de fotones. En la mayoria de los casos, para bajas energias, las transiciones
estan sometidas a las siguientes reglas de seleccion.

Al==*1 An=*1]

Los espectros vibracional y rotacional son utilizados para obtener distancias de enlace molecular o
rigidez de enlace de las moléculas (ver problemas 34.4 y 34.8).

Problemas resueltos

34.1.  Supongase que una molécula diatomica esta formada por dos masas m, y m, (ue se encuentran en los
extremos de una barra sin masa de longitud rg. Demuestre que el momento de inercia alrededor de
un eje perpendicular a la barra y que pasa por el centro de masa es

m,m,

=072 o
m,+m, ° #o

donde u es la masa reducida (seccién 19.3).

El momento de inercia de dos masas puntuales, m, y m, alrededor de un eje que pasa por el centro de masa
es

1= mr}+ myr} (1)

(ver figura 34-1). De la definicion de centro de masa obtenemos

mp my

——ry  Py= ———r
my+ my ° 2T m+m°

ry=

reemplazando en (/) se tiene

myro  \? mry 2_ mym, 72
my + my Am+m, m +my °

1= ml(
34.2. Calcular la separacion interatomica del O,, en el cual #2/21 = 1.78 X 107 eV.

La masa reducida para una molécula de O,es m/2,donde m = 16 ueslamasadecadaatomode Q. Utili-
zando el resultado del problema 34.1,

ro=\ , I _~f2e* _ hic?
0 m/2 mc? (1.78 X 107 % eV)mc?
he

- - 1973eV-A =121 A
\Kms X 1074 eV)me? \/(1.78 X 10~* eV)(16 u)(931.5 X 10° eV /u)

34.3. Demuestre que el espectro de la frecuencia rotacionai de una molécula diatémica esta formada por
lineas equidistantes separadas por una cantidad A» = h/4x*I, donde / es el momento de inercia de

la molécula.
Los valores posibles de la energia rotacional de acuerdo con la ecuacién (34.3) son

11+ DR
E, = —T—
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Una transicion entre dos niveles es el resultado de la emision (o absorcién) de un fotdn, cuya frecuencia » se

obtiene de
h/2m)
v =hy = EZ_ El = (——/21— [12([2+ l) - Il(ll + 1)]
h
v = Fy=T; (5,00, + 1) = 14 + 1]

En virtud de la regla de selecciéon A/ = %1, el valor de /, serd /, = I; + 1, por lo tanto
v= L f DU+ T+ D=L+ D] = A+
872l 4n¥

Las frecuencias de los fotones emitidos se consiguen haciendo /; =0, 1. ..., porlotanto, para lineas adyacen-
tes las frecuencias estaran igualmente separadas por una cantidad

34.4. En el espectro rotacional del 33Cl 19F se ha encontrado que la separacion de frecuencia entre lineas
adyacentes es de 11.2 GHz. Calcular la separacion entre los 4tomos.

Del problema 34.3,

~34 5,
J=_ B _ 6625x107%*Js = 1.50 X 10-* kg - m?
47t Ay 472112 % 10°s7Y)

Y del problema 34.1,

[t m)l o (35 u+ 19 u)(1.50 X 10-* kg * m?) X lu =271 x10"°m
ro= oy (35 w(19 W 166 x 10" kg

6271 A

34.5. Ladistancia interatémica de una molécula de 12C 16O es 1.13A Calcular la separacionen longitud de
onda aproximada entre lineas adyacentes del espectro rotacional ocasionado por las transiciones
electronicas en la regidn visible (5000 A).

De los problemas 34.1 y 34.3,

Av= P o _h
4l Aaurd
y para pequefias variaciones,
=AS$Y)= - £
ar=4(%) 5
Por lo tanto, .
=M b A(hc) :
18] = ¢ dntu? mym,
o 4772( _ cz)rg
m;+ m;
5000 A)’(12.4 MeV * A :
- 12(' 9 J (124 Mev - 2) =0962 A )
4"2[( e u)(93l.5 MeV/u)](l.l.‘i A)?

34.6. Calcular los niveles de energia rotacional para la molécula de H,, cuya separacion de equilibrio .
es 0.74 A.
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Los niveles de energia rotacional y el momento de inercia de la molécula de H, estan dados por
h2
E,=~2—]1(1+1) 1=[.Lf0=—2—r0

Por lo tanto,

2 Be)’

E=-T_iu+1)= —(-c%———zl(l-i- 1)
myré (myue?)rg
(1973 eV - Ay

- {1.008 u)(931.5 X 10° eV /u)(0.74 A)

I+ 1) = (757 x 1073 eV)i(I + 1)

En la siguiente tabla se encuentran los primeros cuatro niveles de energia rotacional para el H,.

l ' 0 1 2 3 4
E, eV x 1072 0 1.51 4.54 9.08 15.1

Calcular la separacién de niveles de energia vibracional para la molécula de H, (r, = 0.74 A).

Consideremos los nticieos del hidrogeno sometidos a repulsién electrostatica y sostenidos mediante un
resoite. Si el resorte se estira una distancia igual a la separacién nuclear, la constante X del resorte se obtiene a
partir de

2 2 . A
=%=K’o 6 K=ki=_l4'4ev_...A=355Ey_
ro

F 3 3 S5
r (0.74 A) A?

Relacionando a K con la frecuencia angular del oscilador arménico, se obtiene

hw‘,=hv£ =hcvi
p pe?

donde p, la masa reducida, es my /2. Por lo tanto,

. x 35. A2
ho, = he\[ 2K =913 ev- AN\ [ V/A ey
myc 938 X 106 eV

este valor es aproximadamente la separacion de niveles de energia vibracional. En el problema 34.6 vemos que
las separaciones de niveles de energia rotacional son unas 100 veces mayores que las separaciones de niveles de
energia vibracional. Por esta razon, podemos considerar que los estados rotacionales han sido obtenidos a
partir de los estados vibracionales como se muestra en la figura 34-2(c).

Una radiacion infrarroja de longitud de onda de 3.465 p mes absorbida por un gas de HCI. ;Cudlesla
constante de recuperacién para una molécula de HCI?

Si la molécula de HCI se considera como un oscilador arménico cuantizado, podemos tener en cuenta
solamente energias dadas por

E, = (n+ 1),

La absorcién de una radiacion infrarroja producird un aumento en ia energia del oscilador arménico. Debido
a la regla de seleccion An = * 1, este aumento serd de

h
3= W

DE = (n+1+})iw, = (n+ e, = b, = 37
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Igualando este aumento con la energia del fotén. tenemos

i

h
5‘; W,

>

27(3 X 108 m/s
L =2rs = -(———-—/—) =544 X 10" Hz
A 3465%107%m

€

La masa reducida de una molécula de HCl es

_ omgme (1 u)(35u)
T omytme  lu+35u

K
(].66! x 1077 B ) =161 X 10" kg

La frecuencia angular de un oscilador arménico esté relacionada con su masa reducida y con la constante de

recuperacién mediante w, =yK/u; por lo tanto,
K = pwl? = (1.61 X 10727 kg)(5.44 X 10 s~ ')’ = 476 N/m

Refiérase al problema 34.8. Calcule la energia vibracional total de una molécula de HCI, si se
encuentra a la temperatura de cero absoluto.

A 0 K todas las moléculas de HCl se encuentran en el nivel de energia mds bajo posible, lo cual corresponde
a n =0 en la ecuacion (34.4). Asi, utilizando el nimero de Avogadro, N,

E o1 = No( $hw,) = (6023 X 10 mol™ ') 4(1.055 X 10734 J -5)(5.44 x 10" 5™")

= 17.3 kJ/mol

En una muestra de N, las moléculas se han excitado al estado » = | de los niveles vibracionales y se
han desexcitado mediante la emision de fotones. ;Cuéles son las energias de los fotones emitidos?
(Considere tGnicamente los primeros cinco niveles rotacionales por cada nivel vibracional.)
Para N,, A2/21 =25 X 107 eV, hw, = 0.29 eV.

Los niveles de energia estan dados por

"
E=ha(n+4)+ 570+ 1)

y estos niveles se encuentran ilustrados en la figura 34-3. En todas las transiciones se cumple que An = —1;
y estan dados por

2
AE = hu, +_% @+ 1)~ 1(+ 1)
De la regla de seleccion para la energia rotacional, A/ = +1 se tiene que /' = !+ 1, por lo tanto
h2
AE=hw,,+§7[2(1+l)] 1=0,1,2,...
y de la regla de seleccion Al = ~1 tenemos /"= {— 1, asi

= R =
AE—hwu+ﬂ[ 21] 1=1,23,.
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4 5% 1073 eV
3 3x 1073 eV
2 1.5x10™3 eV
1 0.5% 1073 eV
Rl e =0 00 eV 0.435 eV
4 X 10"3 eV
P 5%1 e
3 ] 3% 1073 eV
a g
2 15% 1073 eV
b f
1 0.5%10~3 eV
n=0 1=0 < X £ 00 eV 0.145 eV
— e e e e e i e = - e ( eV
Fig. 34-3

Estas transiciones se pueden sintetizar en la tabla 34-1. Se observa que las energias estin separadas por una
cantidad #2/1=05 X 107% eV, excepto AE = hw, =0.29 eV para la cual no aparece linea.

Tabla 34-1
Transicion { AE, eV
a 3 029+20x10°3
b 2 029+ 1.5x 1073
c 1 029+ 1.0 x 1073
d 0 0.29 + 0.5 x 1073
e 1 0.29-0.5x 1073
f 2 029 -10x107?
g 3 029 - 1.5% 1073
h 4 029-20x1073
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34.11.  En la figura 34-4 se muestra el espectro de absorcion para cierto gas a la temperatura ambiente.
Calcular el punto cero de energia vibracional y el momento de inercia de una molécula.

A
Ar=0.6 THz

Intensidad relativa

90
Frecuencia », THz

Fig. 34-4

Elespectro de absorcion que aparece en la figura es una combinacion del espectro vibracional y rotacional.
La absorcion de fotones por las moléculas de un gas produce excitaciones que se encuentranen la figura 34-5. A
la temperatura ambiente (T & 300 K) las moléculas no tienen suficiente energia para ocupar bandas vibracio-
nales superioresa n = 0. Sin émbargo. poseen suficiente energia térmica como para ser excitadas dentro de los
diferentes niveles rotacionales de n = 0 de la banda vibracional. La absorcion de fotones produce entonces
excitaciones en la banda 7 = | como se indica en la figura 34-5. Se cumple aqui la regla de seleccién An = = 1.
Debido a la regla de seleccién Al = 1, las transiciones aparecen en dos grupos, / >+ 1 y [—1—1,como
se indica en la figura. La diferencia de energia entre los niveles final e inicial, que es la suma de las diferencias de
energia vibracional y rotacional, sera igual a la energia hv del fotén absorbido:

_ A _ 1 (kY , % _ h
b= ot a, + [ + 1) 1,(1,+1)]21(27) A R VORI RN s

=1+ 1 =11
- Fig. 345
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Para los dos grupos de transiciones se tiene

W, h .
1u=ll+l' P,—E"F(l/""l)m [1—0,1,2,...
. =2k -
Iu—II— 1: v, = b 147,-21 Il 1,2, 3,

Las frecuencias de los fotones absorbidos aparecen como aumento en cantidades de H/4 7% de

2 o4t
2 4l

24t (,=4en»,) a

PP ywr (,=3en»)

con excepcion del intervalo de frecuencia v, = w,/27. Podemos encontrar el momento de inercia mediante

la diferencia de frecuencia A» entre niveles adyacentes, a partir de

__h_ 663x107Js
472 Ay 47%0.6 X 10257 1)

1 =280 X 10~ kg* m?

Conociendo la frecuencia vibracional (¥, =90 X 10" s™!), podemos obtener ¢l punto cero de energia
vibracional:

Eo=thw, = thv, = 1(4.136 X 10715 eV -5)(90 X 10125~ 1) = 0.186 eV

Problemas suplementarios

La separacién de frecuencia entre los niveles adyacentes del espectro rotacional de cierta molécula es de 40 GHz.
(Cuadl es el momento de inercia de la molécula? Resp. 420 X 10™* kg *m?

La separacion interatomica del ?Br IF es 1.76 A. (Cual e5 su momento de inercia?
Resp.  7.88 X 107 kg m?

(Cual serd la separacién de frecuencia entre lineas adyacentes del espectro rotacional del Br °F del proble-
ma 34,137 Resp. 21.3 GHz

Para n = 0 calcular la relacién entre las longitudes de ondas de fotones emitidos en las transiciones en una
moléculade /=2 /=1y I=1-1=0. Resp. 1/2

La diferencia de energia de los fotones emitidos en las transiciones /=0 > =1y /=1->/=2enla
molécula de "B 160 es de 4.46 X 10~ *eV. ;Cual es la separacién interatémica del BO? Resp. 1.20A

La separacion en longitud de onda en el espectro rotacional de cierta molécula es de 3.62 Aenla region visible
(5000 A). ;Cual es el momento de inercia de la molécula? Resp.  3.86 X 10747 kg - m?

Calcular los tres primerosniveles de energia rotacional para el Br'F (ry = 1.76 A).
Resp. 0eV; 881 X107 %eV;264x107%eV; 528X 107 % eV

(Cual serd la longitud de onda del fotén producido en las transiciones rotacionales /=0— /=1y =1
{= 2 en el Br®F del problema 34.18? Resp. 1.41 cm; 0.705 cm

(Cudl es la separacion de los niveles de energia vibracional del Br*F (ry = 1.76;\)? (Compare las
magnitudes de estos niveles de energia con la magnitud de los niveles de energia rotacional calculados en el
problema 34.18.) Resp. 2.68 X 1072 eV



Capitulo 35

Teoria cinetica

En la teoria cinética de los gases se utilizan las leyes de la mecénica clasica, aplicadas a un sistema que
contiene un elevado nimero de particulas, para deducir las diferentes relaciones termodinamicas, en
particular, la /ey del gas ideal.

35.1 LA LEY DEL GAS IDEAL

Se supone que en un gas ideal la presion se debe a los choques perfectamente eldsticos de las moléculas
con las paredes del recipiente. En el problema 35.] se demuestra como un analisis clasico de los choques
conduce a una expresion para la presién p ejercida sobre las paredes del recipiente de volumen V, que
contiene N moléculas, cada una de ellas de masa m, asi

2
PV =3 N[ 4m(6%)grom] (35.1)
Aqui la cantidad (v?)prom s¢ define como sigue: Sea n; el numero total de particulas en el recipiente, cuya
componente en .v de la velocidad es t; . El valor promedio del cuadrado de las componentes en x de la veloci-
dad de las N moléculas en el recipiente es

| 1
() pom= 7 (MR + Moy + - Hmol 4o J= 5 Dny (35.2)
]
donde N =3 .n. Sisuponemosahora que no existe diferencia entre las direcciones x, 1'y z, podemos escribir
2 = ;2 = «2 = _1. .2
(UX)PW""- (D'V)Pfom (bz)prom 3 (b )prom (35‘3)

donde (%) prom = (V) prom + (v}) prom + (02) prom €5 €l valor promedio del cuadrado de la velocidad. La raiz
cuadrada de (v?)prom se denomina raiz cuadrada media de la velocidad:

U‘rcm = v vz)vprom (35’4)

La cantidad {m(c?) prom = K prom €5 12 energia cinética promedio por molécula; por lo tanto

U = N[ %m(uz)prom] (35’5)
representa la energia cinética interna total del gas y la ecuacién (35./) puede escribirse como
pv=2%u (35.6)

Este resultado puede transformarse mediante la utilizacidon de la relacién entre el niimero total de
particulas N y el numero total de meles, 9N : N = JN,, donde N, es el numero de Avogadro,

Ny = 6.023 X 10%* moléculas/ grs mol

(Cuando se expresan los pesos moleculares en kilogramos, se utiliza Ny = 6.023 x 10% kmol™') Entonces
la ecuacidn (35.1) se convierte en

pV = %[ %—NO %m(vz)mm}

244
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Si esta ecuacion se compara con la del gas ideal,

pV = NRT (35.7)
se ve que
3 R 3
%m(vz)pmm= A T=3kT (35.8)

donde la relacién R/Ny= 1.38 X 1073 J/K =8.617X 1075 eV/K se denomina constante de Boltz-
mann, k. Asi, la energia cinética promedio de un gas ideal aparece como una funcién de la temperatura
absoluta T del gas.

Supongamos ahora que no se conociera la ecuacion del gas ideal (35.7), entonces para avanzar en el
desarrolio de la ecuacion (35./) deberiamos estar en condiciones de evaluar la siguiente suma

n =1 2
(v )prom- N anul

Los métodos para calcular este tipo de promedio involucran funciones de distribucién que seran tratadas en
los capitulos 36, 37 y 38.

Problemas resueltos

35.1. Supongase que un gas estd formado por moléculas puntuales que realizan choques perfectamente
elasticos con las paredes del recipiente. Demuestre que la presion ejercida sobre las paredes de una
caja rectangular de volumen V = abc, que contiene N moléculas idénticas cada una de masa m, esta
dada por

p=2 D [4m(),.]

=Y

Fig. 35-1

Consideremos en primer lugar el choque de una molécula con una pared (figura 35-1). En un choque
elastico la componente en x de la velocidad de la particula cambiade + v, a —v,. Elcorrespondiente cambio
de la componente en x del momentum de la particula es

Ap, = m(—v,) ~ m(v,) = —2mo,

y como resultado del choque aparece una pequefia fuerza hacia la izquierda ejercida por la pared sobre la
molécula. La reaccion (tercera ley de Newton) aparece como una pequeifia fuerza hacia la derecha ejercida sobre
la pared, es decir, la presién.
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Supongamos ahora que en vez de una particula existen en la caja n; particulas, todas ellas con la misma
magnitud de la componente en x de la velocidad v, En un pequefio intervalo de tiempo dr, la pared de drea
A = bc es golpeada por las particulas que se encuentran a la izquierda de la misma y se mueven con una
velocidad + v,;. dentro de un pequefio volumen A(v,; df). Asi, el nimero de choques en un tiempo dr es

% ( f,; )A(o,i dr)

el factor 1/2 se debe a que la mitad de las particulas se mueven alejandose de la pared. El cambio total en la
componente en x del momentum, dp,;, como resultado de los choques es

cambio total en el momentum =
(cambio en el momentum por particula} X (nimero de particulas que golpean la pared)

nmAvZ dt

dp.; = (—2mvx.-)[ (3 )t dt)] - 22

ahora, por la segunda ley de Newton, la fuerza neta sobre la particula es

y la fuerza sobre la pared es — F,,.

En el desarrollo anterior hemos despreciado los efectos de los choques entre las particulas. El intervalo de
tiempo dt, puede considerarse lo suficientemente pequefio como para que el nimero de choques sea desprecia-
ble. También veremos que en un gas real en-equilibrio los choques no constituyen un problema puesto que, en
promedio, cada particula cuya velocidad cambia, debido a un choque es reemplazada por otra particula que,
debido al choque, ha adquirido la velocidad de la primera particula.

Desde luego, las N moléculas en un gas no tienen todas la misma magnitud de la componente en x de la
velocidad. En cambio, existe una distribucion de la componente en x de la velocidad entre todas las moléculas.
Por lo tanto, para encontrar la fuerza total ejercida sobre el drea A debemos sumar las contribuciones de todos
los grupos de velocidades, lo que da

mA 2
F =3(- =S, mA N NmA (v*)prom
x g ( I:n) | 4 7 ;0. = V [N(bX)Proan 3V

hemos utilizado aqui las ecuaciones (35.2) y (35.3). La presion p es entonces

p= 7 = —W"— = 3 V [%m(vz)prom]

Obsérvese que la expresion para p no depende de la pared en especial que escogimos para el desarrollo.

(Cudl es la energia cinética promedio de una molécula a la temperatura ambiente (300 °K)?

= 2 = 2 -5 EY.. == -2
Ko™ 5 kT = 3 (8.62)( 1073 )(300 K) =3.88 X 10-2 eV

Es conveniente recordar que este valor es aproximadamente 1/25 eV.

Sila molécula del problema 35.2 es de O,, calcular la raiz cuadrada media (rcm)de la velocidad de la
molécula.

Lonf o2 2
I‘prom- 2 m(v )pmm== amo

2K prom 2(3.88 X 1072 eV)(1.6 X 10712 J /eV)
0, - =484m/s
o m (32u)(1.66 X 10~ %" kg/u)

La ley de las atmdsferas establece que a temperatura constante, la presion p a una altura z por encima
de la superficie de la Tierra se relaciona con la presién p, en la superficie de la misma, segin

p = poe™ "8/ T (1)

Donde, m es un promedio de masa molecular. Demuestre que este resultado es una consecuencia de
la ley del gas ideal.
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Consideremos un pequefio volu- PGz +d2)=p(z)+ dp
men de gas dV = A dz, como se
muestra en la figura 35-2. Puesto que
el volumen estd en equilibrio, su peso
pg dV,debe ser igual a la diferencia
entre las fuerzas sobre las caras hori- dz{
zontales:

pg dvV ={p(z) - p(z + d2))4
pgA dz = —A dp
dp= —pg dz 1
. j1¢3]
De la ley del gas ideal p¥V' = 9LRT = .
NkT, encontramos para la densidad: Fig. 35-2
= Nm _"p
P=7 = %T
Luego
. ap mg
iT 7
Integrando y aplicando la condicion de frontera p(0) = py, se obtiene la ecuacion (/).

335.8.  Elrecorrido medio libre, L, de una molécula es la distancia promedio que la molécula recorre entre
dos choques consecutivos. Calcular el recorrido medio libre de una molécula en un gas a condiciones
norrales si e} didmetro molecular es de 4 A.

Supongamos que la molécula es una esfera de radio r que se mueve con velocidad constante promedio v,y
que todas las demas moléculas del gas permanecen fijas. La molécula chocara con cualquier otra molécula, cuyo
centro esté a una distancia 2r = d de la linea que describe el centro de la molécula que se mueve. Asi, después de
un tiempo ¢, habra chocado con todas las moléculas que se encuentran dentro de un cilindro, cuya seccién
transversal tiene un area igual a #d? y una longitud de ur. El nmero de choques es entonces

C = nud*ut

donde n es el nimero de moléculas por unidad de volumen. La distancia total recorrida, dividida por el nimero
de choques, da la distancia medida entre dos choques:

1
=% 1
C  nnd?

A condiciones normales, un kilomol de un gas ideal ocupa un volumen de 22.4 m?, entonces

_ 6.023 X 10 moléculas/ kmol

=2.69X%10¥m™3
22.4 m®/kmol

1

L=
(2.69 X 10% m~3)m(4 X 10~1° m)

5 =740x 10" m =740 A

El calculo anterior para L es aproximado. Un desarrollo exacto, en el cual se considera la distribucion de
Maxwell-Boltzmann, sera tratado en el capitulo 37. De él se obtiene para L

L= 0.707
nnd?

35.6. Una particula que se encuentra suspendida en un fluido esta sometida a la accién de fuerzasirregula-
res distribuidas al azar. Demuestre que el promedio del cuadrado del desplazamiento absoluto de la
particula en un intervalo de tiempo ¢ es proporcional a r. Suponga que el tiempo entre las
interacciones con las fuerzas al azar es mucho menor que el tiempo ¢ y que cada vez que actua una
fuerza sobre la particula ésta se mueve una distancia igual a su recorrido medio libre L en una
direccion al azar. (La situacion descrita aqui es el clasico caminar al azar.)

Después de N interacciones podemos escribir

xNng_]"‘L
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donde Xy es el vector posicién después de N interacciones. Efectuando el producto escalar de X, consigo
mismo, obtenemos,

Xy Xy =Xg=X3_,+L*+2L-X,_,

Si promediamos esta expresién para X7 sobre todas las posibles di-

‘recciones de. L, el término

2L-Xy_,=2LXy_,cos 8

da como promedio cero, puesto que todas las direcciones de L relati-
vas 2 Xy_, son igualmente probables. Asi

2 — 2 2
(XN )p;om— ()(N‘l 'prom+ L

que, junto con el valor inicial (X&) prom = 0, implica que

2 = NJ2
(X& )'pmm— NL

Se observa que (X7) prom €s directamente proporcional al nimero de
choques, ¥, que a su vez es directamente proporcional al tiempo 1:

(X8 ppom= NL? = ot

o) X+ X3+ +x2
La cantidad (X ?) prom puede medirse experimentalmente a partir promy™ 8
de la observacion de la tinica particula de la cual se ha hecho un i
Fig. 35-3

elevado nimero de observaciones en intervalos de tiempo de duracién
¢ (figura 35-3); o lo que es equivalente, a la observacion de r particulas
durante un Gnico intervalo de tiempo de duracion ¢,

Supongamos que la molécula del problema 35.5 tiene una velocidad de 454 m/s y que se mueve al
azar una distancia igual a su recorrido medio libre cada vez que sufre un choque. ;Cual sera la raiz
cuadrada media del desplazamiento ‘después de 10 segundos?

De la diferencia de recorrido medio libre, el nimero de choques N sera igual a la distancia vf recorridaenun
tiempo f, dividida por el recorrido medio libre L: N = vt/ L. Reemplazando este valorenel resultado del
problema 35.6, obtenemos

Xom = N'2L =yoiL =\/(454 m/s)(10s)(7.40 X 107 m) =183 X 10"2m = 1.83 cm

El movimiento browniano tiene lugar cuando una particula suspendida en un fluido se mueve
cuando es bombardeada al azar por las moléculas que integran el fluido. A partir de las leyes de
Newton, demuestre que el promedio del cuadrado del desplazamiento de la particula después de un
tiempo ¢ es de la forma

6kT

2 [ AL
(X )prom I !

donde p es la medida de la fuerza de viscosidad ejercida por el fluido sobre la particula.

Consideremos en primer lugar un movimiento unidimensional. Entre las fuerzas que obran sobre la
particula se encuentra una fuerza de arrastre que depende de la viscosidad delliquido y que es proporcionala la
velocidad de la particula F,,, = — u(dx/dt). El nimero p debe ser considerado como un valor dado, puesto que
puede medirse directamente (por ejemplo, a partir de la observacion de la velocidad final de la particula que se
encuentra bajo la influencia de una fuerza externa conocida).

Supongamos que ademas de la fuerza de arrastre debida a la viscosidad, la particula experimenta una
fuerza externa al azar, F,. De la segunda ley de Newton obtenemos (despreciando el peso de la particula)

dx d*x
F—p = —‘—ﬂ—z
Para calcular (x2) prom procedemos como sigue: En primer lugar multiplicamos la ecuacién anterior por x y
promediamos para obtener

_ d*x dx
(xF,)pmm— m(x W )pmm+ [.L()C v ) (1)

prom
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Ahora, siendo F,, una fuerza completamente al azar, no se encuentra relacionada con la posicién x de la
particula. Para un valor de x dado, todos los valores, tanto positivos como negativos, de F,, son igualmente
posibles; por lo tanto, el valor promedio de x F, serd cero (xF,) o = 0. Por otra parte, de la identidad

L dx i(xi&)_(d_X)z
dr? dr dt dr
se concluye que

() L )] (5] m ), (%)

prom prom

ya que el promedio no se ha considerado sobre el tiempo sino sobre la distribucién al azar de F,.
Reemplazando estos valores en la ecuacidn (/) se obtiene

d[( dx dx \? dx
o= m§ ()] (5)] el-5) :
mdl[ x dt prom] I: dt prom K dt prom ( )
El segundo miembro de esta ecuaciéon puede escribirse asi:

2
m[( %)fﬁ ) } N m(vf)promf_- m % (vz)Prom= % [%m(oz)Pm'ﬂ] =kT

prom

utilizando (35.8); la ecuacidn (2) da

kT=m‘—;1;[(xj—f)pmm}+u(x%)mm (3)

Si definimos

I G )

la ecuacion (3) nos da la siguiente ecuacion diferencial para f:
d
m 7{ +uf=kT )

Por sustitucion directa puede verificarse que la solucion de la ecuacion (4) es

n
- =1
f=AT 4o %)
i
Para masas pequefias utilizadas en experimentos de movimiento browniano, la relacion g/ m es de aproximada-
mente 10* s=! ; porlo tanto, el término exponencial que aparece en la ecuacién (5) tiende a cero muy rapida-
mente. Si suponemos que este término es despreciable tenemos

= (2% ), o

Esta ecuacion puede escribirse de la siguiente manera:

dxy _[1d06D1T 1 dp, ., kT
(X dt )prom_|: 2 T d jpror: 2 dr [(X )prom] - T
luego
2kT

(x3) ===
)prom ’

aqui hemos supuesto que en =0, (x?) prom = 0. Finalmente, podemos extender este resultado a tres
dimensiones utilizando

1
(xz)prom= (yz)prom= (Zz)prom= 3 (Xz)prom

9- FISICA MODERNA
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para obtener

2 6kT
(X )pmm T t
Esta es la misma ecuacidn que se obtuvo en el problema 35.6, si hacemos a = 6kT/ .

Puesto que p es conocida, mediante mediciones de (X 2),,",m durante intervalos fijos de tiempo 7 y a tem-
peratura T, es posible determinar la constante de Boltzmann, K. J. Perrin fue quien primero utilizé el estu-
dio del movimiento browniano para obtener el valor de nimero de Avogrado, N, teniendo en cuenta que

NO-R/k.

Dos recipientes idénticos A y B se llenan con un mismo gas a una misma presién; sin embargo, la
raiz cuadrada media de la velocidad v, , de las moléculas en el recipiente Bes mayor que la raiz cua-
drada media de la velocidad v,, de las moléculas en A. Sidurante un intervalo corto de tiempo se
abre una valvula para comunicar los dos recipientes, describa lo que ocurre desde el punto de vista de
la teoria cinética.

Inicialmente se cree que con presiones iguales no ocurrird nada al comunicar los dos recipientes. Sin
embargo, esto no es asi. El nimero de choques con la pared por unidad de tiempo N, que es proporcional al
nimero de particulas por unidad de tiempo que se mueven a través de la vdlvula una vez que esta ha sido abierta,
se demostré en el problema 35.1 que es proporcional al producto nv, donde n es el niimero de particulas por
unidad de volumen. Por lo tanto,

Ny nmyv4
—_—— =
NB ngvp

2

Inicialmente, p, = pj, y la ecuacion (35.7) da n v5 = ngvl; luego,

N, o
—.l-A--‘—B>l
NB DA

lo cual indica que inicialmente un niimero mayor de particulas se mueve de 4 hacia Bque de Bhacia A. Ademas,
la energia a través de la valvula estd dada por

E « N X (energia promedio por particula) = N (%mv’)
utilizando de nuevo la ecuacién (35.1),

o . 2
Ey Ny (3mo®),  ngop n, s
E, Ny (dmo?), Pata s vx

y la energia fluye del recipiente B al recipiente A.

En consecuencia, el sistema no estd en equilibrio con respecto a la masa nia la energia bajo las condiciones
iniciales. Para garantizar una situacién de equilibrio, es decir, para que N, = Ny y E, = E,, las raices cuadra-
das medias de las velocidades deben ser iguales, v, = vz. Puesto que la temperatura es proporcional al
cuadrado de la raiz cuadrada media de la velocidad se ve que, para una situacion en equilibrio, las temperaturas
de ambos gases deben ser iguales.

Supongamos que en vez de tener una valvula en el problema 35.9, los dos recipientes estdn separados
por una pared que aunque se encuentre restringida para moverse una distancia considerable puede
vibrar sin friccion entre los dos recipientes. Haga una discusion de lo que ocurre bajo las condiciones
iniciales dadas en el problema .35.9

Inicialmente,
Eg Vg
EA Uy

lo cual demuestra que la pared serd golpeada con mas violencia sobre el lado B que sobre el lado A. En
consccuencia, la pared vibra de tal manera que las moléculas al lado de B pierden energia, mientras que las
moléculas al lado de 4 ganan energia. El equilibrio se obtiene cuando Eg = E 4, yelmovimiento mecdnicode la
pared transmita tanta energia de B hacia A como de A hacia B. Esta transmisién de energia pormedios mecani-
cos a través de la pared corresponde a un “flujo de calor” entre los dos recipientes. El equilibrio se obtiene
cuando no existe flujo de calor neto y esto sucede cuando se logre la misma temperatura en A y en B.
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Problemas suplementarios

35.11.  Se tienen recipientes que contienen O,, CO,, F, y He, todos ellos a la misma temperatura. Hallar las relaciones
de sus raices cuadradas medias de las velocidades a la raiz cuadrada media de la velocidad del H, a la misma
temperatura. Resp. 0.354; 0.267; 0.324; 0.707

35.12. A partir de la teoria cinética demuestre que (v, }»= 3p/p, donde p es la densidad del gas ideal.

35.13. Sea w una magnitud fisica que tiene un valor promedio. A partir de la identidad

2_ .2 2
(w— wprom) =w'—2ww prom + (wprom)
demuestre que

Weem 2 W prom

35.14. Una persona abre una cuenta bancaria con balance inicial cero. Cada mafiana durante un afio la persona lanza
al aire una moneda: sila moneda cae cara, deposita $1.00 y si cae sello, retira $1.00 (o toma prestado $1.00 del
banco). (a);Cuales son los limites absolutos para su balance final? (b);Cudlessu balance finalesperado? (¢)
¢ Cuales son los limites mas posibles (raiz cuadrada media) para su balance final?

Resp. _(a) =$365; (b)) 0; (¢) =$19.10

35.15. Calcular a qué altura sobre la superficie de la Tierra la presion ha descendido a la mitad del valor que tiene sobre
la superficie. Suponga que la temperatura es constante y su valor es 273 °K y considere un promedio de masa
por molécula de aire de 48.5 X 107%7 kg. Resp.  5.49 km,

35.16. ;Cuantos choques por segundo son realizados por la molécula del problema 35.5 si su velocidad promedio es de
454 m/s? Resp. 6.14 x 10°



Capitulo 36

Funciones de distribucion

En el capitulo 35 encontramos que en un gas ideal de N moléculas, cada una de masa m, la presién p se
relaciona con el volumen mediante la siguiente ecuacion

2
pV = 3 N[ %’n(cz) pmm}
donde el valor promedio del cuadrado de la velocidad esta dado por
(") prom ™= % 2o, (36.1)

En este capitulo describiremos los métodos utilizados para calcular el valor promedio de una magnitud fisica.
En repetidas ocasiones nos referiremos a la magnitud especifica v2 aunque los métodos sean aplicados a otras
magnitudes.

36.1 FUNCIONES DE DISTRIBUCION DISCRETA

Para determinar el valor promedio de una magnitud fisica en un sistema, debemos en primer lugar
identificar las variables fundamentales de las cuales depende la magnitud. Supongamos, por ejemplo, que
deseamos determinar el valor promedio de la energia cinética, o lo que es lo mismo, el valor promedio del
cuadrado de la velocidad vde la particula en el sistema. Sean v, v,, v,,... puntos que dividen el rango total de
v en intervalos igualmente espaciados de longitud Av (figura 36-1). Fuera de las N particulas en el sistema
existira, en condiciones de equilibrio, un niimero definido de ellas con velocidades que se encuentran dentro
de cada intervalo. Sea n, el niimero de particulas con velocidades entre v, y v, + Av=1v,,,. Para
representar graficamente este hecho podriamos graficar n, contra v. Por razones que apareceran mas
adelante, dividiremos n, por el valor del intervalo Av y graficamos la relacién f; = n,/Av para obtener el
histograma indicado en la figura 36-1. Puesto que la ordenada f; es el nimero de particulas por unidad de
velocidad, el niimero de particulas n, es igual al drea del i-€simo rectangulo:

n = [ Ac (36.2)

Como el nimero total de particulas ¥ debe ser igual a la suma de todos los n;, tenemos la condicion de
normalizacion mediante la cual la suma de las dreas de todos los rectangulos, es decir, el rea total bajo el
histograma da el niimero total de particulas:

N=2 fao (36.3)

En términos generales, el niimero de particulas con velocidades entre v, y v esta determinado por el drea
bajo la curva entre esos dos valores.

El histograma de las ordenadas f se denomina funcion de distribucion para las velocidades de la
particula. {(En términos estadisticos, los niimeros f; Av se denominan frecuencias y se habla entonces de una
distribucion de frecuencia.) En términos de funcion de distribucion, la ecuacion (36./) puede escribirse asi:

1
(02) prom= N 201'2.,; AU (36.4)

252
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De manera andloga, el valor promedio de cualquier magnitud que dependa de la velocidad puede escribirse en
términos de la funcién de distribuciéon de velocidad f.

Obsérvese que las sumatorias como las que aparecen en la ecuacion (36.4) no se extienden’en general de
I a N. La sumatoria depende del nimero de intervalos escogidos y no del nimero de particulas.

A “ Area = f; Ao = n, = nimero de particulas
/ s 4 con velocidades entre
b . v v o+ 40
h-]
2 A
3
8
3
h-]
=
-]
-
2
kS \
=
2
i1 3
a2 AN
O A J
£ N
r4 AN
-
‘ i | ~
O Oigy Uiy
Velocidad
Fig. 36-1

36.2 FUNCIONES DE DISTRIBUCION CONTINUA

En muchos casos el nimero total de particulas, N, es muy grande y se presentan muchos choques por
unidad de tiempo y con ello las velocidades pueden considerarse como si variaran continuamente. En este
caso, podemos suponer que el rango de velocidad Av 4¢ aproxima a cero: Av—dv. La gréfica de la figura
36-1 aparece entonces con muchos mas rectdngulos, cada uno de ellos mds angosto y la mayoria de ellos
todavia encaja bajo la curva punteada. El niimero de particulas, ¢/n, con velocidad entre v y v + dves igualal
area de un rectangulo infinitesimal y se obtiene de la ecuacion (36.2) como

dn = f(v) dv

Aqui f(v) es la distribucién continua de la funcion indicada por la curva punteada en la figura 36-1.
En este limite todas las sumas discretas se convierten en integrales definidas. Por ejemplo, la condicién
de normalizacion dada en la ecuacién (36.3) se convierte en

N=[*"f(v) dv (36.5)
Umin
y la ecuacion (36.4) para el valor promedio del cuadrado de la velocidad aparece como
2 1 (Omix 2
v = — v*f(v) dv 36.6
( )prom N ./;ml“ f( ) ( )

36.3 FUNCIONES DE DISTRIBUCION FUNDAMENTAL Y
DENSIDAD DE ESTADOS

Se ha encontrado que tanto para las leyes de la fisica cldsica como para las de la fisica cudntica, existen
funciones de distribucién fundamentales a partir de las cuales se pueden obtener todas las demas funciones de
distribuciéon. Una funcidén de distribucion fundamental describe como se encuentran distribuidas, en
promedio, las particulas en un sistema entre todos los estados disponibles del mismo. Dicho de otra manera,

una funcion de distribucion fundamental describe, para cada estado,. la probabilidad de encontrar una
particula en ese estado.
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El estado de una particula se define mediante el minimo conjunto de variables necesarias para describir
completamente el movimiento de la particula. Como ejemplo, desde el punto de vista clasico para interaccién
débil de particulas, el estado de una particula estd completamente definido al dar las tres componentes de su
velocidad (v,, v,, 1,), 0 también, puesto que p = mv, con las tres componentes del momentum(p,, p,, p,)-

La funcién de distribucién fundamental para sistemas que se rigen por las leyes cldsicas se denomina
Suncion de distribucion de Maxwell- Boltzmann, Fyp. (Anotamos las funciones de distribuciones fundamen-
tales con letras mayusculas.) La funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann se define de tal manera que

dn, = Fyg dv, dv, dv, (36.7)

sea el nimero promedio de particulas, cuyas componentes de velocidad se encuentran en los intervalos v, y
o, + dv,, v,y vy+dv v,y v, +dv,.

En los capltulos 51gu1entes encontraremos que en la mecéanica cldsica y cudntica las funciones de distri-
bucién fundamental tienen un punto en comun: todas ellas dependen solamente de la energia del estado yno
de las magnitudes que definen el estado. Gracias a,esta propiedad es posible escribir, por ejemplo, la
distribucién de energia de la particula en la forma

dng = Fg(E) dE (36.8)

En esta ecuacion, la funcion de distribucién fundamental Fes el factor estadistico que describe la probabili-
dad de encontrar una particula en un estado de energia E'y g(E) se denomina la densidad de estados (con
respecto a la energia). La magnitud g(£) dE da el nimero de estados dSg, con encrgias comprendldas enel
intervalo Ey E + dE:

dS; = g(E) dE (36.9)

En sistemas de interaccién débil, la energia total E de una particula es igual a su energia cinética, en conse-
cuencia:

E== (v + vl +0}) (36.10)

Por lo tanto, existen varios estados diferentes (v,, v,, v;) que tienen la misma energia.
En términos generales, si una variable dinamica g depende inicamente de la energia, el niimero de
particulas con valores entre ¢ y ¢ + dg puede escribirse siempre en la forma

dn, = Fg(q) dq (36.11)

que contiene un factor estadistico F, el cual conserva la misma forma para una estadisticadada (v.g. F = Fy,
en estadistica clasica), y un factor de densidad de estados g(q), que depende de la propiedad fisica particular
que se esta considerando. La variable g puede ser la velocidad, la energia[como en la ecuacion (36.8)],0 la
magnitud del momentum.

Problemas resueltos

36.1. En cierto momento se encuentra que en un mol de un gas 4782 moléculas tienen velocidades com-
prendidas entre 495 m/s y 505 m/s. {Cudl es el valor de la funcidn de distribucidn de velocidad a la
velocidad de 500 m/s?

La funci6n de distribucién de velocidad f,, se define por medio de

dn An,
dn,-j;dv é L-Td;oNA—O\

De los datos del problema, An, = 4782 moléculas y Av = 505 m/s — 495 m/s = 10 m/s, por lo tanto
4782 moléculas _ 4782 moléculas

Jo=Jom™ ~Tomps m/s
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36.2. Enlatabla 36-1 aparecen las velocidades de las particulas en un cierto sistema y en un tiempo dado.
Tabla 36-1
Intervalo de velocidad, m/s 0-5 5-10 | 10-15] 15-20 | 20-25 }25-30}30-3535-40
Niumero de particulas 1 0 0 1 3 0 2 1
Velocidad 40-45 { 45-50.| S0-55 | 5560 | 60-65 |65-70 | 70-75 | 75-80
Numero 5 1 6 4 2 8 0 2
Velocidad 80-85 | 85-90 | 90-95 | 95-100 |sobre 100
Numero 3 0 0 1 0
Haga un grafico de la funcién de distribucion de velocidad a intervalos de 20 m/s y partiendo de
0 m/s.
Para intervalos finitos de velocidad, la funcidén de distribucién de velocidad esta definida por
An,
fv = Av
donde An, es el nimero de particulas con velocidades en el intervalo v y v + Av. A partir de los datos
encontramos los valores de f, , los cuales aparecen en la tabla 36-2 y graficados en la figura 36-2. Las dos lineas
punteadas en la figura 36-2 constituyen una aproximacién continua del histograma.
Tabla 36-2
Av,m/s 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100 sobre 100
An,, particulas 2 6 16 12 4 0
f,» particulas/(m/s) 0.1 0.3 0.8 0.6 02 0.0
A
10 [
08 |- >
. i A N
S, 06 s L
2 ' N
e T - N
UNP f(v)-0.016o—0.l6// ~
< < N (S©)=0020 +2
- N
0.2 _ 7~ <
P ~
0 >4 >
0 20 40 60 80 100
v, m/s
Fig. 36-2
36.3. Hallar el niimero de particulas en el sistema al que se refiere el problema 36.3;(a) para el histograma,

(b) para la aproximacidn triangular.

{a) El area bajo el histograma es (Av = 20 m/s =constante)

0.1 particulas +03 particulas +08 particulas

N’gfvf“””( m/s 0 m/s 0 m/s
particulas particulas
+06 P70 + 02 BLOE )(20 m/s)

= 40 particulas
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(b) El area del triangulo es

ticulas
N = [(100 — 10) m/s](O.S pa;n';;' ag) = 36 particulas

36.4. Hallar la velocidad promedio de las particulas a las cuales se refiere el problema 36.2; (a) a partir del
histograma y (b) a partir de la aproximacidn triangular.

(a) Utilizando el valor N = 40 particulas encontrado en el problema 36.3(a),

1
Oprom™ Z vf; Av

1 particulas partlculas)

=0 panicula's[( 0m/ S)(‘“ e )+(30 m/s )(03 o
+G0m/9(08 L5 ) + (10 m/9)(06 I

particulas

+(90m/s)(02 o )J(zo m/s)

=55m/s

(b) A partir del valor N =36 particulas calculado en el problema 36.3(h).

prom™ Nf of(v) dv = 36 0(00160—016)dv+ 36 u( 0.02v + 2) dv
_ B 02 1® ~ o o2 1'%
- {0016 - —0l6 % ]m+ 36-[ 0% +2% ]60
=56.7m/s

36.5. Hallar laraiz cuadrada media de la velocidad de las particulas del problema 36.2; (a) del histograma,
(b) de la aproximacion triangular.

(a) Por definicién, v, =\/(02)p,om . Con N =40 particulas del problema 36.3(a).
1
(vz)prom= N zvzf AD

particulas particulas
4Opart1culas [(10 m/s) ( A m/s )+ (30 m/s) ( 3 m/s )

+(50m/s) (08 Pam;ulas) + (10 m/s) (06 partl;lsllas)

particulas

+(9Om/s)2(0.2 s )](ZOm/s)

= 3420 (m/s)’
de donde vrem = 58.5 m/s. Obsérvese que la vyem excede a 1a v prom Calculada en el problema 35.13.
(h) Con N =36 particulas, del problema 36.3(h).

(0 prom= % fo Zo¥(v) dv = % v%(0.0160 — 0.16) dv + 3‘6 03(—0.020 + 2) do

03 60 04 03 100
-5 [0016 ~016% ]m+[—0.02T 25 LO

= 3550 (m/s)’

luegov ., = 59.6 m/s.

rcm



CAP. 36] FUNCIONES DE DISTRIBUCION 257

36.6. Encontrar el nimero de estados clasicos, dS,, en ¢l intervalo de velocidad comprendido entre vy
v + dv y con ello demuestre que la densidad de estados g(v), tiene la forma g(v) « v

Para determinar la relacion entre los estados y la velogidad conviene utilizar un sistema de coordenadas en
el que los tres ejes sean 0,, v, y v;. Un sistema de coordenadas como este, donde las componentes de la
velocidad se grafican a lo largo de los tres ejes, se denomina “espacio de velocidad”. Un valor de la velocidad de
la particula aparece entonces como un punto en este espacio de velocidad, (v,, 0 v;) . Puesto que cada
conjunto (v,, v,, v,;) define un estado de la particula, se ve que cada punto en el espacio de velocidad corres-
ponde a un estado de la particula. Consideremos ahora un elemento infinitecimal de “volumen™ dV, =
dv, dv, dv, en el espacio de velocidad como se indica en la figura 36-3. Aunque no es posible determinar el
numero exacto de puntos dentro del elemento de volumen (esto depende de la definicion de “punto™), el niimero
de puntos es proporcional al tamafio del elemento de volumen y como a cada punto (v, 0y v,) le corresponde
un estado de la particula, el numero de estados, dS,, determinado por el elemento de volumen también sera
proporcional al tamafio del elemento de volumen y, por lo tanto, podemos escribir:

dS,= CdV,= Cdv, dv, dv,

En el diagrama espacial de velocidad, v? + v}? + v2 = p? = constante es una “esfera” de “radio” v, por lo
tanto, todos los puntos que se encuentran sobre esta esfera corresponden a particulas que tienen la misma velo-
cidad . Si consideramos ahora particulas con velocidades combinadas entre v y v + dv, los puntos correspon-
dientes en el espacio de velocidad asociada se encuentran en una concha esférica, determinada por las esferas de
radio vy v + dv, cuyo volumen es

dV = Aqv? dv

El nimero de estados, dS,, que corresponde a las velocidades que se encuentran dentro de este elemento de
volumen es proporcional al tamafio del elemento de volumen, por lo tanto

dS, = C dV = Canv? dv

La densidad de estados esta definida como dS, = g(v) dv; y de ahi
g(v) = Cam?

3

\ Todos los puntos en esta concha

corresponden a la misma velo-

cidad o =Yol+ o + o}

Fig. 36-3
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Hallar el nimero de estados clasicos dS; = g(E) dE, en el intervalo de energia comprendido entre
Ey E+dE,y a partir de ello demuestre que la densidad de estados g(E) tiene la forma

g(E)x EV2.
Puesto que E = { mv?, un intervalo de velocidad dose relaciona con un intervalo de energia d E mediante

dE = mv dv o dv.=-4£=—€E—

mo ﬁmE

Ademas, el numero de estados en el intervalo de energia d E debe ser igual al niimero de estados en el corres-
pondiente intervalo de velocidad dv, luego, del problema 36.6,
dSy = dS, = Céno? do = C47r( H‘l) GE_\_ 47C 512 g = DEV2 4E
m ‘&mE m3/2

Entonces, la densidad de estados en el intervalo de energia £y E + dE es g(E) = DE'/2,

Problemas suplementarios

Si en el sistema descrito en el problema 36.2 cada particula tiene una masa de 0.002 kg, encontrar: (a) la ener-
gia promedio por particula y () la energia total del sistema. Utilice la distribucién del histograma.
Resp. (a)3.42J; (b) 1368 ]

Repita el problema 36.8 utilizando la aproximacion triangular de la figura 36-2.
Resp. (a) 3.55J; (b) 1278 )

Utilizando la aproximacion triangular de la figura 36-2, hallar ¢l nimero de particulas con velocidades
comprendidas entre 20 m/s y 80 m/s. Compare este resultado con el resultado obtenido de la tabla 36-2.
Resp. 31.2 particulas; 34 particulas

La funcion de distribucioén de velocidad para cierto sistema de particulases
f(v) = v(500 ~ v) particulas/(m/s)

donde v puede variar entre 0 m/s y 500 m/s. La masa de cada particulaes 2 X 10712 kg, Calcular: () la veloci-
dad promedio por particula; (b) la energia promedio por particula; (¢) la energia total del sistema.
Resp. (@) 250 m/s; (b) 7.51 X 1078 J; (¢) 1.56 J

Para velocidades entre v=0m/s a v = 10° m/s la funcion de distribucién de velocidad por grupos de
particulas es

f(v) = (5 X 10%°) sen-"= particulas

10 m/s

y f(v) = 0 para velocidades superiores a 10> m/s. Calcular el nimero de particulas en el sistema.
Resp. 3.18 x 10%*

iCual es la velocidad promedio de las particulas del problema 36.12? Resp. 500 m/s
(Cuil es la raiz cuadrada media de la velocidad de las particulas del problema 36.12? Resp. 545 m/s

Si el niimero de estados clasicos en el intervalo de momentum comprendidoentrep y p + dp es dSP = g(p) dp,
encontrar la forma de la densidad de estados g(p). Resp. g(p)= Kp* (K =constante)



Capitulo 37

Estadistica clasica:
La distribucion de Maxwell-Boltzmann

Para sistemas de particulas que se rigen por leyes clasicas el nimero promediode particulas dn,, cuyas
componentes de velocidad se encuentran entre v, y v, + dv,, v, ¥+ dvy, v, ¥ v, + dv, estadado por

dn, = F)p dv, dv, dv, (37.1)

La funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann, F,,, quees proporcional a la probabilidad de encontrar
a la particula en el estado (v,, 0, v,), tiene la siguiente forma

_ m 3/2 —m(u}+vz+v,z)/2k7'_ m 32 ~E/kT
Fun= N 507 ) e g Mgz ) e (37.2)

(una deduccion aparece en los problemas 37.13 a 37.17). Aqui N es el nimero total de particulas, m es la masa
de cada particula, & la constante de Boltzmann y 7 es la temperatura absoluta.
Como se discutio en la seccidn 36.3, si una propiedad g depende solamente de la energia, el nimero de
particulas para las cuales los valores de la propiedad se encuentran entre g y ¢ + dg ,esta dada por
dn, = Fy5 g(q) dq (37.3)
donde g(q)es la densidad de estados. Para g = v, tenemos (ver problemas 36.6 y 37.3)

g(v) = Cdav? = 4o’ (37.4)
y para ¢ = E, tenemos (ver problemas 36.7y 37.2)

252

= 1/2 =
g(E)=DE'/?= 7

E'/? (37.5)
Las integrales

1,(a) -.-fowu"e‘“"’ du  (a>0)

generalmente surgen de las aplicaciones de la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Enla tabla 37-1 aparecen
los valores hasta n = 5.

Tabla 37-1
n 0 i 2 3 4 5
14/ 1 1 7 1 3 7 1
WOl 2 Va W | aVY W | 8V <

259
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Problemas resueltos

37.1.  Demuestre que la funcién de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann (37.2) estd normalizada para un
sistema de N particulas.

El niimero total de particulas esta dado por

f_if“if_wwl:ua do, dv, dv,= N( —é% )S/ZI_Zf_wwf_Ze‘”'(vi*“ o2+ cF) /2T dv, dv, dv,

La integral triple del lado derecho es el producto de tres integrales de la forma
L] 2 D el m
e—mq/Zde =2f e mq/Zde =21 ———
f_w =<), 1 0( kT )
Entonces, de la tabla 37-1, ¢l numero total de particulas es

(327 ) (2T e

37.2.  Calcular la constante D que aparece en la ecuacién para densidad de estados de energia, g(E) =
DE'/? (ver problema 36.7).

Tenemos

3/2
dng = Fyyp g(E) dE = N( %) e~ E/KTDEV/2 4

Puesto que el nimero total de particulas es N,

32 3/2
3/2Df°°E‘/2e“E/"TdE= N(L)/D[zjz(_l_.”=1v'" D
0

N=N ( 2akT kT 2573,

74T )
29kT
aqui hemos cambiado la variable de integracion £ por u =yE y ademas se ha utilizado la tabla 37-1. Asi,

- 2%/ 2

D
m3/?

La funcion de distribucion de energia fg esta definida por dny = fp dE. Del célculo anterior,

= = 2N cva,-Ept
fe=Fup g(E) wl/z(kT)g/zE e

37.3.  Calcular la constante C en la ecuacion para la densidad de estados de la velocidad, g(v) = C4nv?
(ver problema 36.6).

Para el niumero de particulas con velocidades en el intervald dv se tiene:
dn, = Fpp g(v) dv

Esto debe ser igual al numero de particulas, dng = Fyp g(E) dE, en el correspondiente intervak. de energia
dE. A partir de E = ! mv?,

dE = mv dv =\2mE dv
Luego,

Fyp g(v) dvo= Fpp g(E) 2mE dv ) g(v) =g(E) V2mE
Puesto que g(v)= Cdmv’= C87E/m y g(E)= DE'/? (problema 37.2),
c 8 _ pramiig
m

3/2
-m -
C= 25/270 1
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La funcion de distribucion de velocidad, f, se define mediante dn, = f, do. Del calculo anterior,

3/2
f, = Fypp (4m0%) = 4'rrN(2 kT) vie ~ M/ %KT

37.4. Calcular la raiz cuadrada media de la velocidad para una distribucion de Maxwell-Boltzmann.

El valor promedio del cuadrado de la velocidad es
1 1 © 5
2 R e 2 ER e
(v®) prom N fv dn, Nj(; v* f, do

Reemplazando el valor de f, obtenido en el problema 37.3, se tiene

=t 5t ) i) = 2

O = VD= | 2L

resultado éste que concuerda con la teoria cinética [ver ecuacién (35.8)].

y asi,

37.5. Hallar larelacion entre la velocidad mds probable, v,, a la raiz cuadrada media de la velocidad, Urcm
para la distribucion de Maxwell-Boltzmann.

La velocidad mas probable en la distribucion de Maxwell-Boltzmann esaquélla paralacual f, = 4mv*Fpgp
es maxima. Derivando la ecuacion obtenida en el problema 37.3,

%& = 0= 4nN( g B ) e of2- o £7)]

Las raices p = 0 y v = 00 conducen a un minimo; porlotanto v, =\5kT/m , y con el resultado del problema
37.4 se obtiene,

% \/2kT/m / = 0816

Uiem 3kT/m

37.6. En muchos casos la energia total £ de una particula puede escribirse en la forma
n
= 2
E= 2 4
i1

donde los ¢; son constantes y los ¢; son coordenadas de posicion y/o de momentum (velocidad).
De la funcidn de distribucién de Maxwell-Boltzmann en la forma

FMB = Ae_E/kT = Ae—(zc.-qf)/kT
se calcula la constante A4.

La condicién de normalizacién establece que
N=4f" f°° f e~( 00t ) /47 dg, dg, - - - dg,
- A{f_we"‘»'ﬁ/" dq,][fw o add/kT dqz] . [f:oe—c.qa/kr dq,.]
= A[”"( 7T )][210( kT )] [2’°( kT )]

(#kT)""?

(clcz . e c”)l/z
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con lo cual

(e - )

(zkT)"?

Obsérvese que para las tres coordenadas de velocidad, con ¢; = ¢, = ¢3 = m /2, este resultado coincide con la
constante de normalizacion de la ecuacion (37.2).

Demostrar que la energia promedio por particula a que se refiere el problema 37.6 es iguala 1 kT
multiplicado por n, el nimero de términos de posiciéon y momentum al cuadrado en la expresion para
la energia. Este resultado, en el que a cada término cuadratico en la expresion de energia se agrega la
cantidad { k7 al promedio de energia por particula, se conoce como Teorema de equipariicion.

En el problema 37.6 hemos demostrado que

/2
f_‘: f:o .. f_"‘;e'f/kT dg, dq, - - - dg, = (7kT)

(cre2- - en)'”?

Derivando a ambos miembros con respecto a kT se obtiene

nf2-1

1 ) © . _g w”/z(n/Z)(kT) N n/2
—_— Ee 5 /5T dg dg, - - - dg, = = 2 LD
Gy Sl LR = N E

efectuando la trasposicién de términos,

-}ij:o ces f-:E(Ae"E/kT)dql Ceedgy = n( —;—kT)

que es el Teorema de equiparticién, puesto que el miembro izquierdo representa la energia promedio de una
particula.

Un modelo para una molécula térmica que puede rotar libremente, pero no puede vibrar, consiste en
dos masas unidas por una barra, cuyo momento de inercia alrededor del eje que pasa por las masases
aproximadamente cero. Calcular la capacidad calorifica molar de un gas diatémico utilizando el
Teorema de la equiparticién.

La energia de una molécula diatomica es igual a

1 1 1
E-m(p§+p}+p3)+ 51w%+ -2-1w§

y esta ecuacién tiene cinco términos cuadraticos. Del Teorema de la equiparticion (problema 37.7) la energia
de un mol de gas es igual a

b () S ptr

donde Nj es el nimero de Avogadro. El calor especifico molar Cy, es igual a

dE
dar

Cy= =-§—Nok-%R

siendo R la constante del gas ideal.

Si una estructura cristalina se representa como un sistema de dtomos regularmente espaciados
unidos por resortes, calcular el calor especifico molar utilizando el Teoremade la equiparticion.

La energia de un 4tomo vibrante en la estructura estd dada por

E= ilTn_ (P2+p +ph)+ %(K,xzﬁ- K% + &, 2%)
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Puesto que hay seis términos de la forma c¢?, por el Teorema de la equiparticion, (problema 37.7) la energia:
deun mol es

kT
Eioi= No(6)( 55 ) = 3NokT
en donde Ny es el numero de Avogadro. El calor especifico molar esta dado por

dElOl
Cy = — =3Nok =3R

lo cual corresponde a la ley de Dulong-Petit. Se ha encontrado experimentalmente que este resultado es
correcto a altas temperaturas, pero a bajas temperaturas varia debido a efectos cudnticos. Estos efectos cuanti-
cos seran tratados en el capitulo 38.

El circuito de sintonizaciéon RLC, de alto Q, representado en la figura 37-1 (con R pequefia) se en-
cuentra a temperatura 7. Utilizando el Teorema de la equiparticion, calcular el valor de la raiz
cuadrada media del voltaje inducido en el inductor debido a las fluctuaciones térmicas.

La energia almacenada en la inductancia L es

T S S R
E—foVdet fOL:dz > LI

le—r
R §
8
Fig. 37-1
y por el Teorema de la equiparticion (problema 37.7)
E.=rruy =Ler )
prom 2 prom 2

esta respuesta obedece a que solamente existe un término cuantico en la expresion de la energia. Para un valor
alto de Q en el circuito de sintonizacién se suprime el espectro de ruido excepto a la frecuencia de resonancia

= 1
Wo = =

VyLC
por lo tanto, la corriente y el voltaje que la acompafia son sinusoidales con frecuencia angular wg. Asi, la

magnitud del voltaje a través del inductor, ¥, se relaciona con la magnitud de la corriente / a través de él
mediante

VL = woLI
de donde
(VE )prom= (wOI‘)z(Iz)prom (2)

Las dos ecuaciones (/) y (2) dan

( Vz )prom= w%LkT ) VL rem w(NLkT = LCCTT
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37.11. Calcular la fraccién N,/ N del nimero total de particulas N que tienen velocidades superiores a la
velocidad ¥ dada en un sistema de particulas descrito por la distribucién de Maxwell-Boltzmann.
La fraccion buscada esta dada por
Ny

R I =1 (%4 2 = m_\32 o 5 oo
N N fy dn, N fy f, dv N fV 4nv°Fy g dv 417( 21rkT) fy ve dv
Haciendo el siguiente cambio de variable

2
mo m
u? = AT du =

)
~
)
Pl
h~]
&

obtenemos

Ny 4 0 5 2 ‘/m
TV—-——\/;—fuue du (U= mV

Integrando por partes y utilizando la tabla 37-1 con n =0,

Ny 4 1 _2]® . 1 (o _p 4 (1, _p2, 1 (o . 1 (U
w —‘/ﬂ:{[—iue ]u+7-fue du}——{iUe +Ej(;e du-—ij‘;e du}

1 (VU _2 2 - 2 U 2
= e dul=-"Ue V+1-- [ e “du
2.[0 } ‘/,,j;

El segundo término puede evaluarse directamente y el tercero que es la funcion de error de U, se obtiene de
tablas estandarizadas. En la figura 37-2 aparece un grafico de N,/ N contra U.

m
U =V Z_k—l |4
Fig. 37-2

En una distribucién de Maxwell-Boltzmann, ;qué porcentaje de particulas tiene velocidades por
encima de la velocidad mas probable, vp?

Del problema 37.5 la velocidad mas probable es

AT
V=0=\"m

lo cualcorrespondea U = 1 enel problema 37.11. En la grafica de la figura 37-2 encontramos que cuando U = 1,
N,/N = 0.57. Por lo tanto, un 579% de las particulas tiene velocidades por encima de 0.
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37.13. La formula de Stirling establece que para n grande
Innl=nlnn-n

es decir, la relacién de los dos lados se aproxima a . Calcular el porcentaje de error ocasionado por
la férmula de Stirling para n = 60.

El resultado exacto para n = 60 es
In n!=In(8.321 x 10%!) = 188.63

El resultado aproximado segun la férmula de Stirling es
Inntanlnn—n=60[(n 60) — 1} = 60(4.0943 — 1) = 185.66
El porcentaje deerror, §, en la aproximacion es

_ 188.63 — 185.66

8= 18863 X 100 =1.57%

Para n = 60 vemos que el error es solamente de un [.57%. Cuando el valor de n es de unos 107 (es decir, el
nimero de Avogadro) el error es insignificante.

37.14. ;De cuantas maneras se pueden colocar N particulas diferentes en r “celdas”, de tal manera que n,
particulas se alojen en la primera celda, n, en la segunda,..., yn, en la r-ésima celda (Tn,=N)?

Sea X el numero de combinaciones y consideremos una cualquiera de ellas como una distribucién de N
particulas a lo largo de una linea recta, de tal manera que un grupo de n, esta seguido por un grupo de n,...
seguido por un grupo de n,. Si los elementos del primer grupo se permutan entre si, obtenemos n,!
distribuciones lineales diferentes de las N particulas. A su vez cada una de éstas dara lugar a n,! distribuciones
debidas a las permutaciones del segundo grupo, y asi sucesivamente, para un total de

C=n1!n2!‘ A n’!

agrupaciones que se originan en las combinaciones escogidas. Las X combinaciones producirdn X C distribu-
ciones todas diferentes que deben agotar las N! posibles agrupaciones de las N particulas. Por lo tanto,

_N! N1

= N! : . A E—
Xc=n © X C mtnyteont

37.15. En mecanica estadistica se supone que una particula dada tiene una “probabilidad intrinseca” g, de
ocupar la i-ésima celda (3 g, = 1). Por ejemplo, si las celdas representan intervalos de energia y si
existe doble nimero de estadosen AE; queen AE,, entonces existird una probabilidad doble para
que una particula tenga una energia en el intervalo 'AE; queenelintervalo AE,. Con estas suposi-
ciones, obtenga una expresion para la probabilidad de encontrar una distribucion de las particulas
(ny, ny ..., n), alas que se refiere el problema 37.14.

Supongamos que las celdas se llenan de la siguiente manera: las particulas «), 8, ... vanala celda [;
ay, By, ... vanalacelda 2; etc. La probabilidad de que a, vaya alacelda | es g; la probabilidad de que a; y
B, y...vayanalaceldales

B Xg X Xgy =g
y la probabilidad de un cubrimiento total es
A S A
Cada manera de realizar la distribucién tiene esta probabilidad y segtn el problema 37.14, existen

N!
nmlnyt---n!

formas de hacerlo. Por lo tanto, la probabilidad que buscamos es

N! n n n,
P=_.._.._.____.' -y gmgm- g (1)

B onta!
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En mecanica estadistica se supone que entre todas las distribuciones de particulas la que tiene mas
alta probabilidad de existir corresponde a la de equilibrio del sistemna. Hallar esta distribucién mas
probable, con relacion al problema 37.15, y sujeta a las condiciones de que el nimero de particulasy
la energia total del sistema sean constantes.

E! problema consiste enn obtener el maximo de

N! n
Pnsnlvnz gl 821”' (1)

(el nimero r de celdas no importa con tal de que los estados sean fijos) sujeto a las dos restricciones:

numero de particulas fijo: D m =N (2)

energia fotal fija: X Exy = E, 3

donde Ny E,, estan dados. La restriccion de la energia supone que cada particula en la i-ésima celda tiene la
misma energia E;. Conviene reemplazar P, por la funcién monotédnica creciente de P,

P,
ln——-ﬂzn,lng, 2 lnny

(Nota: N es fijo hasta donde se considera el méximo). Supdngase ademas que N es muy grande (= 10%) ylo
que es mas importante, que todos los #; son lo suficientemente grandes como para poder utilizar la férmula de
Stirling (problema 37.13). Por lo tanto,

P, -
lnm==2n,.lng,.-2n,-inn,~+/2ﬂ,/ 4)

fa altima suma se puede cancelar, puesto que, segin la ecuacion (2), es constante.
Considerando los n; como variables continuas, obtenemos el maximo de la funcion (4), sujeto a las
restricciones (2) y (3) utilizando el mérodo de multiplicadores de Lagrange. Con esto, construimos la funcidn

F‘(’II, Ny e v ;Ah A2)=En,- lng,--"zn,- In ni—)\](Eﬂ N\' 7\7(21371 tot}
y obtenemos su maximo, sin someternos a las restricciones en las variables n,, n,,...; A, Ap. Tomando

derivadas parciales de F, obtenemos las condiciones

X oamg-tan-1-M=-0E=0 (=12...)

ademas de las condiciones (2) y (3) para las derivadas en A. Resolviendo para el valor maximo de los n;:

n',:sgie“l"kle"AIEJ=Ag‘,e"ﬂEl (5)

donde A=e¢~'"M y B=2X; son constantes desconocidas.

A partir del problema 37.16, demostrar que la distribuciéon de Maxwell-Boiltzmann surge como
consecuencia de (5) bajo las siguientes suposiciones: ( 1) las “celdas” son voliimenes infinitecimales
dv, do dp, en el espacio de velocidad (ver problema 36.6) y existe igual ‘probabilidad de encontrar
una pamcula en cada celda (es decir, todos los g; son 1guales (2) el promedio de las energias de la
particula tiene el valor dado por la teoria cinética, Ey.,, = 3 kT.

Con la suposicion de la equiprobabilidad, la probabilidad intrinseca de que una particula se encuentreen la
celda infinitecimal dv, dv, dv, es

g dv, dv, dv,
donde g es una constante. Cada particula en la celda tiene la misma energia,

E=-;—mv§+ %mv)?-i- %mv}

Por lo tanto, la ecuacion (5) del problema 37.16 da el numero de particulas de la celda

dn, = Ae™ "% do, dv, dv, 1)
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aqui la constante g se encuentra involucradaen la constante 4. Normalizando como en ¢l problema 37.6, con la
diferencia de que alld 8 era constante, obtenemos

(m/2)*?

A=N
YD)

g2 2)

Finalmente, siguiendo el proceso indicado en el problema 37.7 —donde B8 era conocida— se tiene

3
Eprom= 7[}' (3)

Igualando este valor con 3k7/2 se obtiene 8= 1/kT vy, de (2),

=N gr)”

Con estos valores de B y A. la ecuacion (/) representa la distribucion de Maxwell-Boltzmann.

Hallar la distribucion mas probable de N = 5 particulas distinguibles entre r = 3 celdas s las
probabilidades intrinsecas para las celdas son
1
SiT858% 3

De la ecuacién (/) del problema 37.15, la probabilidad de una distribucién (ny, n,, n;) es

_ 5! 1y’
Pu= n! nyt ny! (5)

puesto que n, + n, + ny =15, Por lo tanto, la distribucién mas probable es aquélla para la cual el namero de
maneras de hacerla

5!
! ny! ny!
es maximo. Debido al intercambio de las particulas en dos celdas cualquiera, v.g.
nm=3nm=2,n=0->n=2n=3n=0

el valor de X no varia. Los valores de X que aparecen en la tabla 37-2 son solamente para el casoenque n; »
7y > ns.

Tabla 37-2
n n, ny X
S 0 0 1
4 1 0 5
3 2 0 10
3 1 1 20
2 2 1 30

De la tabla se ve que existen tres distribuciones mas probables cada una de ellas con X = 30:

(2a 2’ 1)5 (2’ 19 2)3 y (1’ 2’ 2)
Sila energia de una particula en la celda 1 del problema 37.18 es cero, en la celda 2 es € yenlacelda
3 es 2¢, hallar la distribucién maés probable si la energia total es constante E = 3e.
La restriccidn
On, + en, + 2eny = 3e o ny+2n,=3

climina todas las distribuciones a excepcionde (3. I, 1)y(2,3.0). Enlatabla 37-2se observa que la primeraes la
mas probable.
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37.25.

37.26.
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Para probabilidades intrinsecas iguales, Ia distribucién de Maxwell-Boltzmann tiene la forma
n;= Ae PE

La distribucidn (3, I, 1) que ubica la materia de las particulas en el estado de energia mas bajo estd mas cercaala
distribucion de Maxwell-Boltzmann que la distribucion (2, 3, 0).

Problemas suplementarios

Hallar la relacion de la raiz cuadrada media de la velocidad v, a la velocidad promedio v, para un caso
descrito mediante la distribucion de Maxwell-Boltzmann. '

Resp. Y37/8 =1.08

En el circuito del problema 37.10, L=1mH, C=1pF, R=0.1 2 y T =300 K. Calcular la raiz cuadrada
media del voltaje producido en la inductancia. Resp. 644X 1078V

Seis particulas distinguibles deben distribuirse en 3 celdas. Hallar el nimero de combinaciones diferentes de
particulas que puedan dar: () la distribucidn (6, 0, 0); (b) ladistribucién (4, 1, 1). Resp. (a)1; (b)30

Si las tres celdas del proble‘ma 37.22 tienen energias para la respectiva particula de 0,¢, y 2¢€ , jcudl es la
distribucién mas probable con energia total igual a 6¢€ si las probabilidades intrinsecas para las celdas son
iguales? Resp. 2 particulas en cada celda

¢Con relacion al problema 37.19, cual es la distribucion mas probable para una energia total de 4¢?
Resp. (2,2, 1)

Considere 50 particulas diferentes distribuidas en ocho celdas ast:

Celda 1 2 3 4 5 6 7 8
Numero de .
particulas 6 8 9 0 7 2 10 8

¢Cuantas combinaciones pueden hacerse con las 50 particulas para obtener esta distribucién?
Resp.  1.96 x 10%¢

Hallar la energia promedio para la distribucién mds probable en un sistema de dos estados con energias'e y 2¢,
sigymgy=1.

2ee 2P 4 o Be

Resp. E =
prom e e g g Fe

Expresar la distribucion (5), problema 37.16, en términos de la funcion de particion,
Z = E gie—ﬂEi
i

y del nimero total de particulas N,

Resp. n; = —IZ! gie~B£r



Capitulo 38

Estadistica cuantica

La estadistica cuantica describe los sistemas compuestos por un elevado nimero de particulas que se
rigen por las leyes de la mecanica cudntica. Cada sistema se compone de un gran nimero de estados discretos,
cada uno de ellos definido por un conjunto completo de niimeros cuanticos en donde cada particula del
sistema ocupa uno de estos estados. Uno de los aspectos en los cuales la estadistica cuantica difiere de la
estadistica clasica consiste en que al hacer la deduccidn las funciones de distribucion cudntica, las particulas
son indistinguibles unas de otras. En otras palabras, es imposible en principio sefialar una particula, por
ejemplo, con un subindice que la distinga durante todo el tiempo.

38.1 ESTADISTICA DE FERMI-DIRAC

La estadistica de las particulas que tienen un spin semientero, denominadas fermiones, fue desarrollada
por E. Fermiy P. A. M. Dirac. Un ¢jemplo de un sistema de Fermi lo constituye un gran nimero de interac-
cioties débiles entre electrones (spin = % ), es decir, un “gas™ de electrones.

La funcion de distribucion de Fermi-Dirac, Fgp, describe la distribucion mas probable de particulas
idénticas que no se pueden distinguir unas de otras y que obedecen al principio de exclusién de Pauli. En un
sistema de fermiones en equilibrio a la temperatura absoluta 7, el nimero de particulas esperado en un estado
particular / con energia E; estd dado por (ver problema 38.35)

1 ~ 1
eef/KT 1+ 1 B E)/AT 4 )

Fep= (38.1)
donde & es la constante de Boltzmann y donde E,= — kTa, la energia de Fermi, es una caracteristica del
sistema descrito. Tanto a como E; son funciones que dependen de 7. Cuando T—0 K, E;— Ep, quees
una constante positiva. La forma exactade E; (o de a) se determina mediante la condicion de normalizacion,
la cual consiste en que las particulas del sistema constituyen un ntimero fijo.

Debe notarse que, al igual que Fj 5, la funcién de distribucidn de Fermi-Dirac, Fgp , 10 da el nimero
de particulas con energia E,, sino mas bien el numero-de particulas que ocupa el estado 4, el cual tiene una
energia E,. Talcomosedescribe en la seccidn 36.3 (para el caso continuo), para obtener el nimero de particu-
las n; conenergia E,, es necesario multipiicar la funcién de distribucion de Fermi-Dirac por el niimero de
estados g; que tienen energia E;:

m=gFep

Silos niveles de energia se encuentran tan cercanos que pueden considerarse como si formaran una distribu-
cién continua, el nim.ro de particulas dng con energias comprendidas entre Ey E + dE es

dng = Fpp g(E) dE
donde dS; = g(E) dE representa el numero de estados cudnticos con energia entre Ey E + dE. Como se
discutio en la seccion 36.3, la cantidad g(E) se denomina densidad de estados.
38.2 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN

A_Einsteiny S. N. Bese desarrollaron la estadistica que se aplicaria a un sistema compuesto por un gran
numero de particulas no diferenciables e idénticas que interactian débilmente, cada una de ellas con spin
entero. Estas particulas, denominadas hosones. no obedecen al principio de exclusién de Pauli. Los fotones,
las moléculas de H, y el helio liquido constituyen ejemplos de sistemas de bosones.

269
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La funcion de distribucion de Bose-Einstein, Fgg, da el nimero promedio de bosones en un sistema en
equilibrio a la temperatura T que se encuentra en un estado particular i con energia E; (ver problema 38.37):

1
eaeE,/kT -1

(38.2)

Fgp =

El valor de a depende del sistema de bosones particular que se ha descrito. Para sistemas de bosones cuyos
numeros no se conservan (por ejemplo fotones), a = Q- (problema 38.38). Al igual que en la estadistica de
Maxwell-Boltzmann y Fermi-Dirac, la distribucion de energia de los bosones se da en términos de la funcién
de densidad de estados, segun

dng = Fpp g(E) dE

38.3 LIMITE DE ALTA TEMPERATURA

Cuando el numero total de particulas se conserva, la constante a para cualquiera de las dos estadisticas
cuanticas crece uniformemente con la temperatura (problemas 38.25 y 38.28). A temperaturas lo suficiente-
mente altas (o a energias lo suficientemente altas),

e%eE/kT 5]
y las dos funciones de distribucién cuantica se reducen a
F = fe E/kT

que corresponde a la funcidn clasica de distribucién de Maxwell-Boltzmann.

38.4 DOS INTEGRALES UTILES
(¢) Con p> —1,y en el limite inferior de temperatura kT < Ef (es decir,a < - 1),

fEPFFDdE f SE-ED/AT | E;)/kr+1 aE

1
pt

= |E+ > 2(kT)2"( = l)g(zn) e (EP*') (38.3)

n=1

donde {(x) es la funcion zeta de Riemann,

1 1
;(x)— tamtgE
la cual se encuentra ampliamente tabulada. Algunos valores de esta funcién son:

2 4
(@)= =1645 (@) =55 =1082 ()= gg = 1017

Cuando p es un niimero entero, la serie que aparece en la ecuacidn (38.3) es finita.
(6) Con p>0,a >0,y ¢= 1, tenemos

fo T U=T(p+1) 2 ———,,H (38.4)
donde la funcion gamma, T(x), cumple T'(x + 1) = x T\(x). Algunos valores de la funcién gamma son:
I(1)=1 I‘( % ) =yr I(n+1)=n! (n un entero)

En el caso especial en que a =0, ¢ = +1, la ecuacioén (38.4) se convierte en

) 14
fo —‘—eqq. 4=T(p+1){(p+1) (38.5)
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Problemas resueltos

RADIACION DEL CUERPO NEGRO

Cuando las paredes de una cavidad se conservan permanentemente a una temperatura 7, emiten y
absorben radiacion electromagnética (fotones) y en equilibrio la cantidad de energia emitida por las parti-
culas es igual a la energia absorbida por las mismas. La radiacién dentro de la cavidad puede analizarse al
abrir un pequefio orificio en una de las paredes de la cavidad; los fotones que emergen constituyen lo que se
denomina radiacicn del cuerpo negro. La fisica cuantica nacié hacia 1900 cuando Max Planck descubri6 ia
expresion correcta para la distribucion espectral observada experimentalmente de la radiacion del cuerpo
negro, es decir, la fraccién de la energia total irradiada con frecuencia comprendida entre v y » + dv.

38.1. Enelcaso mas simple, consideremos una cavidad cibica de lado /, cuyos bordes definen un conjunto
de ejes y cuyas paredes se mantienen a una temperatura 7. Las ecuaciones de Maxwell para ondas
electromagnéticas muestran que las componentes rectangulares del vector de onda

2n
k= —
)\2
deben satisfacer las condiciones de frontera
k.l N 1{,,1 3 k1 _
TS T T T

donde n,, n, y n, son numeros enteros positivos. (Estas condiciones de frontera aseguran un
niimero entero de medias longitudes de onda a cada arista del cubo.) Cada terna (n,, n,, n,)repre-
senta en iérminos clésicos un modo de oscilacidn electromagnético para la cavidad. Considere-
mos estos modos como estados de foton. Encontrar el nimero de modos en el intervalo de frecuencia
comprendido entre ¥ y ¥ + dp, teniendo en cuenta que existen dos direcciones de polarizacion

independientes para cada modo.

Cada frecuencia permitida » corresponde a cierto mode (n,, 1, n;} y puede escribirse como

£

A

K ¢
v == Syl n? = 55
n

donde N = \/n} + ny2 + n? . Envez de tratar de encontrar el nimero de estados enteros (n,, n, n,) que
corresponden a un N dado, utilizaremos una aproximacion continua para encontrar el nimero de puntosen una
concha esférica de radio N y espesor N en el primer octante del espacio (n,, ny, n,). Esto representa el
“volumen”

M = %(wvz dN)= 2 N2 dN

Pero e} namero de estados entre Ny N + dN debe ser igual al niimero de estados en el correspondiente
intervalo de frecuencia ¥ a v + dv. Utilizando » = ¢N /21,

an =2 4
[ag

de donde

2 3
dM=Z’i(.zﬂ)(g{d,,)=ﬂl_,,2dygf‘f_’/y2dy
2\ ¢ c ¢} 3

aqui ¥ es el volumen de la cavidad. Puesto que existen dos posibles direcciones de polarizacion independientes
para cada modo, debemos multiplicar a dM por dos para obtener el nimero de estados de fotén dS:

as=2aM =3V 12 4y = g() av
c

Asi, la densidad de estados de fotén en el intervalo de frecuencia dv es

g(V) = —-—-8:;/ 2
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Considerando la cavidad del problema 38.1 como un recipiente que contiene fotones, los cuales son
bosones de spin I, determinar la distribucién espectral (cantidad de energia por intervalo de
frecuencia) de la radiacién del cuerpo negro que emerge por un pequefio agujero practicado en el
recipiente. Debido a que los fotones son emitidos y absorbidos continuamente por las paredes de la
cavidad, el nimero de ellos no se conserva.

Utilizando la densidad de estados g(¥) obtenida enel problema38.1y la funcion de distribucién de Bose-
Einstein para fotones, (38.2) con a = 0, obtenemos el namero de fotones dn,, con frecuencias comprendidas
entre » y » + dv , cuyo valor es

1 87V
d , = F, dy = ———— zd
h, sz §(v) dv GERT_] o ve av

La energia de cada fotén es E = hv, pot lo tanto, la energia dE,, transportada por los dn, fotones es

3
8aVh d " dv = F(») dv

dE, = hp dn,, = c3 ;m——

La distribucion espectrai F(v), se encuentra graficada en la figura 38-1. Debe notarse que Planck llegé ala
funcién F(») por un caminc diferente.

FO) |

T,> T,

s
Fig. 38-1 v

La Ley de Stefan Boltzmann establece que la energia electromagnética total dentro de una cavidad,
cuyas paredes permanecen a una temperatura 7 es proporcional a T*. Demuestre que esta ley es una
conclusion del resultado del problema 38.2 y calcule el valor de la constante de proporcionalidad.

La energia total en el interior de la cavidad del problema 38,2 esta dada por

= constante X T*

N _8aVh (= vidy 8aVk T o ¢ dg
E—de'_ o j; em/kT _ ] = o Jo el—1

De la ecuacion (38.5), el valor de la integral es

T(4)¢(4) = 3! g—; = 6.49

y, por lo tanto,
po BrkY649) _ B(B6ITX 103 eV /K)"(6.49) -
(he)’ (124 x 10~ eV m)’
= (4.71 keV/K* m*)V'T*

En la figura 38-1 se observa que el pico de la curva de distribucion espectral se desplaza en frecuencia
con la temperatura. La ley de desplazamiento de Wien establece que

A mix T = constante
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donde A msx es la longitud de onda para la cual se presenta el valor maximo de F(») . Deduzca laley
de desplazamiento de Wien.

A partir de -
i,2[e;w/kr<3 _ ) - 3]
dF(») _ 4 [sth v _ 8aVh kT _
& T d 3 eM/KT _ | 3 (em/AT - 1)2

obtenemos, para un maximo,

hy
ehva/kT(3_ —1("}&)—3Ee’(3-y)—3=0

Esta ecuacion trascendental para y = hv max /AT, que debe resolverse por métodos de aproximacion, da una
solucion

théx
y= T = constante

ya que ¥ g = C/}‘ méx °
Ansx T = constante

Calcular la relacién de la energia emitida por un cuerpo negro a 2000 K en bandas de longitud de
onda de 100 A alrededor de 5000 A (espectro visible) y 50000 A (infrarrojo).

La distribucion espectral en funcién de la longitud de onda puede obtenerse reemplazando (considerando
unicamente magnitudes)

en la expresion para dE, del problema 38.2, para obtener

8mheV dA

dEy = N5 ghe/KTA _ |

= F(A) d\

El ancho de banda A\ = 100 A es lo suficientemente pequefio como para considerara F(A) constante, sobre
este intervalo; con esto obtenemos

BAEso0 (5000 A)° (12400 eV A)/(8.62% 10-5 eV /K)2000 KX5000 A) _ |
BEsppo (50000 A)° (12400 €V * A)/(8.62 1073 &V /K)(2000 KX50000 A) _ |

=5.50

Este resultado demuestra que solamente una pequefia cantidad de energia total es irradiada en forma de luz
visible.

TEORIA DE LOS ELECTRONES LIBRES DE LOS METALES

En la teoria de los electrones libres de los metales se supone que los electrones de valencia débilmente
ligados a los &tomos que componen el metal no estan unidos a ellos en particular sino que se mueven a través
de todo el s6lido. Se supone, ademas, que cada electron no experimenta fuerza neta ni de otros electrones de

valencia

, ni de los electrones ligados, ni de los niicleos. Estas suposiciones equivalen a decir que cada electrén

se mueve a través del metal en un potencial electrostatico constante. En los bordes del metal el potencial crece

rapidam
modelo,

ente, debido a que la fuerza electrostatica neta actiia sobre un electrén en la frontera. Asi, en este
los electrones en un metal son considerados como un gas formado por fermiones de spin 1 que no

interactiian, confinados en una caja tridimensional.

38.6.

Para un pozo unidimensional rectangular de paredes infinitas y de longitud /, en el problema 17.3 se
encontraron las energias permitidas para particulas de masa m que no interactian, cuyo valor esta
dado por E, = n’E,, dond i iti = h*/8mi?

por E, = n°E,, donde n es un niimero positivoy E, = h*/8ml*. La generalizacion para el
pozo tridimensional de paredes infinitas y lado / es

wl{n2an?din _ K
E (nx+ny-«}-n,)E0 E,= -
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donde n,, n,, A, SON NUMeros enteros positivos. Se ha encontrado que un nimero de estados dife-
rentes (n,, n,, n,) pueden tener la misma energia, fenémena que se conoce como degeneracion. Para
los primeros seis niveles de energia, calcular el orden de degeneracién, es decir, el nimero de estados
que tienen la misma energia.

Ver tabla 38-1. Para niveles superiores. los estados equienergéticos no necesitan permutaciones de los
mismos tres nimeros enteros; ver problema 38.43,

Tabla 38-1
Energia Estados equienergéticos (n,, n,, n,)| Orden de degeneracion

3E, aLnLy 1
6E, 2, LD (1L, (1,L2) 3
9E, 2,2,1) 2,1,2) (1,2,2) 3
11 Eq G LD 4L,3, D (L, L3) 3
12E, 2.2,2 ; 1

14E, (1,2,3) (1,3,2) (2,1,3)
2,3, G, 1,2 321 6

Para los electrones en un metal o para las moléculas de gas en un recipiente, el valor de /del problema
38.6 es tan grande que los niveles de energia pueden considerarse como si formaran un espectro
continuo. Para este caso, determinar el numero de estados (n,, n, n,) con energias en el intervalo
comprendido entre £y E + dE.

Este problema es semejante al del cuerpo negro, problema 38.1. Haciendo N = \/nf + ny2 +n? , para el
nimero de estados S. con energias entre E'y E + dE, obtenemos
= g UnN?dN) = TN aN
Del problema 38.6.

2
N2=nf+nj+n,2=E(8ml )
hZ
por lo tanto
1/2 1/2
N={8m2) g dN = 4k
h? 2E1/2
Y 3/2
1/2 3
as=7 E( 8mi? )( 8mi? ) / ( ) 2ml? (2m) EV2 g
2 h? h? 2E'/?

Asi, l1a densidad de estados en el intervalo de energia dE, con ¥V = [3, es

20V (2m)*?

E!/Z
h3

g(E)=
Construya un grafico de la funcidn de distribucién de Fermi-Dirac contra energia para T=~0 K.
Cercade T=0K, E;~ Eg >0, y, por lo tanto

Fop Ay b
R E-E/AT 4 |

Si E<Ep y T>0K, eE~ER/,T 50 v Fep=1.Si E > Eo yT-0K, e EEp/KT _, o0y Frp =0, Por

lo tanto, la gréfica de Fgp contra E tiene ia forma dada por la curva continua de la figura 38-2;51 T > 0K se

encuentra que la grafica toma la forma indicada por la linea de puntos.
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Fep A
1 -
~
\ T=0K
\
\
\
\
\NT>0K
\
N ~
Ep E
Fig. 38-2

38.9. Obtener una expresion para E,,, energia de Fermia T =0 K, para un gas electrénico en un metal.
P p f0: g p 24

En el problema 38.7 encontramos que el nimero de estados (n,, n,, n,) en el intervalo de energias
comprendido entre £y E + dE esta dado por

20V (2m)*?
dS = g(E)dE = ———(——)———E'/2 dE
h3
Puesto que para cada conjunto de nlimeros cudnticos (n,, #,, n,) existen dos orientaciones posibles del spin

electrénico, debemos multiplicara g(E) por un factorde2 para obtener la verdadera densidad de estados para
el gas electrénico. Asi, el numero total N de fermiones en el sistema esta dado por

4wV(2m) 3/ fuo EV24E

[c <]
N=Zj; Frpg(E)dE = = E,)/er

Para T =0 K la funcién de distribucion de Fermi-Dirac es (ver problema 38.8)
FFD =] para E < EfO
D= 0 para E > Efo

por lo tanto, los limites de la integral pueden cambiarse para obtener

anvemy”? g, 477V(2m)
- M) /2 amviem) 2
- fo EV24E = ( EY )
6
2 2/3
Ep= A ( 3N )
gm\ 7V

Cuando la temperatura aumenta se encuentra (ver problema 38.13) que la energia de Fermi permanece
aproximadamente igual a Eg.

38.10. El potasio metélico tiene una densidad de 0.86 X 10* kg/m® y un peso atémico de 39. Calcular la
energia de Fermi para los electrones del metal si cada atomo de potasio cede un electrén al gas
electrénico.

En primer lugar, calcular-el namero de electrones por unidad de volumen, N/V:

N (6.02 X 1026 étomos/kmol)(0.86 X 103 kg/m3) 028 atomos

N _ - g clectrones
% 39 kg /kmol 1.33 X ————m = 1.33 x 10? —Q

Entonces, del problema 38.9,

2/3
=205 eV

R (3N (k) 23 (124%1077eV-m)’ [ 3% 1.33 X 10% m~?
e ( |
8m\ 7V 8me? \ 7V 8(0.511 X 10° V) ™

A 300 K, &T = 0.026 €V, por lo tanto, se observa que Eya Eg es mucho mayor que kT a la temperatura
ambiente.
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38.11.

38.12.

SISTEMAS ATOMICOS [PARTE 7

Calcular la energia cinética promedio por particula para un gas de Fermi de N particulas T=0K.

Utilizando la densidad de estados 2g(E) obtenida en el problema 38.9, se tiene

1 2 [ 4av(em)’? ;w0 EM24E
EProm_ ‘ﬁfEd"E_ Nj;) EFFDg(E)dE“ Nh3 ,’; e(E-E/KT 4

a4 m)? e, aav@m)*?
- /2 - £ s/
Sy EVE NK? (5 5)
Reemplazando el valor de N obtenido en el problema 38.9, llegamos a

3
Eprom= 5 E/O

Asi, aunque los electrones se encuentren a 0 K, la energia cinética en promedio tiene un valor adecuado. Esto se
debe a que el principio de exclusion de Pauli no permite que todos los electrones ocupen los niveles mas bajos de
energia, por lo tanto, los electrones aparecen con todas las energias posibles hasta Eg.

Utilizando la condiciéon de normalizacién, la cual consiste en que el nimero de particulas es fijo,
obtener, para bajas temperaturas, una expresion para la energia de Fermi, E, paraun gas electrénico
en funcion de la energia de Fermi, Efo, alT=0K.

El nimero de particulas esta dado por
=(% = A VeI
N j; Fepg(E) dE Cfo E'*Fpp dE

donde la densidad de estados del problema 38.9 es g(E) = CE'/2 dE con C = 4=V (2m)*/?/h>. La ecuacién
(38.3), en la cual se ha dado solamente e} primer término de la serie y para p =14 , da
=cl[CE1/2 2C [ g3 2( _l) (i —1/2)
N Cfo E'FppdEn % [1:, +2617(1= 3 5@ 2 &

2C .12 72 2
=2 B} 1+ —— (kT

Dejando tender T—0 K en (/), obtenemos

Bom (2 )7'- (222 2/3=£(1E)2/’
Pl 2c 87v(2m)*/? 8m \ 7V

lo cual concuerda con el resultado del problema 38.9. Puesto que kT/ E; es muy pequefio, en la ecuacién(/)se
observa que E; no varia muy rapidamente con la temperatura. Por lo tanto, podemos hacer E;= Eg en el
segundo término del lado derecho de la ecuacion (/), y sustituyendo ademas N = 2CE,%/2/3, obtenemos

20kt \?
7(2)
: ()]

- w_(k_T_) e

Finalmente, recordando que para x pequefio

(l+x) =1 2x

_ w2 (kT

2C 32 2C 32
3 =5k

de donde

E;=Ep

podemos escribir
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38.13. A T=0K laenergiadeFermidela plata esde5.5eV. Utilizando los resultados del problema 38 12
calcular el valor de la correccion de primer orden a T = 300 K.

La correcion de primer orden es

—a? (TP _p2 [(8617X107°eV/K)(300 K) ]’

= = — -4
2 E, - 12 55eV 107" eV

lo cual representa una variacién casi despreciable.

38.14. A 0K, la energia de Fermi de la plata es de 5.5 eV y la funcién de trabajo es de 4.6 eV. ;Cudles la
energia potencial electrostatica promedio para los electrones libres en la plata?

La funcién de trabajo, ¢, es la energia minima necesaria para extraer un electrén de un material. Los
electrones asi extraidos seran aquellos con la maxima energia cinética, quea0 Kesla energla de Fermi, Eg. Del
mismo modo, para una particula en una caja, Ep es la energia por encima de la energia potencial electrostatlca
promedio, — E,. La relacion entre las diferentes energias se indica en la figura 38-3, en donde se observa que

=Ep+¢=55eV+46eV=101eV

Puesto que a temperaturas moderadas (problema 38.13), f~ Efo , este resultado explica por qué la funcién de
trabajo de un metal es esencialmente independiente de la temperatura.

AE

& ——

Niveles de
energia vacios

Niveles de
energia llenos

Fig. 38-3

CALORES ESPECIFICOS DE SOLIDOS CRISTALINOS

El calor especifico molar de un sélido a volumen constante, Cy, se define como la variacién en la can-
tidad de energia de un mol del solido por unidad de variacién de temperatura cuando el volumen del sélido
permanece constante:

-k ()

donde Ey es la energia total de los 9 moles del solido. Desde el punto de vista clasico, se espera que el calor
especifico de un sélido cristalino permanezca constante con la temperatura y que su valor esté dado porla ley
de Dulong-Petit (ver problema 37.9), C, = 3R, donde R es la constante del gas ideal. Sin embargo, se ha
encontrado experimentalmente que C,, varia con la temperatura como se indica en la figura 38-4. En 1912
P. Debye dio una explicacién satisfactoria acerca del comportamiento observado en C,,, mediante el perfec-
cionamiento de una teoria anterior desarrollada por Einstein en 1906. En la teoria de Debye un sélido
cristalino se considera como si estuviera formado por atomos regularmente distanciados en una estructura
tridimensional. Si un dtomo se desplaza de su posicién de equilibrio experimentara una fuerza restauradora
debida a los atomos que lo rodean, asi, los &tomos se comportan como un conjunto de osciladores acoplados.
Cualquier perturbacion serd transmitida a los atomos vecinos lo que da como resultado una onda que se
propaga a través del solido.
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G A
IR o o e —

T3 (limite de bajas temperaturas)

oy

Fig. 38-4

Se ha encontrado que la cantidad de energia transferida de un 4tomo a su vecino esta cuantizada en
cantidades de hp, donde » es la frecuencia clasica con la cual vibra el &tomo alrededor de su posicién de equi-
librio. Cada cuanto de energia acistica hv se denomina fondn, por similitud con los fotones de radiacién
electromagnética.

Las ondas que se propagan en la estructura pueden ser transversales o longitudinales, con velocidades v,
y v; , respectivamente. Una onda transversal tiene dos grados de libertad vibracional mientras que una onda
longitudinal tiene solamente un grado de libertad. Cada grado de libertad vibracional (medo de vibracion) de
‘un cristal corresponde a un estado del sistema y los fonones estan distribuidos en estos estados de acuerdo con
la distribucién de Bose-Einstein.

Se ha encontrado que en un cristal existe una frecuencia maxima de vibracidén denominada frecuencia de
Debye, vy El maximo de frecuencia existe debido a que un sistema de N moléculas posee solamente 3NV
modos de vibracion (cada molécula tiene 3 grados de libertad vibraciohal independiente). El calor especifico
de un solido cristalino se ohtiene calculando primero la frecuencia de Debye y la densidad de estados del
cristal (problemas 38.15 y 38.16) y utilizando luego esta informacién para conseguir la energia cinética vibra-
cional y el calor especifico molar (problemas 38.17 y 38.18).

Ademas de la energia transferida por las vibraciones atémicas, si un solido cristalino es conductor,
existird también energia transferida por los electrones libres de conduccién. El calor especifico total estard
entonces determinado por la suma del calor especifico electrénico y el calor especifico de la estructura. No
obstante, como se demuestra en los problemas 38.23 y 38.24, la contribucidn de energia electrénica transfe-
rida cobra importancia soclamente a muy bajas temperaturas.

38.15. Calcular el nimero de estados vibracionales con frecuencias en el intervalo comprendido entre » y
v+adv.

Las ondas sonoras que viajan en un sélido son perfectamente andlogas a las oscilaciones de los fotonesen la
cavidad del cuerpo negro del problema 38.1. Siguiendo el mismo razonamiento que se utilizé en el problema
38.1, el niimero de modos de vibracién dM con frecuencias en el intervalo comprendidoentre # y v + dv es

am = 31¥ 2 g
C

para cada tipo de vibracién, donde ¢ es la velocidad de propagacidn de la onda en el medio. Considerando los
dos grados de libertad vibratoria para las ondas transversales, y el {tnico grado de libertad para las ondas longi-
tudinales, el nimero de estados vibratorios, dS, con frecuencia en el intervalo comprendidoentre » y » + dp es

ds = g(») dv =4qu( 241 ),,z dv
L]

Asi, la densidad de estados en el intervalo de frecuencia dv es

g(v) = 4'rrV( % +L ),,2
oy

o



CAP. 38] ESTADISTICA CUANTICA 279

38.16. En términos de la frecuencia de Debye, »,, la cual representa la maxima frecuencia vibratoria
posible en un sélido compuesto de N moléculas, reconstruya la densidad de estados que encontramos
en el problema 38.15.

El numero de estados posibles es finito e igual a 3N. Asi:
3 3
Va 2 1 Z 2 1\ %
IN= [ dS= v)dr=4xVi = + — 1'2dv=47rV(--+———)-—
Jas=[5® (0,3 u;)fo o )3

La densidad de estados tiene la forma

9N
2. : 2
Va

A

g(v)=4wV( 24 J?)

v, v

38.17. Suponga que la energia acistica es transportada a través de una estructura cristalina en cantidades
cuantizadas de valor hv por cuasi particulas denominadas fonones, las cuales son bosones cuyo ni-
mero total, como el de fotones, no esta fijo. Obtenga una expresion para la energia cinética total
{ensrgia vibracional) del sélido cristalino.

El ntimero de fonones dn, . con frecuencias enelintervalo comprendidoentre vy v + dv es

_ i 9N ,
dn, = Fpp g(”) dv = —e?mjl_ —E vt dy
donde g(») es la funcién obtenida en el problema 38.16. Puesto que cada fonén tiene una energia E= hy, la
encrgia dF que poseen los dn, fonanes es

Nk 3

dE = hy dis, = __._.vg ___—.ehv/" =

dv

La energia total £ del sélido serd la suma de las energias de todos los fonones:

ONh »?
v Jo eM/AT

dve 9NkT( I )
1 1

Ll

Ermdeg o e7—1

donde g4 = v,/ kT y T, = hv;/k (se denomina temperatura de Debye). La integral debe calcularse numéri-
camente.

38.18. A partir del resultado del problema 38.17, obtenga una expresion para el calor especifico molar a
volumen constante; Cp, en el limite T« T,

Del problema 38.17, la energia total es

- TV (% ¢ dq
E=omkt( L) [ 22

donde g, = hv,/kT = T,/T. Para T& T, el valor de g;— o0, y la integral se aproxima a #*/15 (pro-
blema 38.3). Asi,
- T\ ot
E, 9NkT( L ) =

Aplicando la definicion de Cp,, obtenemos

coo L (PEry _36kN o' (T _ R20°R( T’
YT\ AT ), X 15\T, 5 \T,

aqui hemos utilizado el resultado kN/9U = R. Para bajas temperaturas se ha encontrado experimentali’nente
que C, varia con T3,

38.19. La ley cldsica de Dulong-Petit (ver problema 37.9) establece que Cp, = 3R. Demuestre que esta ley
se deduce a partir del resultado del problema 38.17 en el limite T > T,.
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38.20.

38.21.

SISTEMAS ATOMICOS. [PARTE 7
Del problema 38.17 tenemos
3 3
_ T 9d q dq
ET—9NkT( TD) fo =

Para T>» T,, q;,= T,/ T—0, por lo tanto, podemos escribir
elx~l+gqg
sobre todo el intervalo de integracion. Asi,

~ T : Ty/T 2 4 _
ET~9NkT( Td)fo q* dg = 3INKT

De la definicion de Cy,

_ 1 (%Er N
cy-ﬁ(—ﬁ)y-aﬁk-m

Experimentalmente se ha encontrado que este resultado es vdlido sélo para altas temperaturas.

A partir del resultado del problema 38.17 obtenga una expresién para Cp, acualquier temperatura.

Del problema 38.16, »; permanece constante cuando V es constante. Asi,

1 (BEr\ N 3 | ONm [ P
CV—W(W)V-Wﬁ{ ng; /KT _ | dv

dv

9Nkh2 f,,d l,4elw/kT dy = 9Rh2 fyd v4ehv/kT
0] 0o

(T B (e™/4T ~ 1)

(em/AT — 1) v (kT) 2

con kN/9 = R. En funcién de la temperatura de Debye T, = hv,/k y la variable g = hv/kT, esta
expresion se transforma en
3 4,9
e
c,,=9R(~T—) [T A 4
T,) Jo (e9-1)
Cuando esta ecuacién para Cp se grafica en funcion de 7 se obtiene una estrecha similitud con la curva expe-
rimental de la figura 38-4.
Hallar la energia total de un gas de electrones a baja temperatura.
La energia total esta dada por
oo
Er= [ “EFypg(E) dE
(]

donde g(E) = CE'/? | segun el problema 38.9. Utilizando la ecuacién (38.3) y considerando tnicamente el
primer término de la serie,

Er=C [ “E*Fy dE = < [Ef/z + 207 )( Z’g )( 2 3gr )}

2 2
1+5L(£Z)
Ey

= 2C
5 8

5/2
EP/

Utilizando los resultados del problema 38.12 en los cuales se expresan Cy Ej enfuncionde Eg yrecordando
que E; no varia muy rdpidamente con la temperatura, podemos expresar Ex como sigue:

203 vps\pssaly 72 (KT V[, L 5n% ( kT \?
=5 (e -5 (5) | [+ 5 (5]

2 2
nars
Epo

de acuerdo con las primeras aproximaciones, hemos conservado solamente los términos de primer orden en
(KT/Ep).

3
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38.22. Paraelgasdeelectronesdel problema 38.21, calcular el calor especifico molar electrénico a volumen
constante, Cy,, con aproximacién de primer orden.

con R= Nk/N.

38.23. Calcular el calor especifico molar electronico, Cy,, para la plata a temperatura ambiente (7= 300 K ).
La energia de Fermi para la plata es Ep= 5.5 eV.

Del problema 38.22,

. o RekT _ (8313/mol-K)mi(8:62 x 10% &V/K)(300 K)
e 2E, 2(55¢eV)

=0.19 J/mol - K

Este es el valor por mol de dtomos. Puesto que la valencia de la plata es 1, un mol de 4tomos corresponde aun
mol de electrones. Obsérvese que a T =300 K 1la teoria de Debye predice un calor especifico, debido a las
vibraciones de la estructura de aproximadamente 3R /<25 J/mol * K, porlo tanto, a esta temperatura el calor
especifico electrénico puede despreciarse.

38.24. Conrelacion al problema 38.23, calcule la temperatura para la cual el calor especifico molar, Cy,,, ¥
el calor especifico de la estructura cristalina, C,,, son iguales. La temperatura de Debye para la plata
es de 210 K. Como la igualdad se presenta a bajas temperaturas, el resultado de la teoria de Debye
puede interpretarse asi: ‘

_RaR(TY
¢, =2 (L)

(ver problema 38.18).
Igualando Cy, y Cy,,
127°R ( T )’= Ro%T

s \7,) = 725,
sk \* [ s(862x 1070 ev/K)210K) 17 sk
2472y, 247%(5.5 V) '

Este resultado indica que la conduccién de calor electronico se aprecia solamente a bajas temperaturas.

LA MECANICA CUANTICA DEL GAS IDEAL

Hemos supuesto para un gas ideal que las moléculas que lo conforman no interactian. Sin embargo,
puesto que un gas ideal estd compuesto ya sea por fermiones o por bosones, su andlisis debe hacerse desde el
punto de vista de la estadistica cuantica.

Se ha encontrado que a elevadas temperaturas los resultados de la mecanica cuantica se confunden con
los obtenidos a partir de un tratamiento cldsico. No obstante, cuando las temperaturas se aproximan a cero
absoluto, un analisis cudntico predice resultados que difieren notablemente de los que se predicen clasica-
mente. Por ejemplo, para un gas de bosones a temperaturas bajas, sin llegar a cero, la teoria predice que todas
las particulas se encuentran en el estado energético mas bajo, fendmeno que se conoce como la condensacion
de Bose-Einstein (problema 38.26). Ademas, un gas de fermiones, aiin a cero absoluto, tendrd una presién
finita diferente de cero (problema 38.33). Algunos gases que obedecen a la estadistica de Bose-Einstein son el
H, y el helio, mientras que el hidrégeno atémico es un gas que se rige por la estadistica de Fermi-Dirac.

10- FISICA MODERNA
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38.25.

38.26.

38.27.

SISTEMAS ATOMICOS [PARTE 7

Considere un gas formado por un nimero fijo N de bosones en un recipiente de volumen V.
Demuestre que a es una funcién estrictamente creciente de la temperatura 7.

La condicién de normalizacién esta dada pof

20V C2m)*? Lo EV24E
h3 0 edeE/kT -1

N= f dng= fo ® Faeg(E) dE =

la densidad de estados g(E), fue obtenida en el problema 38.7. Efectuando el siguiente cambio de variable
q= E/kT,cobtenemos

20VCmkT)? ;1w q'/%dgq

N P o €% —1 )

esta ecuacion define de manera implicita a & como una funcién de 7. Cuando T aumenta, el coeficiente de la
integral también aumenta. Puesto que N es fijo, en la medida en que la integral decrece, el valor de a debe crecer.

Obsérvese que, debido a que N es finito, la integral es siempre convergente y asi a debe ser siempre un valor
positivo.

Para una determinada densidad de particulas, N/ V, calcular la temperatura mas baja posible de un
gas de bosones £n concordancia con la estadistica de Bose-Einstein (remitase al problema 38.25).

Puesto que a decrece continuamente cuando la temperatura decrece sin que llegue a ser negativo, el valor
minimo de la temperatura T, es aquel para el cual a = 0. De la ecuacién (/) del problema 38.25,

N e 20V 2mkT)? o '/ dg
B o e!-1

Segilin la ecuacién (38.5) la integrai toma el siguiente vaior
3Ve( 2= Lmef2)= L
r(3)(3)= 37 4(3)= 3 7o
Sustituyendo este valor y resolviendo para T, se obtiene

(he)'2.61) "% ( N )2/3 (124 X 107 eV - m)’(2.61) %> ( N 2/
°= ———————— E-—

2e(mcDk \V 20(me)(8.62 X 10-5eV/K) \ V
N/v) 3
= (150X 1079 eV -K -m?) & /1)
mc

Para T T, la mayoria de los bosones que no interactilan se encuentran en el estado mis bajo (E=0) y
podemos considerar el sistema como un estado condensado. Este fendmeno se conoce como condensacicn de.
Bose-Einstein.

Calcular la energia total del gas de Bose del problema 38.25.

Efectuemos el siguiente cambio de variable: ¢ = E/kT con lo cual la ecuacion (38.4) da

IS 21rV(2m)3/ LI EY? 4E

E,=f£ dn,;=j; EFps g(E) dE = —— L o T
20V @m)*(kT)? o ¢*2dg  IVQumkT)/*kT & o-ma

= PE o e%ei—1 2 ) 3572

nwi B

IVQamkTY/*kT & z»

2h3 gl nS/Z

donde Z = e™ .
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38.28. Consideremos un gas formado por N fermiones de spin 1 en unrecipiente de volumen V. Demuestre
que a es una funcion estrictamente creciente de la temperatura.

La condicién de normalizacién encontrada en el problema 38.9 es

3/2 /2 3/2 12
N = [d"£= zfoo Fepg(E) dE = 47V (2m) feo E'dE  _ 4oV (2mkT) » q'/?dg

. ) s o e%E/*T 41 n o e+l
donde ¢ = E/kT. El resultado se obtiene con el mismo argumento utilizado en el problema 38.25.

Para la distribucién de Fermi-Dirac, los valores de a deben ser negativos. Se observa que a también crece
uniformemente con la masa de los fermiones del sistema. Este hecho explica por qué a la temperatura ambiente
(T ~ 300 K) un “gas” electrénico presenta esencialmente el mismo comportamiento cuantico que a bajas
temperaturas (ver problema 38.13), mientras que un gas formado por moléculas en las cuales la masa individual
es de unas 2000 veces la del electrén, exhibe un comportamiento aproximadamente clasico a la temperatura
ambiente.

38.29. Calcular la energia total del sistema de fermiones del problema 38.28, suponiendo que a > 0.

La energia total E;, se obtiene de la ecuacion (38.4), como

E;= fE dng= 2f0°°EFFDg(E) dE

_Anv(Qm)? e pyrgp  AnVQmkTYAT e ¢/2dg
- h fo e%E/AT 41 A3 o e%ed+ 1

) 47?V(2ka)3/2kT(%)( : )ﬁ S (- g,,_T/zz

h3 n=]

3IVQamkTY kT = yret 2"

= ; > (-t

B3 “, w32

donde Z =™ %,

38.30. Hallar la energia cinética promedio por particula en el limite de temperatura superior 7 » 0 K
para los gases de bosones y fermiones de los problemas 38.25 y 38.28.

Utilicemos la ecuacion (38.4) para calcular las integrales de N para los dos gases y utilicemos las expre-
siones para E; obtenidas en los problemas 38.27 y 38.29, para llegar a

T entl z"
E Er 3 kT nel n’/?
prom™ A T 7 § i Zn
= n3/2
donde Z = ¢ %, ¢ = +1 paralos bosonesy ¢ = — | para los fermiones. Para temperaturas muy altas, a-» &

(problemas 38.25 y 38.28), con lo cual Z-0. Tomando solamente los dos primeros términos en cada
sumatoria y cancelando el factor comin €2Z, obtenemos

+ 5/2
E,,,om%gkr('_fz/_z)zgkr(mi_EL)

1+ e2/23? /2 2
=3 _e 2 V23 et
- 2kT(1 ‘25/2) 2kT(l ‘25/2)

Se observa que a alta temperatura E,,,, se aproxima asint6ticamente al mismo valor clasico para ambos
gases, $kT. La correccion de primer orden en el resultado cldsico da el mismo valor para ambos gases, pero la
energia promedio por particula es mayor que el resultado cldsico para los fermiones y menor que ¢l resultado
clésico para los bosones.
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38.31.

38.32.
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A partir de la primera ley de la termodinamica dE; = dQ — p dV, la presion p enun proceso rever-

sible puede escribirse asi:
1% 0

En funcién de E, obtenga una expresion para la presion de un gas desde el punto de vista mecanico-
cudntico.

Recordemos que los niveles de energia para las particulas que no interactitan y que se encuentran en una
caja ciibica tridimensional de lado /, segin el problema 38.6, estin dados por

3 h? 2 2 N _ h?
E = e (n,‘ +n/+ n,) = ViR

; (n2+n}+n}) 1)

Debido a la degeneracion, es posible encontrar varios estados (n,, M, #;) que corresponden a una energia
dada E; (ver probiema 38.6). Sea n; el nimero de particulas en el j-ésimo estado del nivel E;. La energia total
del sistema sera entonces

Er=3 X En;
LI
con lo cual

i j i

Puesto que E; depende de las dimensiones del sistema, el segundo término 2,2, ny dE,, corresponde a la
variacién de E debida a las variaciones, en el volumen del sistema ocasionado por un trabajo realizado sobre el
mismo. Asi, el primer término debe ser igual al calor absorbido por el sistema:

dQ=; gsidn,.,

En otras palabras, un flujo de calor hacia el sistema corresponde a un cambio en los numeros de ocupacioén ny.
Si Q = constante, es decir, dQ = 0, se tiene

oF, AE;
()" 33w
De la ecuacion (1),
aEi 2 h 2 2 2 2
W3 gy (met+m+n)=-3p
y, por lo tanto,
2 _ 2 E
Py 22mE=3 ¥

Esta ecuacion tiene una forma idéntica al resultado cldsico establecido en la ecuacidn (35.6).

De los problemas 38.30 y 38.31, obtenga la correccion de primer orden a temperaturas altas para la
ley clasica del gas ideal, p¥ = NkT, teniendo en cuenta para ello las propiedades mecénico-
cuanticas del gas.

Del problema 38.30,

3 e "
ET = NEprom" E NkT(] - G'i's—/—i )
donde

€= +1 para un gas de bosones
—1 para un gas de fermiones

Sustituyendo estos valores en el resultado del probleina 38.31, obtenemos

e "
pV= NkT(l - 6-25—/2 )
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38.33. Con relacion a los problemas 38.21 y 38.31, obtenga una expresidn para la presién de un gas ideal de
fermiones de spin 1 y a temperaturas muy bajas.

Para un sistema de fermiones de spin ! y a bajas temperaturas, del problema 38.21, tenemos
2 2
|4 5T ( KT
12 \ Ep
Reemplazando este valor en el resultado del problema 38.31, tenemos
2 Ml s (kT Y
P37y 12 \ Ep

Este resultado indica que cuando T—0 K, la presion de un gas de fermiones tiende a un valor finito. Este punto
cero de presion se presenta debido a que atin a 0 K 1os fermiones tienen una energia finita, como consecuencia
del principio de exclusién de Pauli.

ET = %NEIO

DEDUCCION DE LAS FUNCIONES CUANTICAS DE DISTRIBUCION

38.34. Para un determinado nivel de energia, E; en un sistema de fermiones existe un cierto niimero de
estados g; que tienen esta energia (es decir, E; presenta una degeneraciénde orden g, ). Deacuerdo
con el principio de exclusién de Pauli, segun el cual en cada estado no puede encontrarse mis de una
particula, el nimero madximo de fermiones que pueden ocupar el nivel de energia E; es g;. ;De
cuantas maneras diferentes pueden distribuirse entre los niveles de energia E,, E,,..., E,..., N
fermiones idénticos indistinguibles, de tal manera que el i-ésimo nivel de energia tenga n; < g,
estados Henos (n; + n, + - -+ = N)?

Debido a que las particulas no se distinguen unas de otras, existe una manera de asignar n,, n, particulas a
E,,....fuera delos g, estadosen el nivel E,, seleccionamos los n, estados que deben lienarse con las n, parti-

culas. Esto puede efectuarse de
(%)= srce =
n m! (g —n)!

formas diferentes. Para cada una de ellas existen

(&)_ &'
ny nz! (g2 - nz)!
maneras diferentes de llenar el nivel E,, y asi sucesivamente. El nimero total de formas es entonces

—ix(&)(&). .. - & g
X ]X("l)("z) m! (gr—n)! ny! (gy—n)! (1)

38.35. Encuentre la distribucion mas probable para el problema 38.34, si se combinan las condiciones
siguientes: nimero de particulas fijo y energia total fija.

La distribuciéon mas probable es aquella que pueda realizarse en el mayor niimero de formas. Para esto
debemos obtener el maximo de la funcién X (n, n,,...), dada por la ecuacién (1) del problema 38.34 teniendo
en cuenta las restricciones

> n= N =constante  , E;n;= E; = constante
; 7

(Las restricciones n; < g; pueden despreciarse, puesto que sabemos de antemano que el valor maximo
obtenido debe satisfacerse.) Pasando al problema de las variables continuas para la funcién

X

nm —a
" glgt
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38.36.

38.3
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utilizando la formula de Stirling y aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, tal como se hizoen
el problema 37.16, obtenemos las condiciones

&
e%PE 4 |

Puesto que n; es el nimero de fermiones con energia E,y g, esel niimero de estados con energia E;, el nimero
promedio de fermiones en un estado con energia E, es n,;/g; ; es decir, n,/g; es la funcién de distribucién de
Fermi-Dirac Frp:

1

Frp = ———r
FD ™ gaghE 4 ]

Las particulas con spin entero (bosones) no obedecen al principio de exclusién de Pauli y, por 1o
tanto, es posible encontrar un niimero cualquiera de bosones en un estado determinado. Supdrigase
que en el nivel de energia E; existen g, estados. ;Decudntas maneras diferentes pueden distribuirse
entre los niveles deenergia E|, E,,..., E; ..., N bosones idénticos indistinguibles, con un nimero fijo
de particulas n; en el i~simo nivel?

Consideremos en primer lugar uno de los niveles E;, con g; estados y n, particulas. Este nivel puede
representarse como n; particulas en filas divididas arbitrariamente en g; estados mediante g; — 1 lineas (ver
ejemplo en la figura 38-5). El nimero de formas diferentes en que los n; bosones pueden ubicarse en los g;
estados, sin limitacion en el nimero de particulas por estado y considerando por el momento que las particulas
son diferenciables, es igual al nimero de maneras diferentes n, + g — 1 erque las particulas y las lineas que
las dividen pueden permutarse, esto es, (#; + g; — 1)!, dividido por el nimero de formas g; — 1 en que las lineas
pueden permutarse, o sea (g — 1)! (puesto que en nuestra representacion el intercambio de dos lineas di-
visorias corresponde al mismo estado),

(n,+g — )
(g,- -
Sin embargo, puesto que las particulas no son realmente indistinguibles unas de otras, es decir, que el intercam-
bio de dos particulas da como resultado la misma distribucion, la expresién anterior debe dividirse entre #;!

formas diferentes en que pueden permutarse las particulas para obtener el nimero real de maneras diferentes
como puede formarse el i-ésimo nivel:

(n; + g, ~ 1)
n! (g — 1)

Por consiguiente, el nimero total X de formas diferentes que exista para organizar los n,,n,,... bosones en los
niveles de energia E,, E,,... si existen g, g,, ... estados en cada nivel es

_ (m+g—1)! (m+g—-1! -
mi{g -1 n!(g-1

1)

Estado

2 3 6 7 5
ooogloolooool |o|00|ooooeo|---|ooo
4 2 4 o 1 2 6 3

Numero de particulas en e} estado (el niimero total es #; )

Fig. 38-5

Para el problema 38.36 hallar la distribucién mas probable si el nimero de particulas y la energia
total permanecen constantes.

Siguiendo el mismo proceso efectuado enlos problemas 37.16 y 38.35, obtengamos el maximo de la funcién
X del problema 38.36, o por conveniencia, la funcién

In {[(g - D! (- D! IX}
sujeta a las restricciones

2 m= N = constante Y E;n,= Ep = constante
7 7
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Las condiciones obtenidas para un maximo son

n;

= e~ %~ BE
m+g—1 €
Suponga que n; + g > 1 tenemos
n; ~a,~BE; &
m+g €€ 6 m= e%PBE — |

Puesto que n, es el nimero de bosones con energia E;, y g; es el nimero de estados con energia E;, el nimero
promedio de bosones en un estado con energia E;, es n,/g, ; es decir, n;/g; es la funcién de distribucién de
Bose-Einstein, Fgg:

1

Fop= ———
BE ™ gagBE |

Demuestre que en un sistema de bosones en el cual no existe un nimero fijo de particulas (es decir, un
sistema de fotones en la cavidad de un cuerpo negro) presenta una distribucion de Bose-Einstein con
a=0.

En la deduccion dada en el problema 38.37, el hacer a = 0 equivale a suspender la restriccion.

3 n;= N = constante
7

Problemas suplementarios

RADIACION DEL CUERPO NEGRO

38.39.

38.40.

38.41.

38.42.

(Cual es la densidad de estados de fotén en el intervalo de energia comprendido entre £ y E + dE en una
cavidad cubica de volumen ¥ = /%7 Resp. 8aVE?/(hc)’

(Cuél es la cantidad de energia por intervalo de longitud de onda emitida por un cuerpo negro?

87Vhc 1
NS ehe/MT _ )

Resp.

Reconstruya el grafico de la figura 38-1 para F(\) contra A.

Repita el problema 38.5 para una banda de longitud de onda de 50 A de ancha y para una longitud de onda de
infrarrojo de 25000 A. Resp. 33.8

TEORIA DE LOS ELECTRONES LIBRES EN LOS METALES

38.43.

38.44.

38.45.

(Cual es el orden de degeneracién del nivel 57 E, de un pozo cibico tridimensional de paredes infinitas?
Resp. 6

iCual es la densidad de estados para un pozo cibico tridimensional de paredes infinitas en el intervalo de
momentum comprendido entre py p + dp? Resp. Anl’p*/hW’

(Cudl es la raiz cuadrada media de la velocidad a T =0 K en funcién dela energia de Fermi, Ep, paraungas
de electrones en un metal?

Resp.  o(m/s) = (4.59 X 10°)}Ep(eV)
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38.46.

38.47.

38.48.

38.49.
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{Cual es el término siguiente en la expresion de la ecuacién (/) del problema 38.12?

7 7kT \4
Resp. 'EIO- ( —ET' )

Se ha encontrado que la energia de Fermi de cierto material a 7 = 300 K es menor que su valora0 K, en un
valor de 1.2 X 10™* eV, ;Cual es la energia de Fermi de este material a 0 K? Resp. 4.58 eV

Para cierto material, cuya funcién de trabajo es 3.4 eV, la energia potencial electromagnética promedio es
11.2 eV. ;Cudl es la energia de Fermi del material? Resp. 78 eV

(Cual es la relacién de la maxima velocidad a la raiz cuadrada media de la velocidad de un gas de electrones en
unmetalaT=0K ? Resp. 1.29

CALORES ESPECIFICOS DE SOLIDOS CRISTALINOS

38.50.

38.51.

38.52.

38.53.

38.54,

{Cuadl es la densidad de estados en el intervalo de longitud comprendido entre A y A + dA?

2 1)l
Resp. 4qV| < 4+ — | =
’ ﬂ(v,’ v,’)h‘

Con respecto al problema 38.23, hallar la temperatura para la cual el calor especifico molar electrénico Cy,, es
el 5% del valor del calor especifico molar C,, de la plata. Resp. 7.83 K

En un sisicma mecédnico cuantico de dos estados, cuyos niveles son £,=0 y E, = ¢, la probabilidad de
encouirar una particula en un estado de energia E es proporcional al factor de Boltzmann e~ £/%7, Hallar la
energia total de un sistema de N particulas.

Nse—t/kT

Resp. Er= T4 o T

Hallar el calor especifico a volumen constante en el sistema del problema 38.52.
Nk(e/kT) e~</*T
(+e ¢ "T)z

Resp. Cp=

Calcular los limites superior e inferior de temperatura de Cy, en el problema 38.53. Resp. 0y 0

MECANICA CUANTICA DEL GAS IDEAL

38.55.

38.56.

38.57.

38.58.

¢Cudl es la raiz cuadrada media de la velocidad en el gas de Bose del problema 38.25?
0 - na 0 172
Resp. 3kT e /
5D ( - > 7 >
n n=1}

=1

Hallar la temperatura T, (ver problema 38.25) para el “He liquido, cuya densidad es 0.146 X 10° kg/m> .

Resp. 3.16 K (Aunque el helio liquido no es un verdadero gas de Bose, que no interactiia, la aproximacion da
un resultado muy cercano a 2.2 K, que es la temperatura a la cual se observa un rapido crecimientoen la
poblacién en el estado fundamental, lo cual corresponde a un cambio de liquido normal a un super-
fluido.)

e—ﬂ&
0372

(Cual es la raiz cuadrada media de la velocidad para el gas de Fermi del problema 38.28? Suponga que
a0 /
1/2

T J ner e [ & nel e ™
Resp. | BT S (yme [ it
n=] n nml n

Calcular el punto cero de presién en el gas de electrones en la plata (Eq = 5.5 eV; densidad 10.5 X 10° kg/m3).
Resp.  2.06 X 10" N/m?~2 X 10° atm



Capitulo 39

Teoria de bandas de los séolidos

La teoria de los electrones libres de los metales discutida en el capitulo 38 no explica por qué algunos
materiales son buenos conductores de la electricidad mientras que otros, los aisladores, son malos conducto-
res; ni tampoco por qué algunos materiales, denominados semiconductores, tienen propiedades de
conduccién que se encuentran entre las de los conductores y las de los aisladores. La teoria que ha explicado
con mayor éxito el por qué las razones de las resistividades de los s6lidos debe ser de unos 10%° es la denomi-
nada teoria de bandas de los sélidos.

Se puede considerar un sélido como constituido por 4tomos individuales aislados que se han reunido
para formarlo. Un atomo individual posee un elevado nimero de niveles de nergia discretos que pueden estar
ocupados por los electrones del mismo. Generalmente los electrones que se encuentran en el estado funda-
mental ocupan unicamente los niveles de energia mas bajos. Es posible excitar a los electrones para que
ocupen niveles superiores de energia. Por lo regular, los electrones mas energéticos, o sea los de valencia,
toman parte en estas excitaciones. Consideremos en primer lugar la combinacion de dos atomos. Si no
existiera interaccion entre los dos atomos, el valor de cada nivel de energia seria el mismo que para cada
atomo aislado y el nimero de niveles para una energia particular se obtendria duplicando el correspondiente
valor para elatomo aislado, como se indica en la figura 39-1(b). Debido a las interacciones, cada nivelanterior
de energia tinica se desdobla en dos niveles, como aparece en la figura 39-1(¢). En forma andloga, si se retine
un mayor numero de &tomos, existird un mayor nimero de desdoblamientos para cada nivel de energia, un
desdoblamiento por cada dtomo adicional. La figura 39-1(d) indica el desdoblamiento de los niveles de
energia cuando se han reunido 5 atomos.

Puesto que el nimero de 4&tomos/ cm? en los s6lidos es de aproximadamente 10?, cada nivel de energia
Uinica para un atomo aislado se desdoblara en un enorme niimero de partes. Como los valores de los niveles de
energia permanecen aproximadamente iguales, cuando se reune un elevado nimero de dtomos que
interactian, se obtienen bandas de niveles de energia practicamente continuas, separadas por brechas en
aquellos lugares en los cuales no existen estados electronicos, como se ilustra en la figura 39-1(e).

La forma como se ubican los electrones en las bandas disponibles se rigen por el principio de exclusion de
Pauli. Los electrones llenan las bandas de la misma manera como se llenaron los estados electrdnicos en los
atomos polielectronicos (capitulo 24). Como ejemplo, consideremos el | Na en el cual todos sus niveles de
energia se encuentran llenos hasta el nivel 3s, en donde hay un electrén y su configuracién electrénica es 1s2
252 2ps 35!, El nivel 3s se encuentra cuasi-lleno, ya que en ¢l pueden ubicarse dos electrones.

En forma andloga, en los s6lidos las bandas pueden estar llenas, parcialmente llenas o vacias, como se
indica en la figura 39-2. Las propiedades conductoras de un sélido cristalino se determinan por la banda de
energia mas alta ocupada por los electrones de valencia y la banda vacia inmediatamente superior. Sila banda
que contiene los electrones de valencia se encuentra llena, nos referimos a ella como la banda de valenciay la
banda inmediatamente superior sera entonces la banda de conduccion; sila banda que contiene los electrones
de valencia no estd llena, la denominamos banda de conduccion. En un buen conductor la banda de
conduccién se encuentra aproximadamente semillena [figura 39-2(a)] o también la banda de conduccién se
recubre con la siguiente banda mads alta [figura 39-2(5)]. En este caso, es muy facil llevar los electrones de
valencia a un nivel de energia mas alto, con lo cual estos electrones pueden adquirir energla de un campo
eléctrico para asi tomar parte en la conduccidn eléctrica.

En un material aislador la banda de valencia se encuentra llena y la brecha entre esta banda y la de
conduccion es muy amplia [figura 39-2(¢)]. En consecuencia, los electrones no pueden adquirir facilmente
energia de un campo eléctrico y, por lo tanto, no pueden participar en la conduccién eléctrica.

En algunos materiales la banda de valencia se encuentra llena, al igual que en los aisladores, pero la
brecha entre esta banda y lade conduccion es muy angosta [figura 39-2(d)]. A T = 0 K la banda de valencia
se encuentra completamente llena y la de conduccién vacia, con lo cual el material se comporta como un

289
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aislador. A la temperatura ambiente, parte de los electrones adquiere energia térmica suficiente como para
pasar a la banda de conduccién donde pueden participar en la conduccién eléctrica. Estos electrones dejan

Numero de Niimero de Nimero de Nimero de Naimero de
Denominacién estados estados estados estados estados
det nivel disponibles disponibles disponibles * disponibles disponibles

2p 6 12 [y
2s 2 4 4
1s 2 4 4
(@) Un atomo (b) Dos atomos que (¢) Dos dtomos que (d) Cinco atomos (e) N atomos
aislado no interactian interactian que interactian que interactian
Fig. 39-1
Conductor Aislador Semiconductor
o, .

Niveles
de energia
vacios
disponibles

Region

]

-

w

3

=
n.{
-

3

=3

s .
v

Niveles
de energia
lienos

{(a) (h)
Fig. 39-2

“huecos” hacia los cuales se pueden mover otros electrones que se encuentran en la banda de valencia durante
la conduccidn eléctrica. La excitacion de electrones hacia estos huecos produce el mismo efecto que el de
portadores de carga positiva que mantienen la conduccion eléctrica. '

Los semiconductores descritos anteriormente se denominan intrinsecos. Mediante la introduccién de
impurezas a un material, es posible lograr un control para que la conduccidn eléctrica sea esencialmente de
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electrones (negativa) o de huecos portadores de carga (positiva). Tales semiconductores se denominan

exirinsetos y constituyen la base de los dispositivos semiconductores. Si los portadores de carga predomi-
nantes son electrones, el material se denomina semiconductor tipo n (n inicial de “negativo™), si los portado-
res de carga que predominan son huecos, el material se denomina semiconductor tipo p (p inicial de
“positivo”).

Problemas resueltos

39.1. Unmodelo para la conduccion de corriente eléctrica en un metal, consiste en suponer que el metal es
un recipiente que contiene un gas electronico y la estructura metalica hace las veces de recipiente.
Cuando se aplica un potencial eléctrico a través del material, los electrones que se mueven al azar son
acelerados en la direccion del campo eléctrico aplicado en sentido contrario y después de varios °
choques con los iones pesados de la estructura adquieren una velocidad de arrastre neta promedio
v,, la cual se traduce en una corriente eléctrica neta. Hallar la resistividad para un material en el cual
se encuentran n electrones por unidad de volumen y donde el recorrido libre medio del electrénes A y
la velocidad promedio debida a la excitacion térmica es ©. Para simplificar, supdngase que el
volumen V es el de una cgja de seccion transversal de area 4 y longitud /.

Si se aplica un potencial ¢ a través del material y a lo largo del lado de longitud /, la fuerza sobre un elec-

tron es
F=e¢E=e¢e ?
y la aceleracion del electrén es
F _ e
a= — = —
me mt’

El tiempo promedio entre los choques de los electrones con la estructuraes ¢ = A /0. La velocidad alrededor de
su velocidad al azar, adquirida durante este intervalo de tiempo es la velocidad de arrastre

epA
vy =at = ———
m, I
{Mads exactamente., v, = at’, donde ¢’ es el tiempo promedio medido desde el ultimo choque. No obstante,
como hemos supuesto que los choques son acontecimientos independientes al azar, es posible demostrar que el
tiempo entre choques tiene una distribucién exponencial, ecuacion (/) del problema 29.1. Podemos demostrar
entonces que el tiempo esperado desde el Gitimo choque es igual al tiempo esperado entre los choques, es decir,
= [_)
Lacorriente /es la rapidez con la cual es transportada la carga que cruza la secciéon transversal de drea 4. La
parte de movimiento al azar de los electrones no produce transporte neto y, por lo tanto,
ne*\
m, o

I = (ne)Av,; = ¢

que es la ley de Ohm, I = ¢/ R. Definiendo la resistividad p de un material como

tenemos

39.2.  Segun el problema 39.1, calcular la resistividad de la plata (4 = 108), cuya densidad es 10.5 X 10°
kg/m? suponiendo que cada atomo contribuye con un electrén, (electréon de valencia) para la
conduccion. Para efectos de este calculo considere el valor de A igual a 100 veces la distancia intera-
tomica d. y v, igual a la velocidad para la cual la energia de Fermi, Eq=35.5 eV.
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La velocidad que corresponde a la energia de Fermi esta dada por

2E, \'/? 1/2
_( e 2x55¢V ) s .
o=|- e= (=222 _ )" (3% 108 m/s) = 139 X 10
! (m,cz) (0.511x10°ev ( /%) /s

Puesto que cada atomo contribuye con un electrdn, la densidad atomica resulta ser igual a la densidad electré-
nica:

=585 X 1028 electrones

- (6.02 x 10% atomos/kmol) (10.5 x 10° kg/m’)( 1 electrén )

108 kg /kmol idtomo m?
Si cada atomo ocupa un volumen aproximado de d°, tenemos
L=d=(-———L——-—)'/3=zssxlo-'°m 6 A=258x10"%m
100 585x 108 m™3 ' '

Utilizando el resultado del problema 39.1, obtenemos

m,v; (9.11 x 10731 kg)(1.39 X 10° m/s)

. 5 =329%10"8Q-m
enXh (1.6 X 107" C)"(5.85 % 10 m~2)(2.58 X 10=8 m)

p=

Se ha encontrado experimentalmente que la resistividad de la plata varia de 1.5 X 1078 @ +m a 0°C hasta
6.87 X 1078 Q- m a 800°C. Se observa asi que nuestra burda aproximacién concuerda razonablemente con el
valor observado.

39.3. Calcular la resistividad del silicio (4 = 28), siguiendo el proceso descrito en el problema 39.2,
sabiendo que la densidad es de 2.42 X 10° kg/m® y su valencia es 2. Suponga que la energia de Fermi
para el silicio es de unos 5 eV.

Del mismo modo que en el problema 39.2, obtenemos

2E, \'? 1/2
v,=( fo) C=(~A§5;Y_) (B3x10:m/s)=133x10°m/s

m,c? 0.511 X 10¢ eV

(6.02 X 10% él]%"‘(fs)(z.a x 10° kg/m®)

28 kg /kmol

n= ( 2electrones) = 1.04 X 10 electrones

atomo m3
El numero de atomos por m? es igual a la mitad de la densidad electronica y si cada dtomo ocupa un volumen

aproximado de 4°, tenemos

1
1(1.04 X 10¥ m

1/3
)\=100d=100[ _3)] =268x10"%m

La resistividad es entonces

myo; (9.11 X 1073 kg)(13.3 X 10° m/s)

2 . =17%x1078Q'm
enh (1.6 X 1079 C)°(1.04 X 102 m~)(2.68 X 10~ ¥ m)

Se ha encontrado que a la temperatura ambiente la resistividad del silicio es de unos 10° Q -m, valor
muchisimo mayor que el predicho en este calculo. La razén de esta discrepancia esta en que hemos supuesto que
los electrones de valencia generan conduccién. Como elssilicio es un semiconductor, existe una brecha entre la
banda de valencia y la de conduccion. Solamente aquellos electrones con energias lo suficientemente grandes
para pasar a la banda de conduccidn podrin tomar parte en la conduccion eléctrica.

39.4. Demuestre que en un semiconductor intrinseco el nimero de huecos con energias comprendidas
entre £y E + dE esta dado por

dny, = (1 — Fgp ) g(E)dE
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donde g(E) es la densidad de estados en la banda de valencia.

A T=0 K labanda de valencia en un semiconductor intrinseco se encuentra llena y no existen electrones
en la banda de conduccion. Para T > 0 K | parte de los electrones han sido excitados a la banda de conduccién
y €l nimero de ellos es igual al nimero de huecos creado en la banda de valencia. Estose indica en la figura 39-3,
En la figura 39-3(b) el area sombreada representa la funcion de distribucion para el ntimero de huecos. Por lo
tanto, ¢l numero de huecos con energias comprendidas entre £y E + dE estéd dado por

dn, = (1 — Fpp Yg(E)dE

Frp A Fep g
(1~ Fgp)
1 } I 1
| |
| | Nimero de electrones
| | excitados igual al
! ! nimero de huecos
! ! creados.
I |
] ]
H 1 -
Eu Ej’O Ec E
(@) AAT=0K ‘ (b) AtT>0K
Fig. 39-3
Se puede demostrar, para un semiconductor, que en la regién inmediatamente superior a la banda de

conduccion y debajo de la banda de valencia, la densidad de las funciones de estados g(E) es
aproximadamente simétrica alrededor del punto medio dela brecha, E,, como se indica en la figura
39-4(b). (Dentro de la brecha, la densidad de estados es cero.) Demuestre que el nivel de energia de
Fermi se encuentra en el punto medio de la brecha.

Debido a que se produce un hueco en la banda de valencia por cada electrén en la banda de conduccion, el
namero total de electrones, N,,en la banda de conduccién, debe ser igual al niimero de huecos, N, en la banda
de valencia. El nimero de electrones dn,, .con energias comprendidas entre £y E + dE enla banda de conduc-
cion es

dne = FFDg(E)dE

mientras que en la banda de valencia el nimero de huecos, dn,, con energias comprendidasentre E’y E’ + dE’
es (ver problema 39.4)

dn, = (1 ~ Fgp ) g(E')dE’
Por lo tanto,

S e (B)g(B)dE= [ M1 = Frp (E)]g(E) dE"
E 0

c

En el miembro izquierdo hemos tomado el limite superior como E, + E, , puestoque g(E’) =0 para E’' <0
y, por lo tanto, debido a la simetria g(E)=0 para E > E.+ E,. Efectuando el siguiente cambio de
variables

x=E-E, x=E —E’

en las integrales del miembro izquierdo y derecho respectivamente, obtenemos

'fEE:'E FFD(Em + x)g(Em+ x)dx=fEm [l - FFD(Em - x)]g(Em— x)dx

3 m m— E;

Pero, por simetria,
E.~E,=E,—-E, g(E,+x)=g(E,-x)
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y. por lo tanto,

f:fa {Frp (Ep + x) = [V = Fpp(E, — x)]} g(E,, + x)dx=0 (1)

c m

Utilizando la forma explicita para F,, obtenemos para la cantidad entre Haves:

1 I - 1 _ 1 e(En—x—E)/kT
o(En+ x— E)/KT | enx—E/K 4 | |~ Qv s BT | (Bamx—E /KT 4 |

1 — e¥Em—Ef)/&T

= [En+ 2~ ED/AT 4 )[oBm=5-E /AT 3 1]

Frp A i I |
| |
|
1 /, ‘ | |
” | | |
l | '
| |
| | |
‘ |
(a) / l 1 ' >
i ] ! i E
$(E) A | : |
|
T
| | |
| | |
| | |
| | |
| : |
(b) /s t T
| | E
F3(E) | ! |
|
| |
F, g(Ey={1— Frp)g(E) | : | Fep g(E)
!
| | |
| | |
1 :
|
L

Fig. 39-4

g(E, + x) es positivo en todo el intervalo de integracion de la ecuacion (/). Se observa que la cantidad entre
llaves es positiva en todo el intervalo si E; > E,, y es negativa en todo el intervalo si E; < E,,. Enunouotro
caso el integrando de la ecuacion (/) tendrd un solo signo con el cual el valor de la integral no es nulo. Por lo
tanto, £, = E,,.
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Un analisis mas elaborado demuestra que la densidad de estados no es perfectamente simétrica alrededor
de E'y, por lo tanto, la energia de Fermi no se encuentra exactamente en el punto medio de la brecha. No obs-
tante, el error que se introduce con nuestra suposicion es despreciable.

39.6. Enel problema 38.9 encontramos que la densidad de estados en la teoria de los electrones libres en un
metal se rige por la siguiente ecuacién:

8Y2 am3/*v
sy = S

Supénagase que esta misma ecuacién es valida para los electrones de la banda de conduccidn si
sustituimos en ella a £ del lado derecho por E — E_, donde E, es la energia correspondiente a la
parte mas baja de la banda de conducciéon. Considerando la energia de Fermi en el centro de la
brecha, demuestre que el niimero de electrones de valencia por unidad de volumen en la banda de
conduccion a la temperatura 7 varia de acuerdo con

n, = Ce™E/%T
donde C = 2Q2um kT)/2/h® y E, = E .~ E, es el ancho de la brecha en la energia.

A temperaturas comunes kT =20.026 eV, para las cuales se cumple que la banda de conduccién E — E;>
k7, podemos utilizar la expresiéon aproximada

Frp= e (E-E)/kT

El nimero total de electrones N,, en la banda de conduccidn es entonces.

8Y2 mm2/v
N, = °°FFD (E)dE= ___‘/j'”—‘_ w(E—Ec)l/ze_(E_E/)/deE
E, g W E,
6
N, 82 maml/?
= % 1277 o E~EWKT [P 1/2 ,—(E~ E)/KT gE
n= pE; e 4 ];c (E-E)""e

Utilizando el resultado del problema 39.5, segiin el cual E, — E; = Eg/2 y haciendo el siguiente cambio de
variable u® = E — E,, obtenemos

8y2 mm3/?
= -——’1—3—

n,

3/2
e—E,/zkrszuze-uz/krdu= 2( M) e~ E/2KT
‘ °

hz

la integral ha sido evaluada con ayuda de la tabla 37-1(n = 2).
Si se introducen los valores de las constantes en la expresion para a,,se obtiene

n, = (4.83 X 1021) T3/ 2%~ E/2kT glectrones/m?
Para T = 300 K, kT =0.026 eV . ccn lo cual

N)300 x = (4.83 X 1021)(300)* e ~ £/ 20026 V) = (2,51 X 10%5)e ~ 5/ 0952 Velectrones/ m?

Estrictamente hablando, la expresién para- n, noescorrecta, ya que la energia de Fermi no se encuentra exacta-
mente en el centro de la brecha. Sin embargo, para cdlculos dentro de ciertos valores razonables, la expresion es
lo suficientemente exacta.

39.7. Con relacién al problema 39.6, calcular la razén entre las densidades electrénicas en las bandas de
conduccion del carbén aislador (E; =533 eV) y el silicio semiconductor (Eg =]1.14eV)ala
temperatura ambiente (300 K).

A 300 K, kT = 0.026 eV.

nc = e~ (3.33eV-1.14eV)/(00526V) . 10— 35
s,
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El numero de electrones de conduccion en un aislador es muchisimo menor que el del semiconductor, lo que
demuestra por qué los aisladores tienen resistividades enorrmemente altas, atin comparadas con las de los semi-
conductores.

La movilidad de los portadores de carga se define como p = v,/ E, donde v, ®s la velocidad de
arrastre que aparece al aplicar un campo eléctrico E; la movilidad asi definida representa una medida
de la facultad que tienen los portadores de carga para moverse a través de un material cuando se apli-
ca un campo eléctrico. De acuerdo con el problema 39.1, la movilidad también puede escribirse asi:
p= e\/mb. Paraelsilicio (E, = 1.1 €V) a temperatura ambiente, la movilidad de los electrones es
M, =0.13 m*/V s y la movilidad de los huecos es p, = 0.05 m’/V *s. Calcular la conductividad
del silicio, o =1/p, donde p es la resistividad (ver problema 39.1).

En la conductividad ¢ aparecen dos contribuciones: una debida a los electrones y la otra a los huecos. Por
lo tanto

1 e, + eznp)\‘,

0=L+—=
n

Pp m,o, m,%,
Utilizando.p. = e\ /m®, podemos escribir
o = n,ew, + nyep,
Del resultado del problema 39.6,

R, = n, = (2.51 X 10?)e = (11 eV)/0052V) = 1 6 % 10'6 m 3

luego
o=(1.6Xx10"°m3)(1.6 X 1072 C)(0.13 m?/V +5 + 0.05 m?/V *5) = 4.6 X 1074 (R m)_l
La resistividad total es entonces

p=—-=22x10°Q'm

Q-

Se refiere al problema 39.8. Se agrega alsilicio un &tomo de impureza el cual cede un electrén adicio-
nal a la banda de conducci6n del silicio en la proporcion de un 4tomo de impureza por 10'° atomos de
silicio. Calcular la conductividad del silicio estimulado suponiendo que la movilidad de los electro-
nes donados es la misma que la de los electrones huéspedes y que la densidad del donante es mucho
mayor que la densidad intrinseca de los electrones y huecos huéspedes.

Del problema 39.3 la densidad de los dtomos de silicio es
ng; = 5.2 X 10°® atomos/m’

por lo tanto, la densidad de los atomos del donante es 107 % veces este valor, o sea
ng = 5.2 % 10" atomos/ m?

(En el problema 39.8 encontramos que la densidad de los portadores de carga intrinseca era == 10" m~3, valor
que resulta mucho menor que la densidad del donante n,.) La expresion general para la conductividad es

o = n,ep, + nyep,

donde n, y n, son las densidades de los portadores de carga negativa y positiva respectivamente. Puesto que la
densidad predominante es la de los donantes de carga negativa, podemos escribir

o= ngep, = (5.2 X 10 m~3)(1.6 X 10~'° C)(0.13 m?/V *s) = 0.11 (2 +m) '
Cuando comparamos este resultado con el del problema 39.8, observamos que una pequefiisima cantidad

de impurezas puede tener efectos considerables en lo que se refiere a la conduccion de un semiconductor. En la
prictica, la relacion de impurezas oscila entre 1073 a 10-10,
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39.10. Una corriente constante circula por una tira delgada de material que se encuentra en un campo mag-
nético B perpendicular a la tira, en estas condiciones aparece una pequefia diferencia de potencial a
través de la tira (este fenémeno se conoce como efecto Hall). Demuestre que la relacion entre el
campo eléctrico E inducido en el material, la densidad de corriente j, el nimero de portadores de
carga por unidad de volumen n y el campo magnético B es

donde g representa la carga de los portadores de carga.

En la figura 39-5 se describe la situacién de equilibrio para los portadores de carga positiva. Cuando surge
el campo magnético B la fuerza Fp hace que el lado izquierdo del material tenga una carga neta positiva con
respecto al lado derecho. El campo eléctrico E creado por esta acumulacién de carga ejercera una fuerza Fg
sobre los portadores de carga para producir una situacién de equilibrio con lo cual los portadores no son
arrastrados ni a la derecha ni a la izquierda. Por lo tanto, con v; perpendicular a B, tenemos

FE-FB 6 qE"quB 6 E‘OJB
y puesto que j = gnuy,

Es posible determinar el valor 1/gn, denominado coeficiente de Hall, mediante mediciones de E, j y B.

X X

X X

OIOJOJOJOXOJOXO,
QOOOOOOO®

Fig. 39-5

Como la direccién del campo eléctrico y la correspondiente polaridad de la diferencia de potencial
dependen del signo de los portadores de carga, es posible determinar este signo a partir del efecto Hall. Aunque
s610o los electrones tienen libertad para moverse en un material, se encuentra que los coeficientes de Hall indican
la conduccién de portadores de carga positivos. Tanto los huecos como la ausencia de electrones en la banda de
valencia aparecen como portadores de carga positiva.

Problemas suplementarios

39.11. La energia minima que deben tener los electrones que escapan de un metal en la emisidn termoidnica es E =
E, + ¢, donde E; ecs la energia de Fermi y ¢ la funcién de trabajo. Hallar la distribucién de energia de los
electrones emitidos, suponiendo que ¢ kT, Resp. Ae  E/kT
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39.14.

39.15.

39.16.
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La resistividad del oro (Au = 197) es 2.04 X 102 Q- m, la energia de Fermies de 5.54 eV y su densidad 19.3 X
10* kg/m’. Calcular la relacién entre el recorrido medio libre A a la distancia interatémica d para los electro-
nes de conduccién si cada 4tomo de oro contribuye con un electron libre. Resp. A/d =161

Calcular la relacién entre las densidades electrénicas en las bandas de conduccién del silicio (E, = 1.1 eV)y
del germanio (E, = 0.7 V) a 300 K. Resp.  ng./ng =22 X i(?

Se agrega al silicio un atomo de impureza que cede un hueco adicional a la banda de valencia del silicio en una
proporcién de un atomo de impureza por 10° de silicio. Calcular la conductividad del silicio estimulado supo-
niendo que la movilidad de los huecos donados es igual a la de los huecos intrinsecos (4, = 0.05 m?/V *s).
Resp. 042 (2-m)~!

Después de agregar un dtomo de impureza que cede un electrén adicional a la banda de conduccién det silicio
(1, = 0.13m?/V *s), la conductividad del silicio estimulado es de 0.54 (2 * m)~". Calcular la relacién de las
impurezas. Resp. 2 partes en 10°

Conviene describir el movimiento de un electrén (o de un hueco) en una banda mediante una masa efectiva, m*,
definida asi:

1 d%E

» dik?

L
m* =

donde k es el nimero de onda (& = 27/A). Demostrar que para un electrén libre (p = hk), m* = m.



Apéndice

ALGUNAS CONSTANTES EUNDAMENTALES EN UNIDADES ADECUADAS
¢ = velocidad de la luz =2.998 X 108 m/s
e = carga del electrén = 1.602 X 107 C

h = constante de Planck = 6.626 X 1073 J s
=4136 X 107" PeV-s

h= 2 = 1055 X 107315 = 0658 X 107 &V s

k= -1 = constante de Coulomb = 8.988 x 10° N - m?/C?
de,

k= }—1:/- = constante de Boltzmann =138 x 107#J/K

=8.617x10"%eV/K

ALGUNAS CONVERSIONES Y COMBINACIONES UTILES
1eV=1602x%10"1]
1A=10""m=10°fm
he =19.865X 1072 J.m = 12.41 X 10° eV -+ A = 1241 MeV * fm
he=3.165% 1072 J-m = 1973 eV-A = 197.3 MeV + fm
ke? = 1.44 MeV -+ fm

—kiz = constante de estructura fina = L
he 137
zﬁ_ = magnetén de Bohr =927 x 10-24J/T
m

€

=579 10"%eV/T

MASAS DE ALGUNAS PARTICULAS ELEMENTALES

Masa en reposo my myc?

Particula (kg) (MeV)

Electron 9.109 x 10~ 0.511

Protén 1.673 x 107% 938.3

Neutrén 1.675 x 10~% 939.6

Unidad de masa 1.661 x 10~% 931.5
atémica (1 u)
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MASA DE LOS ATOMOS NEUTROS

El asterisco que aparece al lado del nimero de masa en la quinta columna de la tabla indica que se trata
de un isétopo radiactivo, cuyo periodo de vida media aparece en la séptima columna.

[APENDICE

Peso
. atdémico Masa
z Elemento Simbolo quimico A (u) T
0 (Neutron) n 1* 1.008665 12 min
1 Hidrégeno 1.0079 1 1.007825
Deuterio D 2 2.014102
Tritio T 3* 3.016050 12.26 a
2 Helio He 4.0026 3 3.016030
4 4.002603
6* 6.018892 0.802s
3 Litio Li 6.939 6 6.015125
7 7.016004
4 Berilio Be 9.0122 7* 1.016929 534d
9 9.012186
10* 10.013534 27%x 10 a
5 Boro B 10.811 10 10.012939
i1 11.009305
6 Carbdn C 1201115 12 12.000000
13 13.003354
14* 14.003242 5730 a
7 Nitrégeno 14.0067 14 14.003074
15 15.000108
8 Oxigeno 15.9994 15¢ 15.003070 122 s
16 15.994915
17 16.999133
18 17.999160
9 Fluor F 18.9984 19 18.998405
10 Neon Ne 20.183 20 19.992440
21 20.993849
22 21.991385
11 Sodio Na 22.9898 22* 21.994437 260a
23 22.989771
12 Magnesio Mg 24312 23 22.994125 125
24 23.985042
25 24.986809
26 25.982593
13 Aluminio Al 26.9815 26* 25.986892 74X 10° a
27 26.981539
14 Silicio Si 28.086 28 27.976929
29 28.976496
30 29.973763
32 31.974020 =700 a
15 Fésforo P 30.9738 31 30973765
16 Azufre S 32.064 32 31.972074
33 32971462
34 33.967865
36 35.967089
17 Cloro Cl 35453 35 34.968851
36* 35.968309 IX10°a
37 36.965898
18 Argoén A 39.948 36 35.967544
33 37.962728
39* 38.964317 270 a
40 39962384
42 41.963048 B3a
19 Potasio K 39.102 39 38.963710
40* 39.964000 1.3x10°a
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Peso
. atémico Masa
V4 Elemento Simbolo quimico A () T2
@9 (Potasio) 41 40.961832
20 Calcio Ca 40.08 39+ 38.970691 0877s
40 39.962589
4i* 40.962275 7.7x10* a
42 41958625
43 42958780
4 43.955492
46 45.953689
48 47952531
21 Escandio Sc 44.956 45 44.955920
50* 49951730 1.73 min
22 Titanio Ti 4790 44* 43.959572 47 a
46 45952632
47 46.951768
48 47.947950
49 48947870
50 49.944786
23 Vanadio \ 50.942 50* 49.947164 ~6x10"%a
51 50.943961
24 Cromo Cr 51.996 50 49.946055
52 51.940513
53 52.940653
54 53.938882
25 Manganeso Mn 54,9380 50* 49.954215 0.29s
55 54.938050
26 Hierro Fe 55.847 54 53.939616
55+ 54.938299 24 a
56 55.939395
57 56.935398
58 57.933282
60* 59.933964 ~10° a
27 Cobalto Co 58.9332 59 58.933189
60* 59.933813 524 a
28 Niquel Ni 58.71 58 57.935342
59+ 58.934342 8§x10%a
60 59.930787
61 60.931056
62 61.928342
-63°* 62.929664 92 a
64 61.927958
29 Cobre Cu 63.54 63 62.929592
65 64.927786
30 Zinc Zn 65.37 64 63.929145
66 65.926052
67 66.927145
68 67.924857
70 69.925334
31 Galio Ga 69.72 69 68.925574
71 70.924706
2 Germanio Ge 72.59 70 69.924252
7 71.922082
73 72.923462
74 73.921181
76 75.921405
33 Arsénico As 749216 75 74.921596
34 Selenio Se 78.96 74 73.922476
76 75.919207,
77 76919911
78 71917314
79* 78.918494 7% 10%a
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[APENDICE
Peso
atémico Masa
zZ Elemento Simbolo quimico A (u) T2
(34) (Selenio) 80 79.916527
82 81.916707
35 Bromo Br 79.909 79 78.918329
81 80.916292
36 Kriptén Kr 83.80 78 77.920403
80 79.916380
81* 80.916610 21x10°a
82 81.913482
83 82.914131
84 83.911503
§5* 84.912523 10.76 a
86 85.910616
37 Rubidio Rb 85.47 85 84.911800
87* 86.909186 52x10"°a
38 Estroncio Sr 87.62 84 83.913430
86 85.909285
87 86.908892
88 87.905641
90* 89.907747 288 a
39 Ytrio Y 88.905 89 88.905872
40 Circonio Zt 91.22 90 89.904700
91 90.905642
92 91.905031
93+ 92.906450 9.5% 10°a
94 93.906313
96 95.908286
41 Niobio Nb 92.906 91* 90.906860 (largo)
92* 91.907211 ~10"a
93 92.906382
94+ 93.907303 2x10%a
42 Molibdeno Mo 95.94 92 91.906810
93* 92.906830 = 10%a
94 93.905090
95 94.905839
96 95.904674
97 96.906021
98 97.905409
100 99.907475
43 Tecnecio Tc 97* 96.906340 26x10%a
98+ 97907110 1.5x 10%a
99+ 98.906249 2.1x10°a
44 Rutenio Ru 101.07 96 95.907598
98 97.905289
99 98.905936
100 99.904218
101 100.905577
102 101.904348
104 103.905430
45 Rodio Rh 102.905 103 102.905511
46 Paladio Pd 106.4 102 101.905609
104 103.904011
105 104.905064
106 105.903479
107+ 106.905132 7% 10%a
108 107.903891
110 109.905164
47 Plata Ag 107.870 107 106.905094
109 108.904756
48 Cadmio Cd 112.40 106 105.906463
’ 108 107.904187
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Peso
atémico Masa
Z Elemento Simbolo quimice A (v) Tl/z
(48) | (Cadmio) 109* 108.904928 453d
110 109.903012
111 110.904188
112 111.902762
113 112.904408
114 113.903360
116 115.904762
49 Indio In 114.82 113 112.904089
115* 114.903871 6x 10" a
50 Estafio Sn 118.69 112 111.904835
114 113.902773
115 114.903346
116 115.901745
117 116.902958
118 117.901606
119 118.903313
120 119.902198
121 120.904227 25a
122 121.903441
124 123.905272
51 Antimonio Sb 121.75 121 120.903816
123 122.904213
125% 124.905232 27a
52 Teluro Te 127.60 120 119.904023
122 121.903064
123+ 122.904277 L2x 108 a
124 123.902842
125 124.904418
126 125.903322
128 127.904476
130 129.906238
53 Yodo I 126.9044 127 126.904070
129* 128.904987 16%x107 a
54 Xenon Xe 131.30 124 123.906120
126 125.904288
128 127.903540
129 128.904784
130 129.903509
131 130.905085
132 131.904161
134 133.905815
136 135907221
55 Cesio Cs 132,905 133 132.905355
134* 133.906823 21a
135+ 134.905770 2x10%a
137" 133.906770 30a
56 Bario Ba 137.34 130 129.906245
132 131.305120
133% 132.905879 72 a
134 133.904612
135 134.905550
136 135.904300
137 136.905500
138 137.905000
57 Lantano La 138.91 137* 136.906040 6x10%a
138* 137.906910 1L1x10Ma
139 138.906140
58 Cerio Ce 140.12 136 135.907100
138 137.905830
140 139.905392
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Peso :
atémico Masa
VA Elemento Simbolo quimico A (v) T,p
(58) (Cerio) 142* 141.909140 5% 10 a2
59 Praseodimio Pr 140.907 141 140.907596
60 Neodimio Nd 144 4 142 141.907663
143 142.909779
144* 143.910039 2.1 X 10%% 3
145 144.912538
146 145.913086
148 147.916869
150 149.920960
61 Promecio Pm 145+ 144.912691 18a
146* 145.914632 1600 d
147* 146.915108 26a
62 Samario Sm 150.35 144 143.911989
146* 145.912992 12x 10%a
147* 146.914867 1.08 X 10" a
148* 147.914791 1.2x10%a
149* 148.917180 4% 10" 3
150 149.917276
151* 150.919919 90 a
152 151.919756
154 153.922282
63 Europio Eu 151.96 151 150.919838
152+ 151.921749 124 a
153 152.921242
154* 153.923053 16 a
‘ 155* 154.922930 18a
64 Gadolinio Gd 157.25 148* 147.918101 85a
150* 149.918605 1.8x10°a
152+ 151.919794 1.1 x 10%a
154 153.920929
155 154.922664
156 155.922175
157 156.924025
158 157.924178
160 159.927115
65 Terbio Tb 158.925 159 158.925351
66 Disprosio Dy 162.50 156* 155.923930 2% 10"a
158 157.924449
160 159.925202
161 160.926945
162 161.926803
163 162.928755
164 163.929200
67 Holmio Ho 164.930 165 164.930421
166* 165.932289 12%x10%a
68 Erbio Er 167.26 162 161.928740
164 163.929287
166 165.930307
167 166.932060
168 167.932383
170 169.935560
69 Tulio Tm 168.934 169 168.934245
171* 170.936530 19a
70 Ytepoio Yb 173.04 168 167.934160
170 169.935020
171 170.936430
172 171.936360
173 172.938060
174 173.938740
176 175.942680




APENDICE]

Peso
atéomico Masa
yA Elemento Simbolo quimico A (u) T\,
T Lutecio Lu 174.97 173+ 172.938800 1.4a
175 174.940640
176* 175.942660 22x10%a
72 Hafnio Hf 178.49 174* 173.940360 20x 10%a
176 175.941570
177 176.943400
178 177.943880
179 178.946030
180 179.946820
73 Tantalo Ta 180.948 180 179.947544
181 180.948007
74 Wolframio w 183.85 180 179.947000
(Tungsteno) 182 181.948301
183 182.950324
184 183.951025
186 185.954440
75 Renio Re 186.2 185 184.953059
187* 186.955833 5% 109 a
76 Osmio Os 190.2 184 183.952750
186 185.953870
187 186.955832
188 187.956081
189 188.958300
190 189.958630
192 191.961450
194* 193.965229 60 a
77 Iridio Ir 192.2 191 190.960640
193 192.963012
78 Platino Pt 195.09 190* 189.959950 7x 10! a
192 191.961150
194 193.962725
195 194.964813
196 195.964967
198 197.967895
79 Oro Au 196.967 197 196.966541
80 Mercurio Hg 200.59 196 195.965820
198 197.966756
199 198.968279
200 199.968327
201 200.970308
202 201.970642
204 203.973495
81 Talio Ti 204.19 203 202.972353
204* 203.973865 375 a
205 204.974442
Ra E” 206* 205.976104 4.3 min
AcC” 207* 206.977450 4.78 min
ThC” 208* 207.982013 3.1 min
Ra C” 210* 209.990054 1.3 min
82 Plomo Pb 207.19 202+ 201.927997 3Ix10°a
204* 203.973044 1.4 % 10" a
205+ 204.974480 3% 1074
206 205.974468
207 206.975903
208 207.976650
RaD 210* 209.984187 22 a
AcB 211+ 210.988742 36.1 min
ThB 212* 211.991905 10.64 h
Ra B 214* 213.999764 26.8 min
83 Bismuto Bi 209.980 207* 206.978438 30a
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[APENDICE
Peso
atémico Masa
Z Elemento Simbolo quimico A () Ty,
(83) {Bismuto) 208* 207.979731 3.7%10° a
209 208.980394
RaE 210* 209.984121 514
ThC 211* 210.987300 2.15 min
212* 211.991876 60.6 min
RaC 214* 213.998686 19.7 min
215* 215.001830 8 min
84 Polonio Po 200* 208.982426 103 a
RaF 210* 209.982876 1384d
AcC 211 210.986657 052s
ThC 212° 211.989629 0.30 s
Ra C’ 214* 213.995201 164 ps
AcA 215* 214.999423 0.0018 s
ThA 216* 216.001790 0.15s
Ra A 218* 218.008930 3.05 min
85 Astato At 215* 214.998663 ~ 100 ps
218* 218.008607 135
219* 219.011290 0.9 min
86 Radoén Rn
An 219% 219.009481 40s
Tn 220* 220.011401 56 s
Rn 222* 222.017531 3.823d
87 Francio Fr
AcK 223+ 223.019736 22 min
88 Radio Ra 226.05
Ac X 223+ 223.018501 11.4d
Th X 224* 224.020218 364d
Ra 226* 226.025360 1620 a
Ms Th, 228 228.031139 57 a
89 Actinio Ac 227+ 227027753 212 a
Ms Th, 228+ 228031080 6.13h
90 Torio Th 232.038
Rd Ac 227* 227.027706 18.17d
Rd Th 228+ 228.028750 191 a
229* 229031652 7300 a
Io 230* 230.033087 76000 a
Uy 231+ 231.036291 256h
Th 232* 232038124 139 X 1010 3
UX, 234+ 234.043583 2414
91 Protoac-
tinio Pa 231.0359 231* 231.035877 32480 a
uz 234* 234.043298 6.66 h
92 Uranio 8] 238.03 230* 230.033937 208d
231* 231.036264 43d
232¢ 232.037168 72a
233¢ 233.039522 1.62% 10°a
234* 234.040004 248 % 10° a
AcU 235* 235.043915 713 x 108 a
236* 236.045637 239 % 107 a
Ul 238* 238.048608 451%10°a
93 Neptunio Np 237.0480 235* 235.044049 410d
236* 236.046624 5000 a
237 237.048056 2.14x 10°a
94 Plutonio Pu 239.0522 236* 236.046071 285a
238* 238.049511 89 a
239+ 239.052146 24360 a
240* 240.053882 6700 a
241* 241.056737 13a
242¢ 242058725 3.79% 10° a
244+ 244.064100 7.6x%107 a




TABLA DE PREFLJOS

Prefiio | Abreviatura Orden de magnitud
Tera T 10"
giga G i0°
mega M 10°
kilo K 10°

hecto H 10°
deca D 10
deci d 107"

centi C 10-?
mili m 10

micro M 10-¢

nano n 10~°

pico P 10-

femto F 10°"

atto a 10-*
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Ancho natural de linea, 94
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carbdn, 212, 216
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Conduccién eléctrica, 273
Conductividad, eléctrica, 296
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Configuracién electrénica, 135
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Contraccién de Lorentz-Fitzgerald, 17
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dispersién, 63
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Curie, 187, 190
Chadwick, J., 208
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hipétesis de, 78, 100
ondas de, 78, 89, 100
Debye, P., 232, 277
frecuencia de, 278
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teoria de, 277
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beta, 187
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Degeneraci6n, 274, 285
Densidad de estados, 253, 257, 258, 259, 269, 279
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Efecto Doppler, 50
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Efecto Zeeman
anémalo, 117, 137, 146
normal, 114, 116, 126
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Postulados de, 7
Electrén, libre, 277
de valencia, 277
Electrén voltio, 40
emisiéon termoidnica, 297
Energia
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de aparejamiento, 176
de Coulomb, 171, 176
de dipolo magnético, 115
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relativista, 40
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fundamental, 102
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constante de, 112
Eter, 7
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Fluorescencia, 155
Fondn, 278
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Fotén, 53, 273
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energia del, 53

momentum del, 53
Funcién de distribucion, 253
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energia de, 101
potencial de, 105
Isébaro, 170, 181
Isémeros, 187
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transformaciones de la velocidad, 33
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Molecular
niveles de energia, 236
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