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Chapitre 1

Equations elliptiques

1— a2 —q?
1 =2z 4224 y?
est une fonction harmonique sur le disque D = {(z,y) € R?, 2% +y? < 1}.

Exercice 1.1. Montrer que la fonction u définie par u(x,y) =

Exercice 1.2. Considérons le probléeme de conduction thermique suivant dans un intervalle fini :

ou  0%u

— —k— = L 1.1

T k8x2 0, 0<x<L,t>0, (1.1)
u(0,t) =u(L,t) =0, t >0, (1.2)
u(z,0) = f(z),0<z <L, (1.3)

ot f est une condition initiale donnée et k est une constante positive. Afin de rendre (1.2) consistant
avec (1.3), on suppose la condition de compatibilité : f(0) = f(L) = 0. En utilisant la méthode de
séparation des variables, déterminer la solution du probléeme (1.1)—(1.3).

Solution: On commence par rechercher des solutions de la PDE (1.1) qui satisfont aux conditions
aux limites (1.2) et ont la forme spéciale

u(x,t) =X (z) T (t) (1.4)

ou X et T sont des fonctions des variables = et ¢, respectivement. A cette étape, on ne prend

pas en compte la condition initiale (1.3). On n’est évidemment pas intéressé par la solution zéro

u(z,t) = 0. Nous cherchons donc des fonctions X et 7' qui ne s’annule pas identiquement.
Différencions la solution séparée (1.4) et remplagons dans 'EDP, on obtient

XT, = kX, T
On peut récrire
T Xz
— =k . 1.5
T e (1.5)

Puisque z et ¢ sont des variables indépendantes, différencions (1.5) par rapport a ¢ implique qu’il
existe une constante dénotée par A (appelée constante de séparation) telle que
E XIE(E

T My

— _\ (1.6)



Dr. BERKANI A.

Comme on cherche des solutions ne s’annule pas identiquement, alors il existe tg € R tel que
T (t) # 0. Conséquemment on obtient

u (0,t0) = X (0) T (tg) = 0
{ u(L,to) = X (L)T (tg) =0 = X (0)=X(L)=0

L’équation (1.6) conduit au systéme d’EDOs suivant

22X —
—+tAX =0, 0<z <L, (1.7)
X(0)=X(L)=0
« dT
E_’_/\T:O’ t >0, (18)

oll A est une constante. On commence d’abord a résoudre le systéme (1.7). Une solution non triviale
de (1.7) est appelée fonction propre avec la valeur propre A. On distingue 3 cas :

Cas 1: \=—p? <0, alors X (z) = ae " + Be"® ou «, (3 sont des nombres réels arbitraires.
Mais les conditions X (0) = 0 et X (L) = 0 ont comme conséquence que a+ = 0 et ae L+ Fetl =
0. Ce systéme d’équations n’a qu’une seule solution, la solution triviale («, 5) = (0,0). En effet, le

déterminant

1
L e‘} =t el = (62"“L - 1) #0

L GML

Sinon e?** — 1 = 0 implique que 2L = 0 . Mais ceci est absurde parce que p et L sont différents
de 0. De ceci on peut conclure que

1 1 a 0 e 0 : 1 1 .
oL onL 3)=\o = )= \o car la matrice o-nL oui | st inver-

sible. Ainsi dans le cas ot A = —p? < 0, alors X =0 et u(x;t) = 0 pour tout 0 <z < L et t > 0.
On doit donc exclure le cas A < 0

Cas 2: SiA=0, X(z) =a+ pz, ou «, § sont des nombres réels arbitraires. Mais les
conditions X (0) = 0 et X(L) = 0 ont comme conséquence que a + =0 et a« + L = 0. Comme
L # 0, alors ce systéme n’admet que la solution trivialle (a, 8) = (0,0). Ainsi dans le cas o A = 0
,alors X =0 et u(z;t) = 0 pour tout 0 < x < L et t > 0. On doit donc exclure le cas A = 0.

Cas 3 : Si A = p? > 0, alors X (z) = acos (uz) + Ssin (ux) ou a, B sont des nombres réels
arbitraires. Mais les conditions X (0) = 0 et X (L) = 0 ont comme conséquence que o = 0 et
Bsin (uL) = 0.Comme on ne veut pas obtenir la solution triviale

X = 0, alors on peut supposer que § # 0. Comme Ssin (ul) = 0, alors sin (uL) = 0. Consé-
quemment pL = nw et A = (nw/L)” avec n € Z . Le valeurs

An = (nm/L)?
sont appelées les valeurs propres et les fonctions
X, (z) = By sin (nmx/L)

sont les fonctions caractéristiques du probléme (1.7). Parce que sin(—z) = —sin(x) pour tout
x € R, il suffit donc de considérer

A = (nm/L)?, X, (x) = B, sin (nrx/L), n e N*.

2
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On passe maintenant a I’équation (1.8) dont la solution générale est donnée par
T(t)= e FOT/ D e N
On a ainsi obtenu la suite suivante de solutions séparées
Up (x,t) = 6, sin (nwz /L) e Hm/D’ e N,

Le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire
N
2
u(z,t) = Z 8, sin (nma /L) e knm/D%
n=1

de solutions séparées est également une solution de I’équation de la chaleur qui satisfait les condi-
tions aux limites de Dirichlet.
Considérons maintenant la condition initiale. Supposons qu’il ait la forme

fz) = Z dpsin (nma /L)

c’est-a-dire qu’il s’agit d’une combinaison linéaire des fonctions propres. Ensuite, une solution au
probléme de chaleur (1.1) - (1.3) est donnée par

N
u(z,t) = Z 5, sin (nma /L) e~/

n=1

L’idée brillante de Fourier était qu’il était possible de représenter une fonction arbitraire f
satisfaisant les conditions aux limites (1.2) comme une combinaison linéaire infinie unique des
fonctions propres sin (nmz/L) . En d’autres termes, il est possible de trouver des constantes 9,
telles que

flz) = Z Oy sin (nmwa /L)

Une telle série est appelée une série (ou extension) de Fourier (généralisée) de la fonction f par
rapport aux fonctions propres du probléme, et §,, n = 1,2... sont appelés les coefficients de
Fourier (généralisés) de la série. Dans ce cas, le principe de superposition généralisée implique que
I’expression formelle

u (,CE, t) = Z 571 Sin (n,ﬂ-x/L) e—k‘(nﬂ/L)2t
n=1

est un candidat naturel pour une solution généralisée du probléme (1.1) - (1.3). On explique
maintenant comment représenter une fonction arbitraire f sous la forme d’une série de Fourier. En
d’autres termes, comment calculer les coefficients ¢,,. Remarquons

L 0, m#n
0

/OLSin(mwx/L)f(w)dx:gén/ sin(mﬂx/L)sin(mrx/L)d:c:{ L/2m=n
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Par conséquent, les coefficients de Fourier sont donnés par

o e o

On obtient la formule explicite de la solution formelle, qui est donnée par
u (:If, t) = Z 571 Sin (nﬂ-x/L> e—k(nw/L)2t
n=1

ou .
Op = Z/o sin (mnx/L) f(x)dx.

O

Exercice 1.3. En utilisant la méthode de séparation des variables, déterminer u solution de [’équa-
tion de Laplace suivante :

Au(z,y, 2) = Upe (2, Y, 2) + Uyy(2, Y, 2) + Us(x,y,2) =0, dans D (1.9)

ou D = {O <zr<T, O<y<m 0<z< 7T} avec les conditions aux limites :

w(0,y,2) =0, wu(my,z) =0, wu(x02) =0 (1.10)
w(z,m2) =0, wu(z,y,7)=0, wu(z,y,0)=g(z,vy). '

et g est une fonction donnée.

Solution: D’aprés la méthode de séparation des variables, on supposons que toute solution non-
triviale est de la forme :

u(z,y,y) = X(@)Y (y)Z(2) (1.11)
qui vérifie les trois conditions homogénes dans (1.10). Nous avons laissé tomber la condition non-
homogene u(m,y, z) = g(y, 2).

En substituant cette solution dans I’'E.D.P. (1.9) et en séparant les variables, nous obtenons

X'(@)Y(y)Z(y) + X(2)Y"(y)Z(2) + X(2)Y () 2"(2) = 0 (1.12)

ou X" est la dérivée seconde de X par rapport a x, Y est la dérivée seconde de Y par rapport a
y et Z” est la dérivée seconde de Z par rapport a z. La division de I’équation de I’éqt.(1.12) sur
X(x)Y (y)Z(z), nous donne

X'@) V') | 2 X)) | Y'y) | Z'()
X)) Y 20 0 X Y | Z0)

(1.13)

Dans (1.13), le terme de gauche est indépendant de z, alors que le terme de droite est une fonction
de z seulement. Par conséquent, ces deux expression doivent étre constantes et nous pouvons écrire

X'(a) V') __2'(2)
X@) "YW T 26

- )\1, )\1 € ]R (114)
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Par suite, d’'une maniére analogue, on aura

X'@) _, V')

X Yoy = X2, M ER. (1.15)

Aussi, d’aprés les conditions aux bords (1.10), on a la solution u vérifie les trois conditions
homogénes, alors, nous obtenons :

w(0,y,2) =0= X(0)Y(y)Z(z) =0, z€[0,7] = X(0)=0,
u(my,z) =0= X(m)Y(y)Z(2) =0, xe€l0,7]= Z(r) =0,
u(z,0,2) =0= X(0)Y(0)Z(2) =0, ye[0,7] = Y(0)=0, (1.16)
u(z,m2)=0= X(2)Y(m)Z(2) =0, yel0,7] = Y(r)=0,
u(z,y,m) =0= X(2)Y(y)Z(r) =0, z€[0,n] = Z(r)=0

En résumé, d’apres (1.14), (1.15) et (1.16) donc il nous font étudier les problémes suivants :

X"x) = XX (z) =0, 0<z<m, Y'(y)— (M — )Y (y) =0, 0<y<m,
) { X(0) =0, X(m) =0, - (pe) { y<o‘§’:of Y(w):)oy !

et
Z"z)+MZ(2) =0, 0<z<m,
(ps) { Z(r) = 0.

Résolution du probléme (p;)
On distingue trois cas possibles pour \s.
Cas 1 :si Ay = k? > 0, avec k est un nombre réel non nul. Alors, le probléme (p;) admet une

solution générale de la forme :
X(.ﬁE) = Ale_kx + Agek”

ou A; et Ay sont des constantes positives. D’apreés les conditions X (0) = 0, X (7) = 0, ont comme
conséquent
Al + AQ =0
(Sl) { Ale—k‘ﬂ' + A2€k7r =0.
Le systéme (S7) n’a que une seule solution, c’est la solution triviale (A;, A2) = (0,0). En effet : le

déterminant du systéme (5)

2km
km —km € —1

€k7r

Sinon
T 1 =00= " =1=—= 2%knr=0.

Mais ceci est absurde parce que p est différent de zéro. Donc, nous pouvons conclure que

(i) (G )=6 )= )=6)

. 1 1 . : o
car la matrice (e‘k” e’”) est inversible. Ainsi que dans le cas ot Ay = k% > 0, alors X (x) =0 et

u(z,y,z) =0 pour tout 0 < < w. On doit donc exclure le cas \y > 0.
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Cas 2 :si Ay =0on a X(x) = Az + Ay ou Ay et Ay sont des nombres réels arbitraires. Mais,
d’aprés les conditions X (7) =0 et X(0) =0, on a

A2:0 — A2:O
A17T+A2:0 A1:O

Ainsi que dans le cas ol Ay, alors X(z) = 0 et u(x,y,z) = 0 pour tout 0 < x < m. On doit donc
aussi exclure le cas Ay = 0.
Cas 3 :si \y = —k? < 0, la solutions générale du probléme (p;) est de la forme

X(z) = Ay sin(kz) + As cos(kz)

ou A; et Ay sont des nombres réels arbitraires. D’apreés la condition X (0) = 0 on obtient Ay. Donc
une solution non-triviale elle s’écrit sous la forme X (z) = A; sin(kz) avec A; # 0.

Aussi, comme X (7) = 0, alors on a sin(lmr) = 0 donc km = nm, avec n € Z et Ay = —n?.
Les valeurs Ay = —n? sont appelées les valeurs propres et les fonctions X (r) = A} sin(nz) sont
les fonctions caractéristiques du probléme (p;) avec A} sont des constantes. Comme sin(—x) =
—sin(z) pour tout x € R, il suffit donc de considérer les valeurs propres Ay et les fonctions
caractéristiques X pour tout n € N*.

Résolution du probléme (p,)

Soit A = Ay — A9, alors, on distingue toujours trois cas pour .

Cas 1 :si A = p? > 0, avec p est un nombre réel non nul. Alors, le probléme (p;) admet une
solution générale de la forme :

Y(x) = Bye " + Byet

ou B; et By sont des constantes positives. D’aprés les conditions Y (0) =0, Y (7) = 0, ont comme
conséquent
Bl + BQ - O

Le systéme (S2) n’a que une seule solution, c’est la solution triviale (By, By) = (0,0). En effet : le
déterminant du systéme (S5)

e T el
Sinon
T _1=0=e*"=1=2ru=0.

Mais ceci est absurde parce que p est différent de zéro. Donc, nous pouvons conclure que
Lo LN (B N\ _ (0 _ (B ) _(0
e HT el | \ By —\0 B, —\0

car la matrice (e‘ . e““) est inversible. Ainsi que dans le cas ou A = p? > 0, alors Y (y) =0 et

u(z,y,z) =0 pour tout 0 < y < 7. On doit donc exclure le cas A > 0.
Cas 2 :si A\=0onaY(y) = Biy + By ou B et By sont des nombres réels arbitraires. Mais,
d’aprés les conditions Y (7) =0 et Y(0) =0, on a

Bs =0 — By =0
B17T+BQZO 3120
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Ainsi que dans le cas ou A, alors Y (y) = 0 et u(x,y,z) = 0 pour tout 0 < y < 7. On doit donc
aussi exclure le cas A = 0.
Cas 3 : si \y = —k? < 0, la solutions générale du probléme (p;) est de la forme

Y(y) = By sin(py) + By cos (uy)

ou B et By sont des nombres réels arbitraires. D’aprés la condition X (0) = 0 on obtient By. Donc
une solution non-triviale elle s’écrit sous la forme Y'(y) = B; sin (,ux) avec By # 0.

Aussi, comme Y (7)) = 0, alors on a sin(mr) = 0 donc um = mm, avec m € Z et A = —m?2.
Les valeurs A = —m? sont appelées les valeurs propres et les fonctions Y (y) = B} sin(my) sont les
fonctions caractéristiques du probléme (py) avec B sont des constantes. Comme sin(—y) = — sin(y)

pour tout y € R, il suffit donc de considérer les valeurs propres A et les fonctions caractéristiques
Y pour tout m € N*,

Si maintenant nous considérons le probléme (ps) pour les valeurs propres A\; — Ay = —m? avec
Ay = —n?, pour tout n, m € N* alors on obtient dans ce cas la \; = —m? — n? et la solution
générale du probléme (p3) est de la forme

Z(z) = Cye?V™Hm 4 ChemaVriim?

ot 1 et (5 sont des constantes arbitraires. Mais nous avons aussi

Z(?T):O:>0167T\/m+026—7r\/m:0:>02:_01627r\/m

En substituant ceci dans la solution Z, nous obtenons

/2 m2 212 — 212
Z(Z) :C1GZ n4+m* 01627r\/n +m?, 2v/n2+m

:Cvleﬂ\/n2+m2 le(z—ﬂ)\/n2+m2 . 6—(z—7r)\/n2+m2]

=20, "V sinh(\/ n? 4+ m?(z — 7r)>
=Cr™ sinh(x/ n?+m?(z — 7'(')), avec (O™ = 20, e VM

car
0 0

e’ —e
2 )
Finalement, En combinant tout ceci, nous obtenons une solution de la forme

sinh(6) =

pour tout 6 € R.

u(z,y, z) = X(2)Y(y)Z(2) = Cpm sin(nzx) sin(my) sinh(\/ n? +m?(z — 7T)), (1.17)

est une solution générale de 'E. D. P. (1.9) pour n, m € N* avec C,,, = A?B""C?™ sont des
constantes.
Ce probléme est linéaire et homogéne. Dans ce cas, le principe de superposition est valable et

u(z,y,z) = Z Z Crum sin(nzx) sin(my) sinh(\/ n? 4+ m?(z — 7r)> (1.18)

n=1m=1

est aussi une solution du probléme (1.9)—(1.10), ou C,,,, sont des constantes qui seront déterminer.




Dr. BERKANI A.

Posons z = 0 dans (1.18), en utilisant la condition u(z,y,0) = g(x,y), nous obtenons :

g(z,y) = Z Z Chm sinh <\/m(7r)) sin(nz) sin(my)
= i Z [Cnm sinh(x/m(ﬂ))l sin(nx) sin(my)

- Z Z Qpm sin(nz) sin(my), x € [0,7], y € [0, 7]

ol

= Crum sinh(x/nQ n m2(77)>, (n=1,2,..), (m=12,.) (1.19)

Dot Z Z O sin(nz) sin(my), V(x,y) € [0,7]? est la série de Fourier impaire doubles de la
n=1 m=1
fonction g sur [0, 7], donc

4 ™ s
Chm sinh(x/ n? + m2(7r)) = O = — //g(m,y) sin(nx) sin(my)dxdy, n, m € N*
00

Enfin, on a
% % sinh (vn2 +m?(z — 7r)>
u(z,y,z) = Z Z O, sin(nx) sin(my) (1.20)
=1 m—=1 sinh (\/ n? + m2(7r))
est une solution du I'E.D.P. (1.9) avec les conditions aux limites (1.10). O

Exercice 1.4. Soit D = {(z,y) € R?, 2® + y* < a*} un disque de rayon a centré a Uorigine.
On note par C : 2% + y* = a? le cercle de centre (0,0) et de rayon a. En utilisant les coordonnées
polaires x = rcosf, y = rsinf avec 0 < 0 < 2w et 0 < r < a, montrer que [’équation de Laplace
Au(z,y) = Uge(2,y) + uyy(x,y) =0, dans D,

u(z,y) = f(z,y), sur C' = 0D

est équivalente a l’équation suivante :

sur le disque D c’est-a-dire : {

1 1
Aw(r,0) = wy.(r,0) + ;wT(r, 0) + T—2w99(7’, 0) =0,

ot w(r,8) = u(x(r,0), y(r,0)) avec la condition au bord w(a,d) = h(0) = f(z(r,8), y(r,0)).

Solution: Soit u une fonction deux fois différentiables, on pose :

w(r,0) = u(rcosf, rsinf). (1.21)
Etape 1 : on calcule les dérivées partielles d’ordre un de la fonction u, alors, on a :

(

g—z:(r, ) = g—f%@(r cosf, rsinf) + %g—zg cosf, rsinf)

= COS Ga—u(r cosf, rsin ) + sin Ga—u(r cosf, rsinf),
2 Y

a—w(r 0) = 8—$@(rcos€ rsinf) + @0_u<r cos @, rsin ) 22

00" 00 0x 5 ’ 00 Oy 8’
\ = —r sin@a—Z(r cosf, rsinf) + r cos Ha—Z(r cosf, rsinf).
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ou

Le systéme (1.22) est un systéme d’équations de deux inconnues a—(r cosf, rsinf) et
x

ou (

dy

donc

rcos®, rsinf). Aussi, on peut résoudre le systéme (1.22) car son déterminant est égal a 72 # 0,

ou ow 1

—(rcos@, rsinf) = cos0—(r, 6) ——sm@ = wy(r, 0),
i o 59 (123)
ay(rcos& rsm&)—sm&a (r, 0) + ;cos&ae (r, 8) = way(r, 0).
Etape 2 : pour écrire le Laplacien en coordonnes polaires, nous aurons besoin de calculer les
dérivées partielles d’ordre deux de la fonction u, alors, pour ce 14, nous définissons les fonctions u;

et uy par :
ou ou
Ul(«r,y)—%(fﬁ,y), u2<xay)_a_y('ray>

On peut facilement voir que d’aprés (1.21), que

“ rcosf, rsin@) = w(r, 6)

0
3x<

u(rcos@ rsinf) = wy(r, 0).

dy

uy(rcos@, rsinf) =

ug(rcos @, rsinf) =

D’aprés (1.21), donc en appliquant la premiére relation et la deuxiéme de (1.23) au couple (ug, w;)
et (ug,ws) respectivement, nous obtenons

0 [ ou ow 1 ow,

' — bt _ bt
72\ 2 (rcos, rsinf) = cosd o (r, ) Tsm@ 50 (r, 6),
5l ; (1.24)
y a—Z (rcos@, rsinf) = sin@%(r, 0) + ;cos@a—;(r, 0).
Notons qu’a partir de (1.23), nous avons
Oy _ g0 L g0 _1 0
ar g sin 0 noron (1.25)
%—— 1n0@—w+ 9 w 1 eﬁ_w_l 1n982w '
o0 — " or T %00 a0 T T a0z
“ 0 0? 1 0 1 0?
Wo w w w
87‘ —SIHQW—ECOSQ%‘F;COSQW, (1 26)
Ows _ = cos Qa—w + sin @ Ow 1 —sin 9(9_11) + 1cos Hi '
00 or oro0 00 00?
Etape 3 : I'injection de (1.25) et (1.26) dans (1.24), nous donne
0%u , 0*w 2sinf cos 0*w sin? 0 0%w
@(TCOSQ,TSIHQ)—COS HW(T ) — . o 89< r,0) + —— Ry —(r,0)
sin? § Ow 2sin% 0 cos O Ow
r  Or o)+ r? @(r, 9),
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et

0u , 0w 2sin 6 cos § 0%w cos? 0 0*w
8—y2(7’c089,rsm9)—sm GW( r,0) + " o 86<r’0>+r—2w(r’0)
cos® 0 Ow 2sin? § cos 0 Ow
) — — 0
r  or ar 0 - 72 00? gz 0):
Finalement, le probléme (P’) découle en tenant compte de ces deux égalités. 0O

Exercice 1.5. Résoudre le probléeme suivant :

1 1
Wy (1, 0) + —w,(r,0) + —wee(r,0) =0, pour 0<r <1 (1.27)
r r
avec
1, 0<b<m
w(l,0) = { 0, T <0 <2m. (1.28)

En utilisant la formule d’intégrale de Poisson, déterminer w(0,6).

Solution: La solution du probéme (1.27)—(1.28) est donnée par (voir le cours Lemme 1.1.) :

w(r, §) = /d9 + Z (ozn cos(nb) + B, sm(n@)) (1.29)

0

avec
1
—/cos (n=0,1,2,...),
s
0_
1 :
Bn = —/sm(n@)dQ, (n=1,2,3,...).
s
L 0
Donc on a : i
1
— [ df =10
277/
0
et .
o, = —=sin(nf)| , (n=0,1,2,...), {oz =0, (n=0,1,2,..)
9’ :> n i n ) ) VAR
Bn = %COS(HQ) y (n = 1,2,3,...). 5” - ( 17377 17 (n = 172737 )
0
Finalement, on trouve
1 < " -
§+Z r sm(n@).

n=1

D’aprés la la formule d’intégrale de Poisson, on a : r =0

w(0, 0) = ;ﬂ/h(@)d@: %

10
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