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— Unidad

NUMEROS COMPLE]JOS

[ COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR
Manejar los numeros complejos y las diferentes formas de representarlos, asi como las opera-

ciones entre ellos para tener una base de conocimiento a utilizar en ecuaciones diferenciales y
en diferentes aplicaciones de ingenieria.

Considere el problema de encontrar las raices de los polinomios
M+bL+c=0 1))

Para encontrar las raices, se utiliza la formula cuadratica y se obtiene

- —b i\/bz —4c @)

2
Sib* — 4¢ > 0, existen dos raices reales. Si b* — 4¢ = 0, se obtiene una sola raiz (de multiplicidad
2) A = —b/2. Para manejar el caso b* — 4¢ < 0, se introduce la unidad imaginaria.’
| |

' El término imaginario no debe ser una preocupacion. Es sélo un nombre. El matematico Alfred North Whitehead, en
el capitulo sobre nimeros imaginarios de su libro Introduction to Mathematics, escribio:

En este punto, puede ser Util observar que cierto tipo de intelecto se preocupa siempre y preocupa a otros sobre
la aplicabilidad de los términos técnicos. ;Es adecuado denominar nimeros a los nimeros inconmensurables? ;Son
realmente ndimeros los nimeros positivos y negativos? ;Son imaginarios los nimeros imaginarios, y son nimeros?
Estos son ejemplos de preguntas estériles. No puede entenderse con suficiente claridad que, en la ciencia, los términos
técnicos son nombres asignados de manera arbitraria, como los nombres cristianos a los ninos. No puede ponerse en
duda si los nombres estan bien o mal. Pueden ser o no practicos o sensibles; en ocasiones puede ser sencillo recor-
darlos, o ser tales que sugieran ideas relevantes o importantes. Pero el principio esencial fue enunciado con mucha
claridad en Alicia en el pais de las maravillas por Humpty Dumpty, cuando le dijo a propdsito de su uso de las palabras,
“les pago mas y las hago tener el significado que yo quiero”. Asi que no nos preocuparemos por si los nimeros ima-
ginarios son imaginarios o son numeros, tomaremos la frase como el nombre arbitrario de cierta idea matematica,
que intentaremos ahora aclarar.
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EJEMPLO 1

B Solucion

DEFINICION n

EJEMPLO 2
EJEMPLO 3

B Solucion

Numeros complejos

i =~—1 Q)

de manera que i* = —1. Entonces para b* — 4¢ <0

Jb* —4c =\J(dc — b )—1) = J4c — b*i
y las dos raices de (1) estan dadas por

A —_é+—‘f4c_b2~ A =2 Ve - b

L A S

Encuentre las raices de la ecuacion cuadratica A> + 24 + 5 = 0.

Setiene b =2, ¢ =5y h* — dc = —16. Entonces /b> —4c =~+/—16 =J16V-1=4i y las raices

son

244
)

A =—1+2i y A, =—1-2i

Un niimero complejo es una expresion de la forma

z=a+ i @)

donde a y B son numeros reales, a se denomina la parte real de z y se denota por Re z. B se
denomina la parte imaginaria de z y se denota por Im z. En ocasiones la representacion (4)
recibe el nombre de forma cartesiana o rectangular del nimero complejo z.

Observacion. Si B = 0 en la ecuacién (4), entonces z = « es un nimero real. En este contexto
se puede ver el conjunto de niimeros reales como un subconjunto del conjunto de numeros
complejos.

Enelejemplo 1,ReA, = —1elmA, =2.

Los nimeros complejos se pueden sumar y multiplicar usando las reglas normales de algebra.

Seanz =2 + 3iyw =5 — 4i. Calcule i) z + w, ii) 3w — 5z y iii) zw.

Dz+tw=02+3)+G-4)=02+5+B—-4i=7-1i

i) 3w =3(5—4i)=15— 12052 = 10 + 15i,y 3w — 5z = (15 — 12i) — (10 + 15i) =
(15— 10) + i(—12 — 15) = 15 — 27i

i) zw = (2 + 3i)(5 — 4i) = 2)(5) + 2(—4i) + 3i)(5) + (3i)(—4i) = 10 — 8i + 15i — 12* = 10
+ 7i + 12 = 22 + 7i. Aqui se us6 el hecho de que i* = —1.



Numeros complejos 3

y=Imz
A
4 -
-2+ 3i 24 3i
) T )
-3 +2ie 2T e3 + 2}
Figura 1.1
—-1+ie T el+i
Doce puntos en el plano
complejo. } +—t } +—t —+—> x =Rez
e 2 4
—-1—i® T O]
-3 -2ie -2 T e3 — 2/
—2-3ie + ®2 —3i
_4 -

Es posible graficar un numero complejo z en el plano xy graficando Re z sobre el eje x e Im z
sobre el eje y. Entonces se puede pensar que cada nimero complejo es un punto en el plano xy.

L= PLano compeio  Con esta representacion el plano xy se denomina plano complejo o de Argand. En la figura 1.1
se graficaron algunos puntos representativos.

L= ConwuGapo  Siz= a + if3, entonces se define el conjugado de z, denotado por z, como

I=a—iB 5)

La figura 1.2 presenta un valor representativo de z y z.

m Calcule el conjugado de i) 1 + i, ii) 3 — 4i, i) —7 + 5y iv) —3.

B Solucion i) T+i=1—iii)3—4 =3+4iiii) —7+5=—7—5i iv) —3=—3.

Imz Imz
z A
> Rez
0
Figura 1.2
Z se obtiene reflejando z Rez
respecto al eje x. 0

a) b)
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Numero
IMAGINARIO

=

MagniTup

(=

ARGUMENTO

=

Figura 1.3

Siz = a + iB, entonces
a=rcosfypB=rsend.

Numeros complejos

No es dificil demostrar (vea el problema 46 de esta unidad) que

z =1z siysolosizesreal )

Si z = Bi con B real, entonces se dice que z es imaginario. Se puede entonces demostrar (vea el
problema 47) que

z = —z siysoblo sizesimaginario )

Sea p (x) = a, + a,x + a,x’ + - - - + a x" un polinomio con coeficientes reales. Entonces se
puede demostrar (vea el problema 41) que las raices complejas de la ecuacion p (x) = 0 ocurren
en pares conjugados complejos. Esto es, si z es una raiz de p (x) = 0, entonces también lo es Z.
Este hecho se ilustré en el ejemplo 1 para el caso den = 2.

Para z = a + i se define la magnitud’ de z, denotada por |z|, como

Magnitud de z =|z| = \Ja’ + 8’ ®)

y el argumento de z, denotado por arg z, se define como el angulo 6 entre la recta 0z y el lado
positivo del eje x. Como convencion se toma

—m<argz=m

En la figura 1.3 se puede ver que r = |z| es la distancia de z al origen. Si a > 0, entonces

B =rsen6

> Rez
0 a=rcosb «

[
' La magnitud de un nimero complejo con frecuencia recibe el nombre de médulo.
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.y — . T ar .
donde se observa la convencién de que tan™' x toma valores en el intervalo (_E 5] Si

B

a =0y pB >0, entonces 0=argz=§Sia=0y/3<0,entonces 0=argz=—% Sia<0y

B > 0, entonces 6 se encuentra en el segundo cuadrante y esta dado por

B

a

f=argz=m—tan '

Por ultimo, si o < 0y B < 0 entonces 6 esta en el tercer cuadrante y
B
o

0=argz=—m +tan"

En suma, se tiene

Argumento de z
Sea z = « + Bi. Entonces

argzz’tanE sia>0
o

argzz% sia=0yB>0

argz:—g sia=0yB<0 &)
argz=71-—tan’IE sia<0yB>0
a
argz=—7r-i-tan_IE sia<0ypB<0 (10)
a
arg 0 no esta definido
De la figura 1.4 se ve que
Izl = Il (1n

argz = —argz a2)
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Figura 1.4
ArgZz = —arg z.
FormA PoLAR

=

Numeros complejos

Imz
A

> Rez
0 =

N

Se pueden utilizar |z| y arg z para describir lo que a menudo es una representacion mas conve-
niente para los numeros complejos.” De la figura 1.3 es evidente quesiz=a + i, r = |z| y 0 =
arg z, entonces

a=rcosf y B =rseno (13)

Se vera al final de este apéndice que

¢’ =cosO+ isen 6 (14)
Como cos (—6) = cos 0 y sen (—60) = —sen 6, también se tiene
e =cos(—0)+ isen (—0) = cosH— isen 6 (14)

La formula (14) se denomina identidad de Euler.* Si se utiliza la identidad de Euler y la ecuacién
(13), se tiene

z=atiB=rcosf+ irsen = r(cos 0+ isen 0)

o sea,

z=re (15)

La representacion (15) se denomina forma polar del nimero complejo z.

]
T Al lector que haya estudiado coordenadas polares esta representacion le parecera familiar.
! Recibe este nombre en honor del gran matemético suizo Leonhard Euler (1707-1783).
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y=Imz y=Imz
T
x=Rez x=Rez x=Rez
0 1 -1 0
Figura 1.5 a) b)
Seis puntos en el plano
complejo

x=Rez

m Determine las formas polares de los siguientes nimeros complejos: i) 1, ii) —1, iii) 7, iv) 1 + §,
V) —1—~3i yvi) =2 + 7.

B Solucion  1os seis puntos estan graficados en la figura 1.5.

i) De la figura 1.5a es evidente que arg 1 = 0. Como Re 1 = 1, se ve que, en forma polar,
1=1"=1"= 1.
ii) Como arg(—1) = w(figura 1.5b) y |—1| = 1, se tiene

—l=1l"=¢

iii) De la figura 1.5¢ se ve que arg i = /2. Puesto que |1| =,/0> +1* =1, se sigue que

i= eiﬂ'/2
iv) arg (1 + i) =tan™' (1/1) = (w/4)y |1 +i| = I’ +1> =2, de manera que

1+i=~2e"

v) En este caso tan™' ( B/ a) =tan"' \/g = 7r/3. Sin embargo, arg z se encuentra en el tercer cua-
2
drante, de manera que 0 = 7/3 — 7 = —27/3. Ademas ‘—1 — \/5‘ = ,/12 + (\/5) =/1+3=2
por lo que
- \/g — 92Tl

vi) Para calcular esto se requiere una calculadora. Se encuentra que, en radianes,

argz=tan"'(—2)=tan"'(=3.5) = —1.2925
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EJEMPLO 6

B Solucion

EJEMPLO 7

B Solucion

Numeros complejos

Pero tan ™' x esta definida como un nimero en el intervalo (—#/2, 7w/2). De la figura 1.5f, 6 esta en
el segundo cuadrante, por lo que se ve que arg z = 7 — tan” '(3.5) = 1.8491. Después se ve que

-2 +7i|=(-2 + 7> =53

_2+7i:\/§el48491i

Convierta los siguientes numeros complejos de la forma polar a la forma cartesiana i) 2¢’ ™*;

ii) 4¢7",
i) ¢’ =cosm/3+isenm/3=1+ (\/3/2)1 Entonces 2¢™ =1+ /3i.

ii) e*™? =cos3w/2 +isen3w/2 =0+ i(—1)=—i. Entonces 4¢*™* = —4i.

Si 6 = arg z, entonces por la ecuacion (12), argZ = — 6. Asi, puesto que |z] = |z,

Siz = re” entoncesz = re (16)

Suponga que se escribe un niimero complejo en su forma polar z = re”. Entonces
2" = (ré”)" = r'(e”)" = r"e"™ = r(cos nf + isen nf) a7

La formula (17) es util para muchos calculos. En particular, cuando r = |z| = 1, se obtiene la
formula de De Moivre.’

formula de De Moivre

(cos 8 + isen 6)" = cos nh + isen nb (as)

Calcule (1 + i)’.

En el ejemplo 5iv) se mostrd que 1 + i = v2e™* Entonces
N mia ) * swila ST . S
(1+l) :(\/Ee ) :(\/E) e :4\/5 COST‘i‘lSBHT

=4\/§[—%—%i] =—4—4i

=

T Abraham de Moivre (1667-1754) fue un matematico francés conocido por su trabajo sobre teorfa de probabilidad,
series infinitas y trigonometria. Su reconocimiento era tal que Newton con frecuencia decia a quienes le hacian pre-
guntas sobre matematicas, “vayan con De Moivre; él sabe esas cosas mejor que yo".
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Esto se puede verificar mediante el calculo directo. Si este calculo directo no parece mas dificil,
intente calcular (1 + i)* directamente. Procediendo como antes, se obtiene

20 _
1+i)* = (\/5) e®™"* =2'(cos 5 + isen 51r)
=2"(—1+0)=—1024

DemostrRACION  Se demostrara que
DE LA IDENTIDAD
L DE EULER e”=cos 0 + isen 6 (19)

usando las series de potencia. Si no esta familiarizado con ellas, omita esta demostracion. Se

tiene
2 x
e =l+x+—+—+- (20)
20 31
XX
senx=x——+——--- 21)
31 5l
2 4
cosx=1—2+% .. 22)
21 4!

Aunque aqui no se demuestra, estas tres series convergen para todo numero complejo x. En-

tonces
N2 A3 a4 A\
o =1+ (igy+ O L WO, GO, GOF | (23)
! 3! 4! 5!
Ahora bien, i* = —1, i*= —i, i*= 1, i’= i, etc. Por lo tanto (23) se puede escribir como

.n3 4 -nS
2! 3! 4! 5!

=cosf +isenf

Con lo cual se completa la demostracion.

Desarrollo de competencias. Unidad 1

De los problemas 1 al 7 realice las operaciones indicadas.

1. 2 — 3i) + (7 — 4i) 2. 3(4 + i) — 5(—3 + 6i)
3. 5i(2 + 3i) + 4(6 — 2i) 4. (1+ (1 —i)
5. (2 — 34 + 7i) 6. (6 + 7i)(3 — 7i)

7. (=3 + 2i)(7 + 3i)
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Numeros complejos

De los problemas 8 al 20 convierta el nimero complejo a su forma polar.

8.
12.
16.

5i 9. —2i 10. 5+ 5i 1. -2 —2i
1= 13. 3 — 3i 14. 2+ 23 15. 33 +3i

1-3i 17. J3—i 18. 43 — 4 19. —1+i/3

20. 633 —6i

De los problemas 21 al 33 convierta de la forma polar a la forma cartesiana.

21. & 22, 277 23. '™ 24, L™

25, LM 26. 5™ 27. 6e™° 28. 4¢°™°

29. 457 30. 3¢37 31. 3¢ 27" 3. \/5623”“4

33' \/Ee—ﬂ'i/4

En los problemas 34 al 45 calcule el conjugado del nimero dado.

34. 5+ 2i 35. 3 —4i 36. —3 +8i 37. 4 + 6i

38. —4—2i 39. —7i 40. 16 41. 7"

42. 2em'/7 43. 76737”'/5 44. 36747”'/11 45. 60.0121'

46. Demuestre que z = a + if es real si y s6lo si z = z [sugerencia: si z = z, demuestre que
B =0].

47. Demuestre que z = « + i3 es imaginario si y solo si z = —z [sugerencia: si z = —z, demues-
tre que a = 0].

48. Demuestre que para cualquier nimero complejo z, zz = |z[*.

49. Demuestre que la circunferencia de radio 1 centrado en el origen (la circunferencia unitaria)
es el conjunto de puntos en el plano complejo que satisfacen |z| = 1.

50. Para cualquier nimero complejo z, y cualquier niimero real positivo a. describa
{zi]z — z| = a}.

51. Describa {z. |z — z)| = a}, donde z ya estan definidos igual que en el problema 50.

52. Describa {z: a = |z — z,| = 4}, donde z es cualquier nimero complejoy a < 4.

*53. Seap(\) = A"+ a, X' +a, N+ - +ak+a,dondeaya,...,a,  son nimeros
reales. Demuestre que si p(z) = 0, entonces p(z) = 0. Esto es: las raices de polinomios con
coeficientes reales ocurren en pares complejos conjugados [sugerencia: 0 = 0 ; calcule p(z)].

54. Derive expresiones para cos 40 y sen 40 comparando la férmula de De Moivre y la expan-
sién de (cos 6 + i sen 6)°.
55. Demuestre la formula de De Moivre por induccion matematica [sugerencia: recuerde las

identidades trigonométricas cos (x + y) = cos x cos y — sen x sen y y sen (x + y) = sen x
cos y + cos x sen y|.
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SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

[ COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Manejar las matrices, sus propiedades y operaciones a fin de expresar conceptos y problemas
mediante ellas, en los sistemas de ecuaciones lineales; asi como en otras areas de las matemati-
cas y de la ingenieria, para una mejor comprension y una solucion mas eficiente.

Utilizar el determinante y sus propiedades para probar la existencia y el calculo de la in-
versa de una matriz.

EX] IntroDUCCION

Este libro trata del algebra lineal. Al buscar la palabra “lineal” en el diccionario se encuentra,
entre otras definiciones, la siguiente: lineal: (del lat. linealis). 1. adj. Perteneciente o relativo a
la linea.” Sin embargo, en matematicas la palabra “lineal” tiene un significado mucho mas am-
plio. Una gran parte de la teoria de algebra lineal elemental es, de hecho, una generalizacién de
las propiedades de la linea recta. A manera de repaso se daran algunos hechos fundamentales
sobre las lineas rectas:

i) La pendiente m de una recta que pasa por los puntos (x,, y,) y (x,, y,) esta dada por

N h Ay

six, #x,
x,—x Ax

i) Six, —x, =0yy,#y, entonces la recta es vertical y se dice que la pendiente es indefi-
nida.’

ili) Cualquier recta (a excepcidon de aquella que tiene una pendiente indefinida) se puede des-
cribir al escribir su ecuacion en la forma pendiente-ordenada y = mx + b, donde m es la
pendiente de la recta y b es la ordenada (el valor de y en el punto en el que la recta cruza
el eje y).

[
' Diccionario de la Lengua Espafiola, vigésima segunda edicion, Real Academia Espafiola. Madrid: Espasa Calpe, 2001.
! Indefinida o infinita, como también se le denomina en otros libros.
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Sistemas de ecuaciones lineales

iv) Dos rectas distintas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente.

v) Si la ecuacion de la recta se escribe en la forma ax + by = ¢, (b # 0), entonces se puede
calcular facilmente, m = —alb.

vi) Sim, esla pendiente de la recta L, m, es la pendiente de la recta L,,m #0y L, y L, son
perpendiculares, entonces m, = —1/m,.

vii) Las rectas paralelas al eje x tienen una pendiente cero.
viii) Las rectas paralelas al eje y tienen una pendiente indefinida.

En la seccion que sigue se ilustrara la relacion que existe entre resolver sistemas de ecua-
ciones y encontrar los puntos de interseccion entre pares de rectas.

m Dos ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

EJEMPLO 1

Considere el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas x y y:

a,x+a,y=b M
a,x+a,y=>b,

donde a,,, a,,, a,,, a,,, b, y b, son nlimeros dados. Cada una de estas ecuaciones corresponde a

una linea recta. Una solucion al sistema (1) es un par de nimeros, denotados por (x,y), que sa-

tisface (1). Las preguntas que surgen en forma natural son: jtiene este sistema varias soluciones

y, de ser asi, cuantas? Se responderan estas preguntas después de ver algunos ejemplos, en los

cuales se usaran dos hechos importantes del algebra elemental:

Hecho A Sia=byc=d entoncesa +c=5b+d

Hecho B Sia = by c es cualquier nimero real, entonces ca = cbh.

El hecho A establece que si se suman dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuacion correcta.
El hecho B establece que si se multiplican ambos lados de una ecuaciéon por una constante se
obtiene una segunda ecuacion valida. Se debe suponer que ¢ # 0 ya que aunque la ecuacioén
0 = 0 es correcta, no es muy util.

Sistema con una solucién Unica

EJEMPLO 2

Considere el sistema

x+y=5
Si se suman las dos ecuaciones se tiene, por el hecho A, la siguiente ecuacion: 2x = 12 (es decir,
x = 6). Entonces, si se despeja de la segunda ecuacion, y =5 — x = 5 — 6 = entonces y = —1.
Asi, el par (6,—1) satisface el sistema (2) y la forma en que se encontré la solucion muestra que
es el unico par de numeros que lo hace. Es decir, el sistema (2) tiene una solucion Gnica.

Sistema con un numero infinito de soluciones

Considere el sistema
) 3
2x — 2y =14
Se puede ver que estas dos ecuaciones son equivalentes. Esto es, cualesquiera dos numeros, x y
¥, que satisfacen la primera ecuacion también satisfacen la segunda, y viceversa. Para compro-
bar esto se multiplica la primera ecuacion por 2. Esto esta permitido por el hecho B. Entonces
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x—y=7T70y=x—7.Asi, el par (x, x — 7) es una solucion al sistema (3) para cualquier ni-
mero real x. Es decir, el sistema (3) tiene un nimero infinito de soluciones. Para este ejemplo, los
siguientes pares son soluciones: (7, 0), (0, —7), (8, 1), (1, —=6), (3, —4) y (=2, —9).

Sistema sin solucion

Considere el sistema
x—y=17 )
2x — 2y =13
Si se multiplica la primera ecuacion por 2 (que de nuevo esta permitido por el hecho B) se obtiene
2x — 2y = 14. Esto contradice la segunda ecuacion. Por lo tanto, el sistema (4) no tiene solucion.

Un sistema que no tiene solucion se dice que es inconsistente.

Geométricamente es facil explicar lo que sucede en los ejemplos anteriores. Primero, se
repite que ambas ecuaciones del sistema (1) son de lineas rectas. Una solucién a (1) es un pun-
to (x, y) que se encuentra sobre las dos rectas. Si las dos rectas no son paralelas, entonces se
intersecan en un solo punto. Si son paralelas, entonces nunca se intersecan (es decir, no tienen
puntos en comun) o son la misma recta (esto es, tienen un nimero infinito de puntos en co-
mun). En el ejemplo 1 las rectas tienen pendientes de 1 y —1, respectivamente, por lo que no
son paralelas y tienen un solo punto en comun (6, —1). En el ejemplo 2, las rectas son paralelas
(tienen pendiente 1) y coincidentes. En el ejemplo 3, las rectas son paralelas y distintas. Estas
relaciones se ilustran en la figura 2.1.

Ahora se procedera a resolver el sistema (1) formalmente. Se tiene

a,x+a,y=»>b 3)
a,x+a,y=>b,
: 1 .y .
Sia,, =0, entonces x = L yse puede usar la segunda ecuacidn para despejar y.
11
. 2 . ., .
Sia,, = 0, entonces x = —= y se puede usar la primera ecuacioén para despejar y.
21
Sia,, = a,, = 0, entonces el sistema (1) contiene s6lo una incognita, x.
Asi, se puede suponer que ni a,, i a,, son cero.
Si se multiplica la primera ecuacion por a,, y la segunda por a,, se tiene
Figura 2.1
Dos rectas se intersecan Ay X T ayay, Y = ayb, (6)
en un punto, en ninguno o _
e . a.a, x +a,a,y=a,b
(si coinciden) en un ntimero 12721 1290V 1272
infinito de puntos.
y y y
- - \ - - \ - - - -
Solucién unica Sin solucién Numero infinito de soluciones
X \ X X
0 AN 0 \ 0 \
a,x+a,y=>b, a,x+a,y=>b a,x+a,y=>b
ayx +a,y=>b, ay,x +a,y=>b, ay,x +a,y=>b,
a) Rectas no paralelas; b) Rectas paralelas; sin ¢) Rectas que coinciden; numero infinito

un punto de interseccion puntos de interseccion de puntos de interseccion
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UNIDAD 2

SISTEMAS
o EQUIVALENTES

TEOREMA n

Sistemas de ecuaciones lineales

Antes de continuar se puede ver que los sistemas (1) y (6) son equivalentes. Esto quiere decir que
cualquier solucién del sistema (1) es una solucién del sistema (6) y viceversa. Ello se concluye
directamente del hecho B, suponiendo que ¢ no es cero. Después, si en (6) se resta la segunda
ecuacion de la primera, se obtiene

(ayay, = apy)X = ayb, — a,,b, (7

Es necesario hacer una pausa en este punto. Si a,,a,, — a,,a,, # 0, entonces se puede dividir
entre este término para obtener
ayb, —ayb,

X =

a,,d,, — a,a,,

Después se puede sustituir este valor de x en el sistema (1) para despejar y, y asi se habra en-
contrado la solucion unica del sistema.
Se ha demostrado lo siguiente:

Sia,,a,, — a,,a,, # 0, entonces el

sistema (1) tiene una solucién Unica

(Como se relaciona esta afirmacion con lo que se analizé anteriormente? En el sistema (1)
se puede ver que la pendiente de la primera recta es —a, /a,, y que la pendiente de la segunda es
—a,,/a,,. Enlos problemas 40, 41 y 42 se pide al lector que demuestre que a,,a,, — a,,a,, = 0siy
solo si las rectas son paralelas (es decir, tienen la misma pendiente). De esta manera se sabe que
sia,,a, — a,,a,, # 0, las rectas no son paralelas y el sistema tiene una solucion unica.

Lo que se acaba de analizar puede formularse en un teorema. En secciones posteriores de
este capitulo y los siguientes se haran generalizaciones de este teorema, y se hara referencia a
¢l como el “teorema de resumen” conforme se avance en el tema. Una vez que se hayan de-
mostrado todas sus partes, se podra estudiar una relaciéon asombrosa entre varios conceptos
importantes de algebra lineal.

Teorema de resumen

El sistema
a,x + a,y =b,
a,x + a,y = b,

de dos ecuaciones con dos incognitas x y y no tiene solucion, tiene una solucién unica
o tiene un numero infinito de soluciones. Esto es:

i) Tiene una solucion unica si y sélo si a,,a,, — a,,a,, # 0.
i) No tiene solucion o tiene un nimero infinito de soluciones, si y sélo si

)y, = Aty = 0.

Los sistemas de m ecuaciones con # incognitas se estudian en la seccion 2.3 y se vera que
siempre ocurre que no tienen solucién, o que tienen una o un numero infinito de soluciones.
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AUTOEVALUACION

1) De las siguientes afirmaciones con respecto a la solucion de un sistema de dos ecuacio-
nes con dos incognitas, ;cual de ellas no es verdadera?

a) Esun par ordenado que satisface ambas ecuaciones.

b) Su grafica consiste en el(los) punto(s) de interseccion de las graficas de las ecua-
ciones.

¢) Su grafica es la abscisa de las graficas de las ecuaciones.
d) Si el sistema es inconsistente, no existe una solucion.

Il) ;Cualde las siguientes afirmaciones es cierta para un sistema inconsistente de dos ecua-
ciones lineales?

a) No existe una solucion.
b) La grafica del sistema esta sobre el eje y.
¢) La grafica de la solucidn es una recta.

d) La grafica de la solucion es el punto de interseccion de dos lineas.

lll) ;Cual de las aseveraciones que siguen es cierta para el siguiente sistema de ecuaciones?
3x—2y=28
4x+y=17
a) El sistema es inconsistente.
b) La solucion es (—1, 2).
¢) La solucion se encuentra sobre la recta x = 2.

d) Las ecuaciones son equivalentes.

IV) De las siguientes ecuaciones que se presentan, ;cual de ellas es una segunda ecuacion para

el sistema cuya primera ecuacion es x — 2y = —5 si debe tener un niimero infinito de solu-
ciones?
a) 6y =3x + 15 b) 6x — 3y = —15
1 5 3 15
) y=——x+— d) =x=3y+—
)r=T3r s ) ¥y

V) ;Cual de las graficas de los siguientes sistemas es un par de rectas paralelas?

a) 3x =2y =17 b) x —2y=17
4y = 6x — 14 3x=4+ 6y

) 2x+3y=17 d) Sx +y=1
3x =2y =6 Ty = 3x

Desarrollo de competencias 2.2

En los problemas 1 a 16 encuentre las soluciones (si las hay) de los sistemas dados. En cada caso
calcule el valor de a,,a,, — a,,a,,.

1. x—3y=4 2. 5x—-Ty= 4 3.2x— y=-3 4. 2x— 8y =5
—4x+2y=06 —Xx+2y=-3 Sx+7y= 4 —3x+ 12y =38

5. 10x —40y = 30 6. 2x—8 = 0 7. bx+y=3 8 5x+ y=0
=3x + 12y =-90 —=3x+ 12y =-9 —4x —y=38 Tx +3y =0
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Sistemas de ecuaciones lineales

9.3x+ y=0 10. 4x—-6y=0 11. 5x +2y =3 12. 4x+ 7y =3
2x =3y =0 —2x+3y=0 2x + 5y =3 Ix —4y =3
13. 2x + 3y =4 14. ax + by =c¢ 15. ax + by = ¢ 16. ax — by =c¢
3x+4y=5 ax —by=-c¢ bx +ay=c bx+ay=d

17. Para el siguiente sistema de ecuaciones lineales determine para qué valores de K el sistema
tiene solucion Unica; justifique su solucion.
Kx+ y+ z=1
x+Ky+ z=1
x+ y+Kz=1

18. En el siguiente sistema de ecuaciones lineales determine para qué valores de K el sistema:

a) No tiene solucion
b) Tiene soluciones infinitas
¢) Tiene solucion Unica

2x— y—Kz =0

x— y—2z=1
—x+2y =K
19. Encuentre las condiciones sobre a y b tales que el sistema en el problema 14 tenga una

solucion unica.

20. Encuentre las condiciones sobre @, b y ¢ tales que el sistema del problema 15 tenga un nu-
mero infinito de soluciones.

21. Encuentre las condiciones sobre a, b, ¢ y d tales que el problema 16 no tenga solucion.

En los problemas 22 al 29 encuentre el punto de interseccion (si hay uno) de las dos rectas.

22. x—y=T7 2x+3y=1 23. 2x —2y=3; 3x+Ty=-1
24. y —2x=4; 4x—-2y=06 25. 4x —6y=T7; 6x—9y=12
26. 4x — 6y =10; 6x—9y =15 27. 3x+y=4 y—5x=2

28. 2y —3x=0; 7y—5x=9 29. 3x+4y=5 6x—Ty=38

Sea L una recta y L la recta perpendicular a L que pasa a través de un punto dado P. La dis-
tancia de L a P se define como la distancia’ entre Py el punto de interseccion de Ly L .- Enlos
problemas 30 a 36 encuentre la distancia entre la recta dada y el punto.

30. x—y =6 (0,0) 3. 2x+ 3y =—1; (0,0)
32.3x+y=7 (1,2 33, 5x— 6y =3 (2%
34. 2y — 5x = —2; (5, -3) 35. 3y —7x=0; (—1,-5)

36. 6y +3x=3 (8 —1)

37. Encuentre la distancia entre la recta 2x — y = 6 y el punto de interseccion de las rectas
3x—=2y=1y6x+3y=12.

[
T Recuerde que si (x;, y,) y (x,, ¥,) son dos puntos en el plano xy, entonces la distancia d entre ellos esta dada por

[ 2
d*w/(x, *XZ>/ +(y,—v,)"-
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39.

40.

41.
42.
43.

44.

45.
46.
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. Pruebe que la distancia entre el punto (x,, y,) y la recta ax + by = ¢ esta dada por

|axl + by, —c|
d="t_=1
Ja* + b’

En un zooldgico hay aves (de dos patas) y bestias (de cuatro patas). Si el zooldgico contiene
60 cabezas y 200 patas, jcuantas aves y bestias viven en ¢él?

Suponga que a,,a,, — a,,a,, = 0. Demuestre que las rectas dadas en el sistema de ecuacio-
nes (1) son paralelas. Suponga que ¢, # 0oa,, # 0y a,, # 00 a,, # 0.

Si existe una solucion unica al sistema (1), muestre que a,,a,, — a,,a,, # 0.
Sia,,a,, — a,,a,, # 0 demuestre que el sistema (1) tiene una solucién tnica.

La compaiia Sunrise Porcelain fabrica tazas y platos de ceramica. Para cada taza o plato
un trabajador mide una cantidad fija de material y la pone en la maquina que los forma, de
donde pasa al vidriado y secado automatico. En promedio, un trabajador necesita tres mi-
nutos para iniciar el proceso de una taza y dos minutos para el de un plato. El material para
una taza cuesta ¢25 y el material para un plato cuesta ¢20. Si se asignan $44 diarios para la
produccion de tazas y platos, jcuantos deben fabricarse de cada uno en un dia de trabajo de
8 horas, si un trabajador se encuentra trabajando cada minuto y se gastan exactamente $44
en materiales?

Conteste la pregunta del problema 43 si los materiales para una taza y un plato cuestan ¢15
y ¢10, respectivamente, y se gastan $24 en 8 horas de trabajo.

Conteste la pregunta del problema 44 si se gastan $25 en 8 horas de trabajo.

Una tienda de helados vende solo helados con soda y malteadas. Se pone 1 onza de jarabe
y 4 onzas de helado en un helado con soda, y 1 onza de jarabe y 3 onzas de helado en una
malteada. Si la tienda usa 4 galones de helado y 5 cuartos de jarabe en un dia, jcuantos
helados con soda y cuantas malteadas vende? [Sugerencia: 1 cuarto = 32 onzas, 1 galon =
4 cuartos.]

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

. o I. a . o V. « V. b)

Mm ECUACIONES CON N INCOGNITAS:
ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN Y GAUSSIANA

En esta seccion se describe un método para encontrar todas las soluciones (si es que existen)

de

un sistema de m ecuaciones lineales con 7 incognitas. Al hacerlo se vera que, igual que en el

caso de 2 X 2, tales sistemas o bien no tienen solucion, tienen una solucién o tienen un numero
infinito de soluciones. Antes de llegar al método general se veran algunos ejemplos sencillos.
Como variables, se usaran x,, x,, X, etc., en lugarde x, y, z, . . . porque la generalizacion es mas
sencilla si se usa la notacién con subindices.

Solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas: solucion tnica

Resuelva el sistema

2x, +4x, + 6x, =18
4x, + 5x, + 6x, =24 @

3x, + x,—2x,=4
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B Solucion

Sistemas de ecuaciones lineales

En este caso se buscan tres numeros x,, X,, X;, tales que las tres ecuaciones en (1) se satisfagan.
El método de solucion que se estudiara sera el de simplificar las ecuaciones como se hizo en la
seccion 2.2, de manera que las soluciones se puedan identificar de inmediato. Se comienza por
dividir la primera ecuacion entre 2. Esto da

X, +2x,+3x,=9
4x, + 5x, + 6x, = 24 @
3x,+ x,—2x,=4

Como se vio en la seccion 2.2, al sumar dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuacion correc-
ta. Esta nueva ecuacioén puede sustituir a cualquiera de las dos ecuaciones del sistema que se
usaron para obtenerla. Primero se simplifica el sistema (2) multiplicando ambos lados de la
primera ecuacién de (2) por —4 y sumando esta nueva ecuacion a la segunda. Esto da

—4x, — 8x, — 12x, = —36
4x, + 5x, + 6x,=124
—3x, — 6x,=—12

La ecuacion —3x, — 6x, = —12 es la nueva segunda ecuacion y el sistema ahora es
X, +2x,+3x,=9
—3x, — 6x; = —12

3x, + x,—2x,=4

Nota. Como se puede ver por el desarrollo anterior, se ha sustituido la ecuacion 4x, + 5x, +
6x, = 24 por la ecuacién —3x, — 6x, = —12. En este ejemplo y otros posteriores se sustituiran
ecuaciones con otras mas sencillas hasta obtener un sistema cuya solucién se pueda identificar
de inmediato.

Entonces, la primera ecuacion se multiplica por —3 y se suma a la tercera, lo que da por
resultado:

X, +2x,+ 3x,=9
=3x,— 6x,=—12 3)
—5x, — 1lx; = —23

Observe que en el sistema (3) se ha eliminado la variable x, de la segunda y tercera ecuaciones.
Después se divide la segunda ecuacién por —3:

X, +2x,+ 3x,=9
x,+ 2x,=4
—5x, — 1lx; = —23
Se multiplica la segunda ecuacion por —2 y se suma a la primera; después se multiplica la se-
gunda ecuacién por 5y se suma a la tercera:
X, - x;=1
X, + 2x,=4

- x;=-3
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Ahora se multiplica la tercera ecuacioén por —1:

X, - x,=1
x,+ 2x,=4
x,=3

Por ultimo, se suma la tercera ecuacion a la primera y después se multiplica la tercera ecuacion
por —2 y se suma a la segunda para obtener el siguiente sistema, el cual es equivalente al sis-
tema (1):

X, =4

x, =3

Esta es la solucion Unica para el sistema. Se escribe en la forma (4, —2, 3). El método que se us6
se conoce como eliminacion de Gauss-Jordan.’
Antes de seguir con otro ejemplo es conveniente resumir lo que se hizo en éste:

i) Se dividi6 la primera ecuacion, entre una constante, para hacer el coeficiente de x,
igual a 1.

ii) Se “eliminaron” los términos en x, de la segunda y tercera ecuaciones. Esto es, los
coeficientes de estos términos se hicieron cero al multiplicar la primera ecuacion por
las constantes adecuadas y sumandola a la segunda y tercera ecuaciones, respectiva-
mente, de manera que al sumar las ecuaciones una de las incognitas se eliminaba.

iii) Se dividio la segunda ecuacion entre una constante, para hacer el coeficiente de x,
igual a 1 y después se uso la segunda ecuacion para “eliminar” los términos en x,
de la primera y tercera ecuaciones, de manera parecida a como se hizo en el paso
anterior.

iv) Se dividio la tercera ecuacion entre una constante, para hacer el coeficiente de x,
igual a 1 y después se usé esta tercera ecuacion para “eliminar” los términos de x, de
la primera y segunda ecuaciones.

Cabe resaltar el hecho de que, en cada paso, se obtuvieron sistemas equivalentes. Es decir,
cada sistema tenia el mismo conjunto de soluciones que el precedente. Esto es una consecuen-
cia de los hechos A y B de la seccién 2.2.

Antes de resolver otros sistemas de ecuaciones es conveniente introducir una notacién que
simplifica la escritura de cada paso del procedimiento mediante el concepto de matriz. Una
matriz es un arreglo rectangular de nimeros y €stas se estudiaran con gran detalle al inicio de
la seccion 1.5. Por ejemplo, los coeficientes de las variables x,, x,, x; en el sistema (1) se pueden
escribir como los elementos de una matriz 4, llamada matriz de coeficientes del sistema:

4
5 6 @)
1

]

¥ Recibe este nombre en honor del gran matemadtico aleman Karl Friedrich Gauss (1777-1855) y del ingeniero aleman
Wilhelm Jordan (1844-1899). Vea la semblanza bibliografica de Gauss en la pagina 31. Jordan fue un experto en inves-
tigacion geodésica tomando en cuenta la curvatura de la Tierra. Su trabajo sobre la solucién de sistemas de ecuaciones
aparecié en 1888 en su libro Handbuch der Viermessungskunde (Manual de geodesia).
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Matriz  Una matriz con m renglones y n columnas se llama una matriz de m X n. El simbolo m X n se
= mxn lee “m por n”. El estudio de matrices constituye gran parte de los capitulos restantes de este
libro. Por la conveniencia de su notacion para la resolucion de sistemas de ecuaciones, las pre-

sentamos aqui.

Martriz Al usar la notacion matricial, el sistema (1) se puede escribir como la matriz aumentada
AUMENTADA
= 2 4 6 | 18
4 5 6 | 24 5)
31 =2 | 4

Ahora es posible introducir cierta terminologia. Se ha visto que multiplicar (o dividir)
los dos lados de una ecuaciéon por un numero diferente de cero da por resultado una nueva
ecuacién equivalente. Mas aun, si se suma un multiplo de una ecuacién a otra del sistema se
obtiene otra ecuacion equivalente. Por ultimo, si se intercambian dos ecuaciones en un sistema
de ecuaciones se obtiene un sistema equivalente. Estas tres operaciones, cuando se aplican a
los renglones de la matriz aumentada que representa un sistema de ecuaciones, se denominan
operaciones elementales con renglones.

Para resumir, las tres operaciones elementales con renglones aplicadas a la matriz aumen-
tada que representa un sistema de ecuaciones son:

Operaciones elementales con renglones

i) Multiplicar (o dividir) un renglén por un nimero diferente de cero.
i) Sumar un maultiplo de un renglén a otro renglén.

iii) Intercambiar dos renglones.
|

Rebucaon  El proceso de aplicar las operaciones elementales con renglones para simplificar una matriz
= POR RENGLONES  aumentada se llama reduccion por renglones.

NOTACION

o

. R, — cR, quiere decir “reemplaza el i-ésimo renglén por ese mismo renglén multiplicado por
¢”. [Para multiplicar el i-ésimo renglén por ¢ se multiplica cada ntimero en el j-¢simo renglon
por c.]

2. R,— R, + ¢R,significa sustituye el j-ésimo renglon por la suma del renglén j mas el renglon
i multiplicado por c.

3. R, = R, quiere decir “intercambiar los renglones iy ;.

4. A — Bindica que las matrices aumentadas 4 y B son equivalentes; es decir, que los sistemas
que representan tienen la misma solucion.

En el ejemplo 1 se vio que al usar las operaciones elementales con renglones i) y ii) varias veces,
se puede obtener un sistema cuyas soluciones estén dadas en forma explicita. Ahora se repiten
los pasos del ejemplo 1 usando la notacién que se acaba de introducir:

2 4 6| 18 1 2 3| 9) rom-—ar (1 2 3| 9
R—>LR R,—>R, —3R,

45 6 | 24|—2514 5 6 | 24 0 -3 —6 | —-12

31 =2 | 4 31 -2 | 4 0 -5 —11 | —23
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12 3| 9 rorw (10 —1] 1

B o1 2| 4B o 1 2| 4
05 —11 | —23 00 —1 | -3
10 =1 | 1) sorsr (1 00| 4

— 2l 2 | 4|l—=% 5001 0 | -2
00 113 00 1| 3

De nuevo se puede “ver” de inmediato que la solucion es x, = 4, x, = —

Solucién de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:

numero infinito de soluciones

Resuelva el sistema
2x, +4x,+ 6x,=18

4x, + 5x, + 6x,=24
2x, + Tx, + 12x, = 30

21

Para resolver este sistema se procede como en el ejemplo 1, esto es, primero se escribe el sistema

como una matriz aumentada:

2 4 6 | 18
45 6| 24
2 7 12 | 30
Después se obtiene, sucesivamente,
1 2 3| 9} ror-ar (1 2 3| 9
B2h My 5 6 | 24| B2 g —3 —6 | —12
2 7 12 | 30 0 3 6| 12
1 2 3 | 9) gror-2 1 0 —1
S REL NI T S T B i SN I )
0 3 6 | 12 00 O
Esto es equivalente al sistema de ecuaciones
X, - x,=1
X, + 2x,=4

Hasta aqui se puede llegar. Se tienen solo dos ecuaciones para las tres incognitas x,, X,, X,y
existe un nimero infinito de soluciones. Para comprobar esto se elige un valor de x,. Entonces
X, =4 —-2x;yx,=1+x, Esta sera una solucion para cualquier numero x,. Se escribe esta
solucion en la forma (1 + x,,4 — 2x,, x,). Por ejemplo, si x, = 0, se obtiene la solucion (1, 4,
0). Para x; = 10 se obtiene la solucién (11, —16, 10), y por ello para cada valor de x, habra una

solucién distinta.

Sistema inconsistente

Resuelva el sistema
2x,+3x,= 4

2x, —6x, + Tx; =15

X, —2x,+ 5x, =10

(6)
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B Solucion  Lamatriz aumentada para este sistema es

El elemento 1,1 de la matriz no se puede hacer 1 como antes porque al multiplicar 0 por cual-
quier numero real el resultado es 0. En su lugar se puede usar la operacion elemental con
renglones iii) para obtener un numero distinto a cero en la posicion 1,1. Se puede intercambiar
el renglén 1 con cualquiera de los otros dos; sin embargo, al intercambiar los renglones 1y 3
queda un 1 en esa posicion. Al hacerlo se obtiene lo siguiente:

0 23| 4 1 -2 5] 10 1 -2 5] 10
2 6 7 | 15228510 —6 7| 15 |—=2R7 10 2 3 | -5
—2 5] 10 0 23| 4 0 2 3| 4

Es necesario detenerse aqui porque, como se ve, las Gltimas dos ecuaciones son

—2x, = 3x; = -5
2x,+3x,= 4
lo cual es imposible (si —2x, — 3x, = —35, entonces 2x, + 3x;, = 5, no 4). Asi no hay una
solucion. Se puede proceder como en los Gltimos dos ejemplos para obtener una forma mas
estandar:
1 =2 5| 10) gor+w, (1 0 8 | 15
R—1R, 0 1 % | % R,—R, — 2R, 0 1 % | %
0 23| 4 000 | —1
Ahora la ultima ecuacion es 0x, + Ox, + Ox, = —1, lo cual también es imposible ya que 0 # —1.

Asi, el sistema (6) no tiene solucion. En este caso se dice que el sistema es inconsistente.

DEFINICION n Sistemas inconsistentes y consistentes

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es inconsistente si no tiene solucioén. Se
dice que un sistema que tiene al menos una solucion es consistente.

Se analizaran de nuevo estos tres ejemplos. En el ejemplo 1 se comenzd con la matriz de coefi-
cientes

En el proceso de reduccion por renglones, 4, se “redujo” a la matriz

=
I
S O =
S = O
- O O
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En el ejemplo 2 se comenzo con

2 4
4,=|4 5
2 7 12
y se termin6 con
1 0 —1
R,=[0 1 2
0 0 0
En el ejemplo 3 se comenzo con
0 2 3
A4,=2 -6 7
1 -2 5
y se termind con
1 0 8
R, =0 3
000

Las matrices R,, R,, R, se llaman formas escalonadas reducidas por renglones de las matrices 4,,
A,y A, respectivamente. En general, se tiene la siguiente definicion:

Forma escalonada reducida por renglones y pivote

Una matriz se encuentra en la forma escalonada reducida por renglones si se cumplen las
siguientes condiciones:

i) Todos los renglones (si los hay) cuyos elementos son todos cero aparecen en la par-
te inferior de la matriz.

ii) El primer numero diferente de cero (comenzando por la izquierda) en cualquier
renglén cuyos elementos no todos son cero es 1.

ili) Si dos renglones sucesivos tienen elementos distintos de cero, entonces el primer 1 en el
renglén de abajo esta mas hacia la derecha que el primer 1 en el renglon de arriba.

iv) Cualquier columna que contiene el primer 1 en un renglén tiene ceros en el resto de
sus elementos. El primer nimero diferente de cero en un renglén (si lo hay) se llama
pivote para ese renglon.

Nota. La condicion iii) se puede reescribir como “el pivote en cualquier renglon esta a la dere-
cha del pivote del renglon anterior”.

Cinco matrices en la forma escalonada reducida por renglones

Las siguientes matrices estan en la forma escalonada reducida por renglones:

1 00 1 000 1005 Lo 1
o 10 ii)]0 1 00 iii) ( j iv) [0 J v) |0
0 1 0

00 1 2
0 0 1 00

S = O
S W N
S N W

Las matrices i) y ii) tienen tres pivotes; las otras tres matrices tienen dos pivotes.
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DEFINICION B

EJEMPLO 5

Sistemas de ecuaciones lineales

Forma escalonada por renglones

Una matriz esta en la forma escalonada por renglones si se cumplen las condiciones i),
ii) y iii) de la definicion 2.

Cinco matrices en la forma escalonada por renglones

Las siguientes matrices se encuentran en la forma escalonada por renglones:

1 23 1 -1 6 4
|0 5 ii) | 0 1 2 -8
0 0 1 0 0o 0 1
1 325
...)1025 .)12 ylo 13 6
llloo12 ]V01 A\
0000

Nota. Por lo general, la forma escalonada por renglones de una matriz no es unica. Es decir,
una matriz puede ser equivalente, en sus renglones, a mas de una matriz en forma escalonada
por renglones. Por ejemplo

1 325 1 2 -1 -1
A= 0 1 3 ¢ |—=22" 0 1 3 6 |=B
0000 0 0 0 O

muestra que las dos matrices anteriores, ambas en forma escalonada por renglones, son equiva-
lentes por renglones. Asi, cualquier matriz para la que 4 es una forma escalonada por renglo-
nes, también tiene a B como forma escalonada por renglones.

Observacion 1. La diferencia entre estas dos formas debe ser evidente a partir de los ejemplos.
En la forma escalonada por renglones, todos los numeros abajo del primer 1 en un renglén
son cero. En la forma escalonada reducida por renglones, todos los niimeros abajo y arriba del
primer 1 de un renglén son cero. Asi, la forma escalonada reducida por renglones es mas exclu-
siva. Esto es, en toda matriz en forma escalonada reducida por renglones se encuentra también
la forma escalonada por renglones, pero el inverso no es cierto.

Observacion 2. Siempre se puede reducir una matriz a la forma escalonada reducida por renglo-
nes o a la forma escalonada por renglones realizando operaciones elementales con renglones.
Esta reduccion se vio al obtener la forma escalonada reducida por renglones en los ejemplos
1,2y3.

Como se vio en los ejemplos 1, 2 y 3, existe una fuerte relacion entre la forma escalonada
reducida por renglones y la existencia de la solucién Unica para el sistema. En el ejemplo 1
dicha forma para la matriz de coeficientes (es decir, en la primeras tres columnas de la matriz
aumentada) tenian un 1 en cada renglén y existia una solucién Unica. En los ejemplos 2 y 3 la
forma escalonada reducida por renglones de la matriz de coeficientes tenia un renglén de ceros
y el sistema no tenia solucidn o tenia un nimero infinito de soluciones. Esto siempre es cierto
en cualquier sistema de ecuaciones con el mismo numero de ecuaciones e incognitas. Pero antes
de estudiar el caso general se analizara la utilidad de la forma escalonada por renglones de una
matriz. Es posible resolver el sistema en el ejemplo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a esta
forma.
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Solucion de un sistema mediante eliminaciéon gaussiana

B Solucion

=

(=

SUSTITUCION

HACIA ATRAS

Euminacion

GAUSSIANA

Resuelva el sistema del ejemplo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a la forma escalonada
por renglones.

Se comienza como antes:

24 6 | 18 12 3 | 9
Rl—yikl
45 6 | 24 |—>| 45 6 | 24
31 =2 | 4 31 =2 | 4
R,>R, —4R, 1 2 3 | 9 1 2 3 | 9
R,—>R, —3R, R,>1R,
0 -3 -6 | -1 |——lo0o1 2 | 4
0 -5 —11 | —23 05 —11 | -23

Hasta aqui, este proceso es idéntico al anterior; pero ahora sélo se hace cero el numero (—5)
que esta abajo del primer 1 en el segundo renglon:

12 3 | 9 123 | o9
R,>R, +5R, R,—> Ry

o1 2 | 4 |————>| 012 | 4

00 — | =3 001 | 3

La matriz aumentada del sistema (y los coeficientes de la matriz) se encuentran ahora en
la forma escalonada por renglones y se puede ver de inmediato que x, = 3. Después se usa la
sustitucion hacia atras para despejar primero x, y después x,. La segunda ecuacion queda x, +
2x, = 4. Entonces x, + 2(3) = 4y x, = —2. De igual manera, de la primera ecuacidn se obtiene
x, +2(=2) + 3(3) = 9 0 x, = 4. Asi, de nuevo se obtiene la soluciéon (4, —2, 3). El método de
solucién que se acaba de emplear se llama eliminacion gaussiana.

Se cuenta con dos métodos para resolver los ejemplos de sistemas de ecuaciones:

i) Eliminacion de Gauss-Jordan
Se reduce por renglén la matriz de coeficientes a la forma escalonada reducida por
renglones usando el procedimiento descrito en la pagina 9.

ii) Eliminacion gaussiana
Se reduce por renglén la matriz de coeficientes a la forma escalonada por renglones, se
despeja el valor de la altima incégnita y después se usa la sustitucion hacia atras para

las demas incégnitas.
|

(Cual método es mas 1til? Depende. Al resolver sistemas de ecuaciones en una computadora
se prefiere el método de eliminacidén gaussiana porque significa menos operaciones elementales
con renglones. De hecho, como se vera en el apéndice 3, para resolver un sistema de #n ecuacio-
nes con n incodgnitas usando la eliminacion de Gauss-Jordan se requieren aproximadamente
n’/2 sumas y multiplicaciones, mientras que la eliminacion gaussiana requiere sélo 7%/3 sumas y
multiplicaciones. La solucion numérica de los sistemas de ecuaciones se estudiara en el apéndi-
ce 4. Por otro lado, a veces es esencial obtener la forma escalonada reducida por renglones de
una matriz. En estos casos la eliminacion de Gauss-Jordan es el método preferido.
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EJEMPLO 7

Sistemas de ecuaciones lineales

Ahora se observa la solucion de un sistema general de m ecuaciones con n incdgnitas. La
mayor parte de las soluciones de los sistemas se hara mediante la eliminacién de Gauss-Jordan.
Debe tenerse en mente, sin embargo, que la eliminacion gaussiana suele ser un enfoque mas
conveniente.

El sistema general m X n de m ecuaciones con n incognitas esta dado por

a,x, ta,x, +ta,x,+ - +a x =0
a,x, +a,x, +a,x, + - +a,x =b,

a,x, +a,x, +a,x, + - +a,x =b, @)

a x +a ,x +a x + - +a x =b
En el sistema (7) todos los coeficientes a y b son nimeros reales dados. El problema es encontrar
todos los conjuntos de n numeros, denotados por (x,, X, X, . . . X,), que satisfacen cada una de
las m ecuaciones en (7). El numero a; es el coeficiente de la variable x; en la j-ésima ecuacion.
Es posible resolver un sistema de m ecuaciones con z incognitas haciendo uso de la elimina-
cién de Gauss-Jordan o gaussiana. En seguida se proporciona un ejemplo en el que el nimero
de ecuaciones e incognitas es diferente.

Solucion de un sistema de dos ecuaciones con cuatro incégnitas

B Solucion

EJEMPLO 8

Resuelva el sistema
X, +3x, = 5x,+ x,=4

2x, + 5x, = 2x, +4x, =6

Este sistema se escribe como una matriz aumentada y se reduce por renglones:

1 3 =51 | 4| #w—2x (1 3 =51 [ 4
25 -2 4 1] 6 0 -1 82 | —2
Ry —R, 1 3 =5 1 | 4| &~-r-38 10 19 7 | —2
% %
01 -8 —2 | 2 01 -8 -2 | 2

Hasta aqui se puede llegar. La matriz de coeficiente se encuentra en forma escalonada y redu-
cida por renglones. Es evidente que existe un niimero infinito de soluciones. Los valores de las
variables x, y x, se pueden escoger de manera arbitraria. Entonces x, = 2 + 8x, + 2x,y x, =
—2 —19x, —7x,. Por lo tanto, todas las soluciones se representan por (—2 —19x, — 7x,, 2 + 8x,
+ 2x,, x;, x,). Por ejemplo, si x, = 1 y x, = 2 se obtiene la solucién (—35, 14, 1, 2).

Al resolver muchos sistemas, es evidente que los calculos se vuelven fastidiosos. Un buen mé-
todo practico es usar una calculadora o computadora siempre que las fracciones se compliquen.
Debe hacerse notar, sin embargo, que si los calculos se llevan a cabo en una computadora o cal-
culadora pueden introducirse errores de “redondeo”. Este problema se analiza en el apéndice 3.

Un problema de administracion de recursos

Un departamento de pesca y caza del estado proporciona tres tipos de comida a un lago que
alberga a tres especies de peces. Cada pez de la especie 1 consume cada semana un promedio
de 1 unidad del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pez de
la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3.
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Para un pez de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del alimento 1, 1
unidad del alimento 2 y 5 unidades del 3. Cada semana se proporcionan al lago 25 000 unidades
del alimento 1, 20 000 unidades del alimento 2 y 55 000 del 3. Si suponemos que los peces se
comen todo el alimento ;cuantos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?

Sean x,, x, y x,el nimero de peces de cada especie que hay en el ambiente del lago. Si utilizamos
la informacion del problema, se observa que x, peces de la especie 1 consumen x, unidades del
alimento 1, x, peces de la especie 2 consumen 3x, unidades del alimento 1y x, peces de la espe-
cie 3 consumen 2x, unidades del alimento 1. Entonces, x, + 3x, + 2x, = 25 000 = suministro
total por semana de alimento 1. Si se obtiene una ecuacion similar para los otros dos alimentos
se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

x, + 3x, + 2x, = 25000
x, +4x, + x;=20000
2x, + 5x, + 5x, = 55000

Después de resolver se obtiene

1 3 2 | 25000
1 4 1 | 20000
2 5 5 | 55000
R—>R, — R, 1 3 2 | 25000] r-r-3& (1 0 5 | 40000
R,—R, — 2R, Rk, + R,
———5/0 1 -1 | -5000 0 1 —1 | —5000
0 -1 1 | 5000 00 0 | 0

Por consiguiente, si x, se elige arbitrariamente, se tiene un nimero infinito de soluciones dada
por (40 000 — 5x,, x, — 5000, x,). Por supuesto, se debe tener x; = 0, x, = 0y x;=0. Como x,
=x,; — 5000 = 0, se tiene x, = 5 000. Esto significa que 0 = x, = 40 000 — 5(5 000) = 15 000.
Por tltimo, como 40 000 — 5x; = 0, se tiene que x, = 8 000. Esto significa que las poblaciones
que pueden convivir en el lago con todo el alimento consumido son

x, = 40000 — 5x,
X, =x; — 5000
5000 = x, = 8000

Por ejemplo, si x; = 6 000, entonces x; = 10 000 y x, = 1 000.

Nota. El sistema de ecuaciones tiene un niimero infinito de soluciones. Sin embargo, el proble-
ma de administracion de recursos tiene s6lo un numero finito de soluciones porque x, X,y X,
deben ser enteros positivos y existen nada mas 3 001 enteros en el intervalo [5 000, 8 000]. (Por
ejemplo, no puede haber 5 237.578 peces.)

ANALISIS DE INSUMO Y PRODUCTO

Los siguientes dos ejemplos muestran la forma en la cual pueden surgir los sistemas de ecua-
ciones en el modelado econoémico.



28 UNIDAD 2

EJEMPLO 9

Sistemas de ecuaciones lineales

El modelo de insumo-producto de Leontief

EJEMPLO 10

Un modelo que se usa con frecuencia en economia es el modelo de insumo-producto de Leontief.’
Suponga un sistema econémico que tiene n industrias. Existen dos tipos de demandas en
cada industria: la primera, una demanda externa desde afuera del sistema. Por ejemplo, si
el sistema es un pais, la demanda externa puede provenir de otro pais. Segunda, la deman-
da que hace una industria a otra industria en el mismo sistema. Por ejemplo, en Estados
Unidos la industria automotriz demanda parte de la producciéon de la industria del acero.

Suponga que e, representa la demanda externa ejercida sobre la i-é¢sima industria. Suponga
que g, representa la demanda interna que la j-¢sima industria ejerce sobre la i-ésima industria.
De forma mas concreta, a; representa el nimero de unidades de produccién de la industria i
que se necesitan para producir una unidad de la industria j. Sea x, la produccién de la indus-
tria i. Ahora suponga que la produccion de cada industria es igual a su demanda (es decir, no
hay sobreproduccion). La demanda total es igual a la suma de demandas internas y externas.
Por ejemplo, para calcular la demanda interna de la industria 2 se observa que la industria 1
necesita a,, unidades de produccion de la industria 2 para producir una unidad de su propia
produccion. Sila produccion de la industria 1 es x|, entonces a,,x, se trata de la cantidad total
que necesita la industria 1 de la industria 2. De esta forma, la demanda interna total sobre la
industria 2 es a, x, + a,X, + -+ + a,.x,.

Al igualar la demanda total a la produccién de cada industria se llega al siguiente sistema
de ecuaciones:

a,x, +a,x,+ -+ a,,x, te =x

ax ta.,x, + - ta x +te =x
2.1 1 22. 2 2t1 n .2 2 (8)
a.x ta,x, + - +a x te =x
O bien, reescribiendo el sistema (8) en la forma del sistema (7) se obtiene
(I=ay)x, —  apx, T 4y, €
—ayx, + (Q—ay)x, = — a,x =e
?1 1 '22 2 er n .2 (9)
_anlxl - an2x2 -t (1 _arm)xn = en

El sistema (9) de n ecuaciones con n incdgnitas es de fundamental importancia en el analisis
econdmico.

El modelo de Leontief aplicado a un sistema econémico con tres industrias

Suponga que las demandas externas en un sistema econdmico con tres industrias son 10, 25y
20, respectivamente. Suponga que a,, = 0.2, a, = 0.5, a, = 0.15,a,, =04, a,, = 0.1, a,; = 0.3,
a,, = 0.25, a,, = 0.5y a;; = 0.15. Encuentre la produccion de cada industria de manera que la
oferta sea exactamente igual a la demanda.

]

T Asf llamado en honor al economista norteamericano Wassily W. Leontief, quien utilizd este modelo en su trabajo pio-
nero “Quantitative Input and Output Relations in the Economic System of the United States” en Review of Economic
Statistics 18(1936). Leontief gano el Premio Nobel en Economia en 1973 por su desarrollo del analisis de insumo-
producto.
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Enestecason =3,1—a,, =0.8,1 —a, =09y 1 — a,, = 0.85yel sistema (9) es

0.8x, —0.5x, — 0.15x, = 10
—0.4x, + 0.9x, — 0.3x, =25
—0.25x, — 0.5x, + 0.85x, = 20

Si se resuelve el sistema por método de eliminacién de Gauss-Jordan en una calculadora o
computadora, trabajando con cinco decimales en todos los pasos se obtiene

0 0 | 110.30442
0 | 118.74070
1

1
0 1
00 | 125.81787

Se concluye que la produccion necesaria para que la oferta sea (aproximadamente) igual a la
demandaes x, = 110, x, = 119y x, = 126.

LA GEOMETRIA DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES
CON TRES INCOGNITAS

En la figura 2.1, se observd que se puede repesentar un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cognitas mediante dos lineas rectas. Si las rectas tienen un solo punto de interseccion el sistema
tiene una solucioén unica; si coinciden, existe un niimero infinito de soluciones; si son paralelas,
no existe una solucion y el sistema es inconsistente.

Algo similar ocurre cuando se tienen tres ecuaciones con tres incognitas.

Se verifica que la grafica de la ecuacion ax + by + ¢z = d en el espacio de tres dimensiones
es un plano.

Considere el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

ax —by —cz=d
ex—fy—gz=h (10)
jx—ky—Ilz=m

endondea, b, ¢, d, e, f, g, h, J, k, [ 'y m son constantes y al menos una de ellas en cada ecuacion
es diferente de cero.

Cada ecuacion en (10) es la ecuacion de un plano. Cada solucién (x, y, z) al sistema de
ecuaciones debe ser un punto en cada uno de los tres planos. Existen seis posibilidades:

1. Lostres planos se intersecan en un solo punto. Por lo que existe una solucién unica para el
sistema (vea la figura 2.2).

2. Lostres planos se intersecan en la misma recta, por lo que cada punto sobre la recta es una
solucion y el sistema tiene un numero infinito de soluciones (vea la figura 2.3).
z

| A

Punto de interseccion

v

Figura 2.2

Los tres planos se interse-
can en un solo punto. X
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3. Los tres planos coinciden. Entonces cada punto sobre el plano es una solucion y se tiene
un numero infinito de soluciones.

4. Dosdelos planos coinciden e intersecan a un tercer plano en la recta. Entonces cada punto
sobre la recta es una solucion y existe un numero infinito de soluciones (vea la figura 2.4).

5. Al'menos dos de los planos son paralelos y distintos. Por lo que ningtn punto puede estar
en ambos y no hay solucién. El sistema es inconsistente (vea la figura 2.5).

.

z

X
Figura 2.3 Figura 2.4
Los tres planos se interse- Dos planos se intersecan en
can en la misma recta. una recta.
z

q 0, y
Figura 2.5
Los planos paralelos no
tienen puntos en comun. x

6. Dos de los planos coinciden en una recta L. El tercer plano es paralelo a L (y no contiene
a L), de manera que ninglin punto del tercer plano se encuentra en los dos primeros. No
existe una solucién y el sistema es inconsistente (vea la figura 2.0).

En todos los casos el sistema tiene una solucién unica, un nimero infinito de soluciones o es
inconsistente. Debido a la dificultad que representa dibujar planos con exactitud, no ahonda-
remos mas en el tema. No obstante, es Util analizar como las ideas en el plano xy se pueden
extender a espacios mas complejos.

_’y

Figura 2.6

El plano 3 es paraleloa L,
la recta de interseccion de
los planos 1y 2.




SEMBLANZA DE...

Carl Friedrich Gauss, 1777-1855

Carl Friedrich Gauss es considerado el matematico mas grande del
siglo xix, ademas de uno de los tres matematicos mas importantes
de todos los tiempos (Arquimedes y Newton son los otros dos).

Gauss nacio en Brunswick, Alemania, en 1777. Su padre, un
obrero amante del trabajo, era excepcionalmente obstinado y no
creia en la educacién formal, e hizo todo lo que pudo para evitar
que Gauss fuera a una buena escuela. Por fortuna para Carl (y para
las matematicas), su madre, a pesar de que tampoco contaba con
educacion, apoyé a su hijo en sus estudios y se mostré orgullosa
de sus logros hasta el dia de su muerte a la edad de 97 anos.

Gauss era un nino prodigio. A los tres aios encontré un error
en lalibreta de cuentas de su padre. Hay una anécdota famosa de
Carl, cuando tenia apenas 10 afnos de edad y asistia a la escuela
local de Brunswick. El profesor solia asignar tareas para mante-
ner ocupados a los alumnos y un dia les pidié que sumaran los
numeros del 1 al 100. Casi al instante, Carl colocé su pizarra boca
abajo con la palabra “listo”. Después, el profesor descubrié que
Gauss era el Unico con la respuesta correcta, 5050. Gauss habia
observado que los numeros se podian arreglar en 50 pares que
sumaban cada uno 101 (1 + 100, 2 + 99, etc.), y 50 X 101 = 5050.
Anos mas tarde, Gauss bromeaba diciendo que podia sumar mas
rapido de lo que podia hablar.

A la edad de 15 afos, el Duque de Brunswick se fij6 en él
y lo convirtié en su protegido. El Duque lo ayudé a ingresar en
el Brunswick College en 1795y, tres afios después, a entrar a la
Universidad de Gottingen. Indeciso entre las carreras de mate-
madticas y filosofia, Gauss eligié las matematicas después de dos
descubrimientos asombrosos. Primero invent6 el método de mi-
nimos cuadrados una década antes de que Legendre publicara
sus resultados. Segundo, un mes antes de cumplir 19 anos, resol-
vié un problema cuya solucién se habia buscado durante mas de
dos mil afos: Gauss demostré como construir, con tan sélo una
reglay un compads, un poligono regular cuyo nimero de lados no
es multiplode 2,3 05.*%

El 30 de marzo de 1796, fecha de este descubrimiento, co-
menzo un diario que contenia como primera nota las reglas de
construccién de un poligono regular de 17 lados. El diario, que
contiene los enunciados de 146 resultados en so6lo 19 pdginas,

* De manera mas general, Gauss probd que un poligono regular de n
lados se puede construir con regla y compas si'y sélo si n es de la forma
n=2%,-p,...p, donde k =0y las p, son nimeros primos de Fer-
mat distintos. Los nimeros primos de Fermat son aquellos que toman
la forma 2% +1. Los primeros cinco ntmeros primos de Fermat son 3,
5, 17,257y 65 537.

Carl Friedrich Gauss
(Library of Congress)

es unos de los documentos mas importantes en la historia de las
matematicas.

Tras un corto periodo en Goéttingen, Gauss fue a la Univer-
sidad de Helmstadt y, en 1798, a los 20 aiios, escribié su famosa
disertacién doctoral. En ella dio la primera demostracién mate-
matica rigurosa del teorema fundamental del dlgebra que indica
que todo polinomio de grado n tiene, contando multiplicidades,
exactamente n raices. Muchos matematicos, incluyendo a Euler,
Newton y Lagrange, habian intentado probar este resultado.

Gauss hizo un gran niumero de descubrimientos en fisica al
igual que en matematicas. Por ejemplo, en 1801 utilizé un nue-
vo procedimiento para calcular, a partir de unos cuantos datos,
la 6rbita del asteroide Ceres. En 1833 inventd el telégrafo elec-
tromagnético junto con su colega Wilhelm Weber (1804-1891).
Aunque realizé trabajos brillantes en astronomia y electricidad, la
que resulté asombrosa fue la produccidn matematica de Gauss.
Hizo contribuciones fundamentales al dlgebra y la geometria y
en 1811 descubrié un resultado que llevé a Cauchy a desarrollar
la teoria de la variable compleja. En este libro se le encuentra en
el método de eliminacion de Gauss-Jordan. Los estudiantes de
andlisis numérico aprenden la cuadratura gaussiana: una técnica
de integracion numérica.

Gauss fue nombrado catedratico de matematicas de Got-
tingen en 1807 e impartié clase hasta su muerte en 1855. Aun
después de su muerte, su espiritu matematico siguié acosando
a los matematicos del siglo xix. Con frecuencia, un importante
resultado nuevo ya habia sido descubierto por Gauss y se podia
encontrar en sus notas inéditas.

En sus escritos matematicos Gauss era un perfeccionista
y tal vez sea el ultimo gran matematico que conocia practica-
mente todo acerca de su area. Al afirmar que una catedral no
era una catedral hasta que se quitara el ultimo de los andamios,
ponia todo su empeno para que cada uno de sus trabajos publi-
cados fuera completo, conciso y elegante. Usaba un sello en el
que se veia un arbol con unas cuantas frutas y la leyenda pauca
sed matura (pocas pero maduras). Gauss creia también que las
matematicas debian reflejar el mundo real. A su muerte, Gauss
fue honrado con una medalla conmemorativa que llevaba la
inscripcion “George V, Rey de Hanover, al principe de los ma-
tematicos”.
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AUTOEVALUACION

(Cual de los siguientes sistemas tiene la matriz de coeficientes dada a la derecha?

3 2 =
0 1 5
2 0
a) 3x +2y = —1 b) 3x +2z=10
y=35 2x +y =0
2x =1 —x+5+z=5
¢ 3x=2 d) 3x+2y—z=-3
2x +y =0 y+5z=15
—x+5y=1 2x+z=3

. ¢(Cual de las siguientes es una operacion elemental con renglones?

a) Reemplazar un renglon con un multiplo diferente de cero de ese renglon.
b) Sumar una constante diferente de cero a cada elemento en un renglon.
¢) Intercambiar dos columnas.

d) Reemplazar un renglén con una suma de renglones y una constante diferente
de cero.

(Cual de las siguientes afirmaciones es cierta sobre la matriz dada?

S O O =
S O = O
S O = O
S W N W

a) Esta en la forma escalonada por renglon.

b) No esta en la forma escalonada por rengléon porque el cuarto nimero en el
renglon 1 noes 1.

¢) No esta en la forma escalonada por renglén porque el primer elemento dife-
rente de cero en el renglén 1 es 3.

d) No esta en la forma escalonada por renglén porque la ultima columna con-
tiene un cero.

(Cual de las siguientes afirmaciones es cierta sobre el sistema dado?
x+ y+ z=3
2x + 2y +2z2=6
3x +3y+32=10
a) Tiene una solucién unicax =1,y =1,z = 1.
b) Es inconsistente.

¢) Tiene un niumero infinito de soluciones.
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En los problemas del 1 al 26 utilice el método de eliminacion de Gauss-Jordan para encontrar,
si existen, todas las soluciones para los sistemas dados.

1.

11.

13.

15.

17.

19.

X

+

2x, + 3x, =11

X, —

2 x; =4

x,+ 3x,=10

x, =0
X, + 3x,=1
X, =-3
6x,— 6x,=9
5x,+ 4x, =6
28x, — 26x, = —8
X, — x;=17
X, + 5x; =
2x, — 3x,=0
X, — x;=17
x,+ 5x,=4
x, + 3x,=20
X, + 3x,=0
dx, — Xy =
3x,+ 2x,=0
2x,+ S5x, =6
- 2x, =
4x, =-2
2x, — 4x,=4

2 3

4x, + 8x,= -8

20, — x,+  x, =17
6x, —3x, + 3x, =21
6x, —4x, + 2x,=4
- x;+ x,=5
2x, —2x, =-2

2.

10.

12.

14.

16.

18.

20.

—2x, +

5x

1

3x, +

3x, +

x,+ 6x,=18

+ 8x,=-16
2x, = 10x, = =3
6x, — 6x,=9

2 3

6x,— 3x;,=9
x,— x;=1
X, + 2x,=2
X, — x;=17
x,+ 5x,=4
x,+ 3x,=18
2x,+ 3x,=0
T 5T
x,+ 3x,=0
X,— X, =
x,+ 5x,=0
x,+ 3x,=0
2x,— x,=4
4x, — 2x, =17
2x, — 4x,=4
4x, + 8x,=-9

2x, — x;+ 3x,=4

6x, —3x,+ 9x, =12

2%, + x;+ ox, =2
2x,— 2x,=—8
dx, — x;— x, =1

6x, — 2x,
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21. —2x, + x,=1 22 x;— 2t x,+ x,=2
dx, — x;, =-—1 3x, + 2x,— 2x,=—8
x, + x, =-3 dx,— x;— x,=1
Sx, + 3x;,— x,=-3
23, x,— 2x,+x;+ x,=2 24, x,+ x,=4
3x, + 2x,— 2x,= -8 2x, —3x, =7
4x, — x;,— x, =1 3x, +2x,=38
Sx, + 3x;— x,=0
25. x, + x,=4 26. —2x, + x,=0
2x, —3x,=17 x, +3x, =1
3x, —2x, =11 3x, — x,= -3

En los problemas 27 a 38 determine si la matriz dada se encuentra en la forma escalonada por
renglones (pero no en la forma escalonada reducida por renglones), en la forma escalonada
reducida por renglones o en ninguna de las dos.

10 2 0 O 20 0 010
27. |10 1 0 28. |0 1 0 29. 1 0 30. ([0 1 1 0
0 01 0 0 —1 0 0 1 0 0 0O
00 4 0 0 00
1 01 2
31. |0 O 1 O 32. |0 1 3 33. {1 0 00 34.
01 3 4
00 0 0 1 0 00O
0 0 0
3s. [1 03 Oj 36. 1 37. |0 0 O 38. |0 1 0
0 0 01
0 0 1 0 1

En los problemas 39 a 46 utilice las operaciones elementales con renglones para reducir las
matrices dadas a la forma escalonada por renglones y a la forma escalonada reducida por

renglones.
. -1 1 1 =2 3
. | 3] 40. [_1 6] 4. |2 4 3 42. -4 5 —6
42 5 6 —2 1 1
2 -4 8 2 -7
3.0 3 5 8| a4 [2 —4 _zj 45. | 3 "’j 46. | 3 s
. 301 6 5 10 s -

47. En el modelo de insumo-producto de Leontief del ejemplo 9 suponga que se tienen tres
industrias. Mas aun, suponga que e, =10,e, =15,e, =30,a,, =%,a, =3,4, =+,4, =1,
a, =%,a,, =1,a, =+,4, =%, 4d,;, =+. Encuentre la produccion de cada industria tal que
la oferta sea igual a la demanda.



48.

49.

50.

51.

52.

53.
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En el ejemplo 8 suponga que cada semana se suministran al lago 15 000 unidades del pri-
mer alimento, 10 000 del segundo y 35 000 del tercero. Considerando que todo alimento se
consume, ;qué poblacion de las tres especies puede coexistir en el lago? ;Existe una solu-
cién Unica?

Un viajero que acaba de regresar de Europa gastd $30 diarios en Inglaterra, $20 diarios
en Francia y $20 diarios en Espafla por concepto de hospedaje. En comida gasté $20 dia-
rios en Inglaterra, $30 diarios en Francia y $20 diarios en Espaiia. Sus gastos adicionales
fueron de $10 diarios en cada pais. Los registros del viajero indican que gasté un total de
$340 en hospedaje, $320 en comida y $140 en gastos adicionales durante su viaje por estos
tres paises. Calcule el numero de dias que paso el viajero en cada pais o muestre que los
registros son incorrectos debido a que las cantidades gastadas no son compatibles una con
la otra.

Una inversionista le afirma a su corredor de bolsa que todas sus acciones pertenecen a tres
compaifias: Delta Airlines, Hilton Hotels y McDonald’s, y que hace dos dias su valor bajo
$350 pero que ayer aumentd $600. El corredor recuerda que hace dos dias el precio de las
acciones de Delta Airlines bajo $1 por cada una, mientras que las de Hilton Hotels bajaron
$1.50, pero que el precio de las acciones de McDonald’s subid $0.50. También recuerda que
ayer el precio de las acciones de Delta subid $1.50 por accidn, el de las de Hilton Hotels
bajo otros $0.50 por accion y las de McDonald’s subieron $1. Demuestre que el corredor
no cuenta con la informacion suficiente para calcular el numero de acciones que posee la
inversionista en cada compaiia, pero que si ella dice tener 200 acciones de McDonald’s, el
corredor pueda calcular el nimero de acciones que posee en Delta y en Hilton.

Un agente secreto sabe que 60 equipos aéreos, que consisten en aviones de combate y
bombarderos, se encuentran estacionados en cierto campo aéreo secreto. El agente quiere
determinar cuantos de los 60 equipos son aviones de combate y cuantos son bombarderos.
Existe, ademas, un tipo de cohete que llevan ambos aviones; el de combate lleva 6 de ellos y
el bombardero solo 2. El agente averigua que se requieren 250 cohetes para armar a todos
los aviones del campo aéreo. Aun mas, escucha que se tiene el doble de aviones de combate
que de bombarderos en la base (es decir, el numero de aviones de combate menos dos ve-
ces el nimero de bombarderos es igual a cero). Calcule el nimero de aviones de combate
y bombarderos presentes en el campo aéreo o muestre que la informacion del agente es
incorrecta debido a su inconsistencia.

Una embotelladora de refrescos desea cotizar la publicidad de sus productos en television,
radio y revista, se tienen tres propuestas del plan de medios de acuerdo con el presupuesto
asignado acerca de la cantidad de anuncios por medio en el transcurso de un mes. En el
primer presupuesto cada anuncio en television tiene un coste de $250 000, en radio $5 000
y en revista $30 000. En el segundo presupuesto $310 000, $4 000 y $15 000 y en el ultimo
presupuesto $560 000, $10 000 y $35000. Los totales por presupuesto son los siguientes:
$21 795000, $31 767000 y $61 225 000. Determine la cantidad de anuncios cotizados por
cada medio.

Considere el sistema

2, — X+ 3x,=a
3x, + x,— Sx;=0b
—5x,— 5x,+2lx,;=¢

Muestre que es inconsistente si ¢ # 2a— 3b.
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54. Considere el sistema

2x,+ 3x,— Xx,=a
X — x,+ 3x;=5b
3x Tx Sx;=c¢

1 2 3

Encuentre las condiciones sobre a, b y ¢ para que el sistema sea inconsistente.

*55. Considere el sistema general de las tres ecuaciones lineales con tres incognitas:

a,x, +a,x, +a;x, = b,

ayx, + ayX, +a,x, = b,

ay X, + ayux, +aux, = b,

Encuentre las condiciones sobre los coeficientes a, para que el sistema tenga una solucion
unica.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

l. d) . o . ¢ IV. »)

MANEJO DE LA CALCULADORA

La calculadora HP50g puede resolver en forma numérica sistemas de m ecuaciones con
n incégnitas. Cuando el sistema tiene infinitas soluciones, la soluciéon reportada es la
solucion de norma minima. Cuando el sistema es inconsistente la solucion reportada es
la solucién de minimos cuadrados.

Una posible secuencia de pasos para encontrar la solucion de un sistema de ecua-
ciones se observa en el siguiente procedimiento (no es el Unico, en el capitulo 11 del
manual del usuario se incluyen otros procedimientos).

Considere el sistema

2x + 4y + 6z = 14

I
|
w

3x—2y+ z
4x + 2y — z=—4

1. Existen diferentes formas de introducir una matriz aumentada, la mas sencilla es
la siguiente:

Guardamos la matriz aumentada en la variable AAUG utilizando la siguente se-
cuencia

(_ ' )(ALPHA)(ALPHA) (A] (A] (U] (G](ENTER) (sTO )

2. Seencuentra la forma escalonada reducida por renglones de AAUG.

D | MATRICES
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seguido de las teclas [5] para seleccionar sistemas lineales y [4] para encontrar la for-
ma escalonada reducida por renglones (RREF).
El resultado es

1 0 0 —1
010 1
0 0 1 2

Asi, x, = —1, etcétera.

En los problemas 56 a 60 utilice una calculadora para resolver cada sistema.

56. 2.6x, — 4.3x, + 9.6x, =21.62
—8.5x, + 3.6x, + 9.1x, = 14.23
12.3x, — 8.4x, — 0.6x, = 12.61
57. 2x, — L =2
X, — X, +5x;+2x,=—4
3x,+3x, = Tx;— x, =4
—x,— 2x, + 3x, = =1

X, —4x

58.  1.247x, — 2.583x,+ 7.161x, +8.275x, = — 1.205
3.472x, + 9.283x,+ 11.275x, +3.606x, =  2.374
~5.216x, —12.816x, — 6.298x, + 1.877x, = 21.206
6.812x, + 5.223x,+ 9.725x, —2.306x, = —11.466

59.  23.42x, — 16.89x,+ 57.3lx, + 82.6x, = 2158.36
—14.77x, — 3829x,+ 92.36x, — 4.36x, = —1123.02
~77.21x, + 71.26x,— 16.55x, +43.00x, = 3248.71

91.82x, + 81.43x,+ 33.94x, +57.22x, =  235.25

60.  6.1x,— 2.4x,+233x, — 164x, — 89x,= 121.7

—14.2x, — 31.6x,— 5.8x,+ 9.6x, +23.1x, = — 87.7
10.5x, + 46.1x, — 19.6x, — 8.8x, —41.2x, = 10.8
37.3x, — 14.2x, + 62.0x, + 14.7x, — 9.6x, =  61.3

0.8x, + 17.7x, — 47.5x, — 50.2x, + 29.8x, = — 27.8

Mas ejercicios

En los problemas 61 a 65 calcule la forma escalonada por renglones (REF en lugar de RREF)
para cada matriz aumentada.
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61. La matriz del problema 57
62. La matriz del problema 56
63. La matriz del problema 59
64. La matriz del problema 58

65. La matriz del problema 60

En los problemas 66 a 71 encuentre todas las soluciones, si las hay, para cada sistema. Redon-
dee todas las respuestas a tres lugares decimales. [Sugerencia: Primero obtenga la forma escalo-
nada reducida por renglones de la matriz aumentada.]

66. 2.1x, + 4.2x,— 3.5x, =129
—59x, + 2.7x,+ 9.8x; = —1.6

67. —13.6x, +71.8x, + 46.3x, = —19.5
41.3x, — 75.0x, — 82.9x, = 46.4
41.8x, + 65.4x, — 269x, = 34.3

68. —13.6x, +71.8x, + 46.3x, = 19.5
41.3x, — 75.0x, — 82.9x, = 46.4

41.8x, +65.4x, — 26.9x, =35.3

69.  5x, — 2x, + llx; — léx, + 12x, = 105
—6x, + 8x, — l4x, — 9x, + 26x, = —62

Tx, —18x, — 12x, + 21x, — 2x,= 53

1 3 5

70.  S5x,— 2x, + llx, — 16x, + 12x; = 105
—6x, + 8x, — l4x, — 9x, + 26x, = —62
Tx, —18x, — 12x, + 2Ix, — 2x;= 53
—15x, +42x, + 21x, — 17x, + 42x, = —63

7. 5x,— 2x, + llx, — 16x, + 12x, = 105
—6x, + 8x, — l4x, — 9x, + 26x, = —62
Tx, —18x, — 12x, + 2Ix, — 2x;= 53

—15x, +42x, + 21x, — 17x, + 42x, = 63

m SISTEMAS HOMOGENEOS DE ECUACIONES

Un sistema general de m X n ecuaciones lineales se llama homogéneo si todas las constantes b,

b,, ... b, son cero. Es decir, el sistema general homogéneo esta dado por
a,x, +a,x,+ - +ax =0
a,x, + a,x,+ - +a,x =0

)

a x +a x,+-+a x =0

ml1™"1 mn~n



SOLUCION TRIVIAL O
SOLUCION CERO

=

SOLUCIONES NO
TRIVIALES

=

2.4 Sistemas homogéneos de ecuaciones 39

Los sistemas homogéneos surgen de diferentes formas. Se estudiara un sistema homogéneo
en la unidad 4. En dicha seccién se resolveran algunos sistemas homogéneos, de nueva cuenta,
mediante el método de eliminacién de Gauss-Jordan.

Para dicho sistema lineal general existen tres posibilidades: que no tenga soluciones, que
tenga una solucidén o que tenga un nimero infinito de soluciones. Para el sistema general ho-
mogéneo la situacion es mas sencilla.

Como x, = x, = = x, = 0 es siempre una solucion (llamada solucion trivial o solucion
cero), solo se tienen dos posibilidades: la solucidn trivial es la inica solucion o existe un nume-
ro infinito de soluciones ademas de ésta. Las soluciones distintas a la solucion cero se llaman
soluciones no triviales.

Sistema homogéneo que tiene tnicamente la solucion trivial

W Solucion

Resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones

2x, +4x, + 6x, =0
4x, +5x, + 6x;, =0
3x, + x, —2x,;,=0

Esta es la version homogénea del sistema del ejemplo 2.3.1. Al reducir en forma sucesiva, se
obtiene (después de dividir la primera ecuacion entre 2)

1 2 | 0) gor-ex (1 2 3]0 1 2 310
R,—>R, —3R, R,—> 1R,
45 610 : 0 3 610 0 1 210
31 210 0 -5 —11 | 0 0 -5 —11 | 0
kor-2x, (1 0 =1 ] 0 1 0 =1 | 0) gors+r, (1 0 0 | 0
R,—R, +5R, 0 1 210 R,——R, 0 1 210 R,—R, —2R, 010710
00 —-11]0 00 10 00110

Asi, el sistema tiene una solucion unica (0, 0, 0). Esto es, la tnica solucion al sistema es la trivial.

Un sistema homogéneo con un numero infinito de soluciones

M Solucion

Resuelva el sistema homogéneo

X, +2x,— x;=0
3x, —3x, +2x, =0
—x,—11lx,+ 6x,=0

Al hacer uso de la eliminacion de Gauss-Jordan se obtiene, sucesivamente,

1 2 =1 | 0) gor-sx (1 2 =110
3 -3 2| 0|]—=8"% o -9 5 |0
-1 11 6] 0 0 -9 510

12 =1 ] 0) kok-2x, (1 0 =1 |0

B N VRS QS . S L N S R S

0 -9 510 00 010
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EJEMPLO 3

Sistemas de ecuaciones lineales

Ahora la matriz aumentada esta en la forma escalonada reducida por renglones y, evidente-
mente, existe un nimero infinito de soluciones dadas por (—1/9x,, 5/9x,, x;). Si, por ejemplo,
x, =0, se obtiene la solucién trivial. Si x; = 1 se obtiene la solucion (—1/9, 5/9, 1). Si x, = 9n se
obtiene la solucion (—mn, 5m, 9n).

Un sistema homogéneo con mas incégnitas que ecuaciones tiene

W Solucion

un numero infinito de soluciones

Resuelva el siguiente sistema

x+ x,— x;,=0

N 2
4x, —2x, +Tx, =0
Al reducir por renglones se obtiene
1 1 =1 ] 0) gor-4r (1 1 =110
—_—
4 =2 710 0 -6 11 | O
R,> 7%R2 1 1 —1 | 0 R >R —R, 1 0 % | 0
—_— —_—
01 -4 10 01 -2 10

Asi, hay un niimero infinito de soluciones dadas por (—5/6x,, 11/6x,, x;). Esto puede no sor-
prender porque el sistema (2) contiene tres incognitas y unicamente dos ecuaciones.

En términos generales, si hay mas incdgnitas que ecuaciones, el sistema homogéneo (1)
siempre tendra un numero infinito de soluciones. Para ver esto observe que si solo tuviera la
solucion trivial, la reduccidn por renglones conduciria al sistema

=0
=0

X

y, posiblemente, algunas ecuaciones adicionales de la forma 0 = 0. Pero este sistema tiene al
menos tantas ecuaciones como incégnitas. Puesto que la reduccion por renglones no cambia ni
el nimero de ecuaciones ni el numero de incdgnitas, se tiene una contradiccion en la suposicion
de que habia mas incognitas que ecuaciones. Entonces se tiene el teorema 1.

El sistema homogéneo (1) tiene un nimero infinito de soluciones si n > m.

AUTOEVALUACION
I. ;Cuales de los siguientes sistemas deben tener soluciones no triviales?
a) a,x + a,x,=0 b) a,x, +a,x,=0 c) a,x, +a,x, + a,x,=0
Ay X, + a,x, =0 ay X, + a,x, =0 Ay X, + ay, X, + a,,x, =0

ay X, + a,x, =0
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Il. ;Para qué valores de k tendra soluciones no triviales el siguiente sistema?

x+ y+ z=0
2x +3y—4z=0
3x +4y + kz=0

a) 1 b) 2 ¢) 3 d) 4 ¢) 5 )

Desarrollo de competencias 2.4

En los problemas 1 a 17 encuentre todas las soluciones a los sistemas homogéneos.

1.

11.

13.

15.

17.

2x,— x,=0 2. x,—-5x,=0
3x,+4x,=0 —x,+5x,=0

x, —3x,=0 4. x+ x,— x;,=0
—2x, +6x,=0 2x, —4x, +3x;, =0

X+ X, = X, =

3

2x, —4x, +3x, =

1

—x,— Tx, = bx, =

2x,+3x, — X

1

4x,— x,=0

Tx,+3x,=0
—8x,+6x,=0

2x, — 5x, — 6x

2 3

, =
6x, — 5x, + 7x;, =

—-3x,=0
x,+3x, = 5x, +4x,=0

—2x, + 7x, =0
X+ 2x,— x, + 4x, =0
3x, - x; + 5x,=0
dx,+ 2x,+ 3x, =0
X, — 3x,=0
—2x, + 6x,=0
4x, —12x, =0
x+ x,— x;=0
dx,— x, +5x,=0
—2x,+ x, —2x,=0
3x,+2x, —6x,=0

10.

12.

14.

16.

3x,+7x,— x, =0

x+ x,— x,=0
2x,— 4x,+ 3x,=0

—5x,+13x, —10x,=0

X, —3x,+2x;, =0

3x,+6x, —3x; =0

X , =0

2x,+3x, = 8x; + x, =0

X, +7x, — x

X, —2x,+ x; + x, =0

3x, +2x, —2x, =0
dx, — x; — x, =

S5x,+ 3x,— x, =0
2x,— x,=0
3x,+5x,=0
Tx,—3x,=0

—2x,+3x,=0

—2x, + 6x,=0
x,— 3x,=0

—Tx, +21x, =0

41
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18. Muestre que el sistema homogéneo de ecuaciones

a,x, +a,x,=0
a, X, + a,,x, =0
tiene un numero infinito de soluciones si y sélo si a,,a,, — a,,a,, = 0.
19. Considere el sistema
2x, — 3x, +5x, =0
—x;+ Tx,— x;,=0
dx, —1lx, + kx, =0
(Para qué valor de k tendra soluciones no triviales?
*20. Considere el sistema homogéneo de 3 X 3
a, x, +a,x,+a;x,=0
Ay X, + Ay Xy + Ay X, =0
ay X, + Ay X, + a;x, =0

Encuentre condiciones sobre los coeficientes a, tales que la solucion trivial sea la Ginica
solucion.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

l. o Il. ¢

MANEJO DE LA CALCULADORA

Los sistemas homogéneos se pueden resolver con la calculadora HP50g al utilizar la
forma escalonada reducida por renglones de la matriz de coeficientes (RREF).
En los problemas 21 al 24 encuentre todas las soluciones para cada sistema.

2. 2.1x, +4.2x,—3.5x,=0
—59x, +2.7x, + 89x, =0

22. —13.6x, + 71.8x, + 46.3x,= 0
41.3x, — 75.0x, — 82.9x,= 0
41.8x, + 65.4x, — 26.9x,= 0

23, 25x, — 16x, + 13x, + 33x, — 57x, = 0

—l6x, + 3x,+ x, +12x, =0
— 18x, + 16x, —26x, =0
24. 5x, — 2x, +1lx, —16x, + 12x, =0

—6x, + 8x, —14x, — 9x, +26x, =0
Tx, —18x, —12x, + 21x, — 2x,=0
—x, +1lx, — 9x, + 13x, = 20x, = 0



RESUMEN

e La matriz de coeficientes de un sistema lineal

a, . x, + a,Xx, + .-
X, 4.

aZIxI + a22 2

a, x + a,,x, + .-

es la matriz

21 a22

ml m2
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Resumen

+a,x =b
n"’n 1
+a2nxn_b2
+a x =
mn”"n
In
a2n

mn

*  Elsistema lineal anterior se puede escribir utilizando la matriz aumentada

S

=
Il
o>

m

* Una matriz esta en la forma escalonada reducida por renglones si se cumplen las cuatro

condiciones dadas en la definicién 2.3.2

e Una matriz esta en la forma escalonada por renglones si se cumplen las primeras tres condi-

ciones de la definicién 2.3.2

*  Un pivote es el primer componente diferente de cero en el renglén de una matriz

*  Las tres operaciones elementales con renglones son

Multiplicar el renglon i de una matriz por ¢: R, — cR,, donde ¢ # 0.
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Multiplicar el renglén i por ¢ y sumarlo al renglén j: R, — R, + ¢R,.
Permutar los renglones iy j: R, < R,.

»  El proceso de aplicacion de operaciones elementales con renglones a una matriz se deno-
mina reduccion por renglones.

* La eliminacion de Gauss-Jordan es el proceso de resolucion de un sistema de ecuaciones
mediante la reduccion por renglones de la matriz aumentada a la forma escalonada redu-
cida por renglones, usando el proceso descrito en la seccion 2.3.

* Laeliminacionde Gaussesel procesoderesoluciondeunsistemadeecuacionesreduciendo por
rengloneslamatrizaumentada alaformaescalonada porrenglonesy utilizando la sustitucion
hacia atras.

*  Un sistema lineal que tiene una o mas soluciones se denomina consistente.

*  Un sistema lineal que no tiene solucién se denomina inconsistente.

*  Un sistema lineal que tiene soluciones cuenta con, ya sea, una solucioén unica o un numero
infinito de soluciones.

*  Un sistema homogéneo de i ecuaciones con n incognitas es un sistema lineal de la forma

a,x, + a,x, +--+a,x =0

1n""n

Ay X, T ayX, - ta, x =0

a x ta x +---+a x =0
ml1™1 m2772 mn""n

*  Un sistema lineal homogéneo siempre tiene la solucion trivial (o solucion cero)

» Las soluciones para un sistema lineal homogéneo diferentes de la trivial se denominan
soluciones no triviales.

*  El sistema lineal homogéneo anterior tiene un nimero infinito de soluciones si tiene mas
incdgnitas que ecuaciones (n > m).

COMPETENCIAS FINALES. UNIDAD 2

De los ejercicios 1 a 18 encuentre las soluciones (si existen) a los sistemas dados:

1. 3x, +6x,=9 2. 3x,+6x,=9
—2x, + 3x,=4 2x, +4x, =6
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3. 4x, +6x,=5 4. 3x, —6x,=9
6x, +9x, =15 —2x, +4x,=6

5. x+ x,+ x;=2 6. X, —2x, + x,=1
2x,— x, +2x,=4 2x,+3x, —2x, =5
—3x,+2x, +3x, =8 —x,—4x, +3x, =4

7. X+ x,+ x,=0 8. X+ x,+ x;=2
2x,— x, +2x,=0 2x,— x, +2x,=4
—3x,+2x, +3x,=0 —x,+4x, + x; =2

9.  2x,—3x, +4x,=1 10. X+ x,+ x;=2
3x,+3x, —5x, =5 2x,— x, +2x,=4
4x,—5x, + x, =4 —x,+4x, + x; =3

11. X+ x,+ x,=0 12 2x, + x, —3x,=0
2x,— x, +2x,=0 4x,— x, + x;,=0

—x,+4x, + x, =

13. x+ x,=0 14. x,+ x,=1
2x,+ x,=0 2x, — x,=3
3x,+ x,=0 3x, + x,=
15. X+ x5+ x,+ x,= 4 16.  3x,—2x,— x; + 2x, =0
2%, = 3x,— x; T 4x,= 7 4x,+ 3x,— x; — 2x, =0
—2x,+4x,+ x; - 2x,= 1 —6x, —13x,+ x, +10x, =0
Sx,— x,+2x;+ x,=-1 2x, —24x,— 2x, +20x, =0
17. x+ x,+ x;+ x,=0 18. x+ x,+ x;+ x,=0
2x,— 3x,— x; + 4x, =0 2x,— 3x,— x; + 4x, =0
—2x,+4x,+ x, — 2x, =0 —2x,+4x,+ x; — 2x, =0

Sx,— x,+2x; + x,=0

De los ejercicios 19 a 23 determine si la matriz dada esta en la forma escalonada por renglones
(pero no en la forma escalonada reducida por renglones), en la forma escalonada reducida por
renglones o en ninguna de las dos.

1 00O 1 8 1 0 1 3 4 2
19. |0 1 0 2 200 |0 1 5 =7 21. |0 O 1 5
0013 0 01 4 0 0 0 3
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1 020
0130

En los ejercicios 24 a 26 reduzca la matriz a la forma escalonada por renglones y a la forma
escalonada reducida por renglones.

N
N
S O =
S W O

2 8 2
24, 25. | -1 2 0 3 2. |3 3 4 1
1 0 —6
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MATRICES Y DETERMINANTES

[ COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Modelar y resolver diferentes problemas de aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales en
el area de las matematicas y de la ingenieria por los métodos de Gauss, Gauss-Jordan, matriz
inversa y regla de Cramer.

m VECTORES Y MATRICES

El estudio de vectores y matrices es la médula del algebra lineal. El estudio de vectores co-
menzo esencialmente con el trabajo del gran matematico irlandés Sir William Hamilton
(1805-1865)". Su deseo de encontrar una forma de representar un cierto tipo de objetos en el
plano y el espacio lo llevo a descubrir lo que ¢l llamo los cuaterniones. Esta nocién condujo al
desarrollo de lo que ahora se conoce como vectores. A lo largo de toda su vida y del resto del
siglo x1x hubo un debate considerable sobre la utilidad de los cuaterniones y de los vectores. Al
final del siglo el gran fisico inglés Lord Kelvin escribié que los cuaterniones, “aun cuando son
bellamente ingeniosos, han sido un mal peculiar para todos aquellos que los han manejado de
alguna manera y los vectores... nunca han sido de menor utilidad para ninguna criatura.”

Pero Kelvin estaba equivocado. En la actualidad casi todas las ramas de la fisica clasica y
moderna se representan mediante el lenguaje de vectores. Los vectores también se usan, cada
vez mas, en las ciencias bioldgicas y sociales.*

Anteriormente se describid la solucién, un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas
como un par de nimeros (x, y). En el ejemplo 2.3.1 se escribi6 la solucién a un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas como la terna de numeros (4, —2, 3). Tanto (x, y) como (4, —2, 3)
son vectores.

[

¥ Vea la semblanza bibliografica de Hamilton.

¥ Un analisis interesante sobre el desarrollo del analisis vectorial moderno se puede consultar en el libro de M.J. Crowe,
A History of Vector Analisis (Notre Dame: University of Notre Dame Press, 1967) o en el excelente libro de Morris Kil-
ne, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford University Press, 1972, capitulo 32).
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DEFINICION n

DEFINICION

COMPONENTES
Lo DE UN VECTOR

Lz VECTOR CERO

EJEMPLO 1

Matrices y determinantes

Vector renglon de n componentes

Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de » nimeros escritos
de la siguiente manera:

(B ) 1)

Vector columna de n componentes

Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n numeros escritos de
la siguiente manera:

: @

En (1) o (2), x, se denomina la primera componente del vector, x, es la segunda componente, y asi
sucesivamente. En términos generales, x, se denomina la k-ésima componente del vector.

Con el objeto de simplificar, con frecuencia se hara referencia a un vector rengléon de n com-
ponentes como un vector renglon o un n-vector. Del mismo modo, se usara el término vector co-
lumna (o n-vector) para denotar a un vector columna de n componentes. Cualquier vector cuyos
elementos sean todos cero se denomina un vector cero.

Cuatro vectores

Los siguientes son vectores:

i) (3, 6) es un vector renglén (o un 2-vector)

2
ii) | —1 | es un vector columna (o un 3-vector)
5

iii) (2, —1,0, 4)) es un vector renglén (o un 4-vector)

es un vector columna yun vector cero.

<
N
©c o o o o
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La palabra “ordenado” contenida en la definicion de un vector es de fundamental importan-
cia. Dos vectores con las mismas componentes escritas en diferente orden no son iguales. De
esta forma, por ejemplo, los vectores renglon (1, 2) y (2, 1) no son iguales.

A lo largo del libro se resaltaran los vectores con letras minusculas negritas como u, v, a, b,
¢, y asi sucesivamente. Un vector cero se denota por 0. Mas aun, como en términos generales
resultara obvio cuando se trate de un vector renglon o de un vector columna, se hara referencia
a ellos simplemente como “vectores”.

Los vectores surgen de diversas maneras. Suponga que el jefe de compras de una fabrica
debe ordenar cantidades diferentes de acero, aluminio, aceite y papel. El puede mantener el

10

) 30 (. .. .
control de las unidades a ordenar con un solo vector. El vector s indica que ordenara 10

unidades de acero, 30 unidades de aluminio, etcétera.
60

Observacion. Se puede observar aqui por qué el orden en que se escriben las componentes de

30 10
un vector es sumamente importante. Es evidente que los vectores 15 y 30 tienen signifi-
cados muy distintos para el comprador. 60 15

10 60

En seguida se describiran algunas propiedades de los vectores. Puesto que seria repetitivo
hacerlo primero para los vectores renglon y después para los vectores columna, se presentaran
todas las definiciones en términos de vectores columna. Los vectores renglon tienen definicio-
nes similares.

Las componentes de todos los vectores en este texto son nimeros reales o complejos.” Se
denota al conjunto de todos los numeros reales por simbolo R y al conjunto de nimeros com-
plejos por simbolo C.

El espacio simbolo I"

Se usa el simbolo " para denotar al conjunto de todos los n-vectores

i

a
, donde cada a, es un numero real.

De manera similar, se usa el simbolo €" para denotar al conjunto de todos los

4

c
2 , .
n-vectores | |, donde cada ¢, es un numero complejo.

CII
" Un ndmero complejo es un ntimero de la forma a + ib, en donde a 'y b son nimeros reales e i =+/~1. En la unidad
1 se dio una descripcion de los nimeros complejos. No se habla de vectores complejos otra vez hasta la unidad 4;
seran Utiles en especial en el apéndice A. Por lo tanto, a menos que se establezca de otra manera, por el momento
se supondra que todos los vectores tienen componentes reales.
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DEFINICION B

RENGLONES Y
COLUMNAS DE

= UNA MATRIZ
COMPONENTE O
2 ELEMENTO

MATRIZ CUADRADA

=

MATRIZ cERO

TaAmARNO DE
UNA MATRIZ

=

EJEMPLO 2

Matrices y determinantes

En términos reales los vectores son tipos especiales de matrices. Por lo tanto, en lugar de
estudiar las propiedades de los vectores se analizaran las propiedades de las matrices.

Matriz

Una matriz 4 de m X n es un arreglo rectangular de 7n nimeros dispuestos en m ren-
glones y n columnas

a, a4, a, -~ 4q,
a4 4y a,; @,
a[l a12 ij in
a a e a . e a
ml m2 mj mn

El simbolo m X n se lee “m por n”. A menos que se establezca lo contrario, se supondra siempre
que los niimeros en una matriz o vector son reales. El vector renglon (a,,, a,,, ... a,) se llama ren-

alj

se llama columna j. I.a componente o elemento ij de 4, denotado

. a,.
glon i y el vector columna | 2/

4,
por aj, es el niimero que aparece en el renglon i y la columnas j de A. En ocasiones se escribird
la matriz 4 como 4 = (a,). Por lo general, las matrices se denotaran con letras mayusculas.
Si A es una matriz m X n con m = n, entonces A se llama matriz cuadrada. Una matriz
m X n con todos los elementos iguales a cero se denomina matriz cero de m X n.
Se dice que una matriz m X n tiene tamafo m X n.

Nota histérica. El matematico inglés James Joseph Silvester (1814-1897) fue el primero que
utilizé el término “matriz” en 1850, para distinguir las matrices de los determinantes (que se
estudiaran mas adelante). La idea era que el término “matriz” tuviera el significado de “madre
de los determinantes”.

Cinco matrices

En seguida se presentan cinco matrices de diferentes tamafios:

3
i) 4 o es una matriz de 2 X 2 (cuadrada).

-1 3
i) 4 0 | es una matriz de 3 X 2.
1 -2
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-1 4 1
iii) es una matriz de 2 X 3.
30 2
1 6 —2
iv) |3 1 4 |esunamatrizde 3 X 3 (cuadrada).
—6 5
V) 0000 es la matriz cero de 2 X 4.
0 0 0 O

Notacion con paréntesis cuadrados. En algunos libros las matrices se presentan dentro de pa-
réntesis cuadrados en lugar de paréntesis redondos. Por ejemplo, las primeras dos matrices del
ejemplo 2 se pueden escribir como

L 3 -1 3
i) 4 ={4 2} i) 4=| 4 0
1 -2

En este texto se utilizaran exclusivamente paréntesis redondos.
A través del libro se hace referencia al renglén i, la columna j y la componente ij de una
matriz para diferentes valores de i y j. Estas ideas se ilustran en el siguiente ejemplo.

Localizacion de las componentes de una matriz

Encuentre las componentes (1, 2), (3, 1) y (2, 2) de

1 6 4
A=|2 -3 5
7 40

La componente (1, 2) es el nimero que se encuentra en el primer renglén y la segunda columna,
que se han sombreado; la componente (1, 2) es 6:

2a. columna

|

ler.renglon—(1 6 4
2 =35
7 40

En las siguientes matrices sombreadas se puede ver que la componente (3, 1) es 7 y la compo-
nente (2, 2) es —3:

la. columna 2a. columna
1 6 4 1 6 4
2 =35 20.tenglon —>{ 2 —3 5

3er.renglon—>\7 4 0 7 40
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DEFINICION n

EJEMPLO 4

Matrices y determinantes

Igualdad de matrices

Dos matrices 4 = (a)yB= (by) son iguales si (1) son del mismo tamafo y (2) las com-
ponentes correspondientes son iguales.

Matrices iguales y matrices distintas

W Solucion

(Son iguales las siguientes matrices?

(4 15 143 1 243
D l2 =3 0] Y li+1 1-4 6-6
(=20 0 —2

i) 13 Y |1 3

(ro 1 00

i o 1) Y lo1 o

i) Si; ambas matricessonde2 X3yl +3=4,2+3=51+1=2,1-4=-3y
6—6=0.

ii) No; —2+#0, por lo que las matrices son distintas ya que, por ejemplo, las componentes
(1, 1) son diferentes. Esto es cierto aun cuando las dos matrices contienen los mismos
nimeros. Las componentes correspondientes deben ser iguales. Esto significa que la
componente (1, 1) en A debe ser igual a la componente (1, 1) en B, etcétera.

iii) No; la primera matriz es de 2 X 2 y la segunda es de 2 X 3, de manera que no tienen el
mismo tamafo.

Los vectores son matrices de un renglén o de una columna

Cada vector es un tipo especial de matriz. Asi, por ejemplo, el vector renglén de n

componentes (a,, a,, . . . ¢,) €s una matrizde 1 X n, mientras que el vector columna de
al
a2

n componentes | ~ | es una matrizde n X 1.
a

Las matrices, al igual que los vectores, surgen en un gran numero de situaciones practicas.

10

. . ., 30
Por ejemplo, anteriormente se analizo la manera en que el vector puede representar las can-
15

60

tidades ordenadas de cuatro productos distintos utilizados por un fabricante. Suponga que se
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tienen cinco plantas diferentes, entonces la matriz de 4 X 5 podria representar las 6rdenes de
los cuatro productos en cada una de las cinco plantas.

10 20 15 16 25
30 10 20 25 22
15 22 18 20 13
60 40 50 35 45

Se puede apreciar, a manera de ejemplo, que la planta 4 ordena 25 unidades del segundo pro-
ducto mientras que la planta 2 ordena 40 unidades del cuarto producto.
Las matrices se pueden sumar y multiplicar por nimeros reales.

Suma de matrices

Sean A = (a;) y B = (b;) dos matrices m X n. Entonces la suma de 4 y B es la matriz
m X n, A + B dada por

a, +b11 a, +b12 4, +bln
A+B=(a +b)= ay tb, a,t+b, - a, tb, @)
ij i 5 : :
aml + bml amZ +bm2 amn + bmn

Es decir, A + B es la matriz m X n que se obtiene al sumar las componentes correspon-
dientes de 4 y B.

La suma de dos matrices se define inicamente cuando las matrices son del mismo tamafio.

1 0
, . . . 1 3 .
Asi, por ejemplo, no es posible sumar las matrices - y | 2 —5| o las matrices
1 4 7
(vectores) [2j y | 2 |. Es decir, son incompatibles bajo la suma.
3

Suma de dos matrices

L EscALARES

2 4 —6 7 01 6 —2 2 5 0 5
1 3 2 1|+ 2 3 4 3|=| 3 6 6 4
-4 3 =5 5 -2 1 4 4 -6 4 -1 9

Al manejar vectores se hace referencia a los numeros como escalares (que pueden ser reales o
complejos dependiendo de si los vectores en cuestion son reales o complejos).

Nota histérica. Eltérmino“escalar”encuentrasuorigen con Hamilton. Su definicién de cuaternién
incluia lo que él definié una “parte real”y una “parte imaginaria” En su articulo “On Quartenions,
or on a New System of Imagineries in Algebra’, en Philosophical Magazine, 3a. serie, 25(1844):26-
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DEFINICION

EJEMPLO 6

Matrices y determinantes

27, escribio: “La parte real algebraicamente puede tomar . . . todos los valores contenidos en la
escala de la progresién de nimeros desde el infinito negativo al infinito positivo; la llamaremos,
entonces, la parte escalar o simplemente el escalar del cuaternion...” En el mismo articulo Hamil-
ton definié la parte imaginaria de su cuaternion como la parte vectorial. Aunque éste no fue el
primer uso que se dio a la palabra “vector’, si fue la primera vez que se usé en el contexto de las
definiciones contenidas en esta seccion. Es importante mencionar que el articulo del que se tomd
la cita anterior marca el inicio del andlisis vectorial moderno.

Multiplicacion de una matriz por un escalar

SiAd= (ai/.) es una matriz de m X n y si « es un escalar, entonces la matriz m X n, oA,
esta dada por

aan aalz aaln
aa aa. e ad
ad=(aa )= " "= 3)
U} . . <
aa aa eoaa
ml m2 mn

Esto es a4 = (aa,) es la matriz obtenida al multiplicar cada componente de 4 por a. Si
ad =B = (bij),entoncesbijz aq; para i = L,2,....,myj=1,2,...,n

Multiplos escalares de matrices

EJEMPLO 7

1 -3 4 2 2 -6 8 4
Sead=| 3 1 4 6| Entonces24= 6 2 8 12
-2 3 57 —4 6 10 14
S e 0000
—l4=[-1 -1 =+ 2| y 04=[0 0 0 0
- N 0000

Suma de multiplos escalares de dos vectores

B Solucion

4 -2
6 4
Seaa= | y b= . Calcule 2a — 3b.
3 0
4 -2 8 6 14
6 4 12 —12 0
2a—3b=2 +(=3) = + =
1 -3 2 9 11
3 0 6 0 6

El teorema que se presenta a continuacion proporciona los hechos basicos sobre la suma de
matrices y la multiplicacion por escalares. Se demuestra la parte iii) y se deja el resto de la prue-
ba como ejercicio para el lector (vea los problemas 41 a 43).
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TEOREMA n Sean A4, By C tres matrices de m X ny sean a y 3 dos escalares. Entonces:
i) A+0=4
ii) 04=0
iii) A+ B=B+ 4 (ley conmutativa para la suma de matrices)
iv) (A+B)+C=4+ B+ 0O (ley asociativa para la suma de matrices)

V) (4 + B) = ad + aB (ley distributiva para la multiplicacion por un escalar)
vi) 14=4
Vii) (o + B)4 = ad + BA

Nota. El cero en la parte i) del teorema es la matriz cero de m X n. En la parte ii) el cero a
la izquierda es un escalar mientras que el cero a la derecha es la matriz cero de m X n.

11 12 1n b11 b12 In
a b
Demostracion de iii. Sea 4= .21 .22 _Zn y B= _21 “ .
aml amZ amn bml bm2 bmn
Por ende
a, + bu a, + blZ a, + blrt
a, +b a, +b a, +b
2 2 2 2 2 2n
A+B= " % ' !
aml + bml am2 + me o amn + bmn
a+ b= b + apara cualesquiera
dos nd P | b q b,ta, b,+ta, - b, *a,
os numeros realesay \
b21 +a, bzz ta, - b2n +a,
= ) ) ) =B+ 4
bml + aml m2 + am2 e bmn + amn

EJEMPLO 8 llustracion de la ley asociativa para la suma de matrices

Para ilustrar la ley asociativa se observa que

[ Y |

(3 21 + 3 -1 2) (6 13
4 -2 5 0 1 4 4 -1 9
De igual manera

e B R G|
S E T ]

6 1 3
4 -1 9
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El ejemplo 7 ilustra la importancia de la ley asociativa de la suma de vectores ya que si se desea
sumar tres matrices o mas, Unicamente se podra hacerlo sumandolas de dos en dos. La ley aso-
ciativa indica que esto se puede llevar a cabo de dos maneras diferentes obteniendo el mismo re-
sultado. Si no fuera asi, seria mas dificil definir la suma de tres o mas matrices ya que tendria que
especificarse si se quiere definir la sumade A + B+ Ccomo (4 + B) + Cocomo 4 + (B + C).

AUTOEVALUACION

I. ;Cual de las siguientes aseveraciones es cierta para la matriz
1 2 3 9
7 —1 0

b) Si se multiplica por el escalar —1, el producto es (_1 _? _(3))
—7

a) Es una matriz cuadrada.

¢) Es una matriz de 3 X 2.

d) Es la suma de 3 14 y 2 1 l.
7 2 0 0 10

Il. ;Cual de los incisos es 24 — 4BsiA =2 0 0)yB= 3 1)?
a) (—8 —4)
b)(501)
¢) (16 —40)
d) Esta operacion no se puede realizar.
lll. ;Cual de las siguientes afirmaciones es cierta cuando se encuentra a diferencias (res-
tas) de dos matrices?

a) Las matrices deben ser del mismo tamaiio.
b) Las matrices deben ser cuadradas.
¢) Las matrices deben ser ambas vectores renglon o vectores columna.

d) Una matriz debe ser un vector renglén y la otra un vector columna.
IV. ;Cuales serian los elementos de la segunda columna de la matriz B si
3 4 0 0 00
+B= ?
2 8 -1 0 00
a) —2,-8,1 b) 4, -8
c) 2,8 —1 d) —4,8

V. (Cual de las siguientes debe ser el segundo renglon de la matriz B si 34 — B = 2C
para



SEMBLANZA DE...

Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865

Sir William Rowan Hamilton nacié en Dublin en 1805, en donde
pasoé la mayor parte de su vida, y fue sin duda el més grande ma-
tematico irlandés. El padre (un abogado) y la madre de Hamilton
murieron cuando era apenas un nifo. Su tio, un linglista, se hizo
cargo de su educacion. A la edad de cinco aios, Hamilton podia
leeringlés, hebreo, latin y griego. Cuando cumplié los 13 domina-
ba, ademas de los idiomas del continente europeo, sanscrito, chi-
no, persa, arabe, malasio, hindu, bengali y varios otros. Hamilton
disfrutaba escribir poesia, tanto en su infancia como en la vida
adulta, y entre sus amigos se contaban los grandes poetas ingle-
ses Samuel Taylor Coleridge y William Wordsworth. Sin embargo,
la poesia de Hamilton se consideraba tan mala que resulté una
bendicién que desarrollara otros intereses, especialmente aque-
llos relacionados con las matematicas.

Aunque disfrutd las matematicas desde nino, el interés de
Hamilton crecié de manera importante después de un encuentro
casual a la edad de 15 anos con Zerah Colburn, el americano que
calculd las descargas eléctricas de los rayos. Poco después, Hamil-
ton comenzo a leer los libros importantes de matematicas de su
tiempo. En 1823, a los 18 afos, descubrié un error en la Mécanique
céleste de Simon Laplace y escribié un articulo impresionante so-
bre el tema. Un aito mas tarde entr6 al Trinity College en Dublin.

La carrera universitaria de Hamilton fue sobresaliente. A los
21 anos, siendo todavia estudiante de licenciatura, habia impre-
sionado a tal grado a sus maestros que fue nombrado Astrénomo
Real de Irlanda y profesor de Astronomia en la universidad. Poco
después escribio lo que ahora se considera un trabajo clésico en
6ptica. Haciendo uso Unicamente de la teoria matematica, pre-
dijo la refraccion cénica en cierto tipo de cristales. Mas tarde los
fisicos confirmaron esta teoria. En parte debido a este trabajo,
Hamilton fue armado caballero en 1835.

El primer articulo puramente matematico de Hamilton apa-
recio en 1833. En él describié una manera algebraica de manipular
pares de nimeros reales. Este trabajo sienta las reglas que se usan
hoy en dia para sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros com-
plejos. No obstante, en un principio, Hamilton no pudo desarrollar
una multiplicacién para ternas o n-eadas ordenadas de numeros
para n > 2. Durante 10 afios estudié este problema, y se dice que
lo resolvié en un rato de inspiracion mientras caminaba por el
Puente de Brougham en Dublin en 1843. La clave era descartar la
conocida propiedad conmutativa de la multiplicacién. Los nuevos
objetos que cred se llamaron cuaterniones, que fueron los precur-
sores de lo que ahora se conoce como vectores. En la actualidad,
una placa incrustada en el puente cuenta la historia.

843 E1RE 1943lh

Sir William Rowan Hamilton
( The Granger collection)

Aqui, mientras caminaba
el 16 de octubre de 1843,

Sir William Rowan Hamilton
descubrio, en un instante de
genialidad, la férmula fundamental
para la multiplicacién de cuaterniones
P=F=K=ik=—-1
y la grabé en una piedra de este puente.

Durante el resto de su vida, Hamilton pasé la mayor parte del
tiempo desarrollando el dlgebra de cuaterniones. El suponia que
tendrian un significado revolucionario en la fisica matematica.
Su trabajo monumental sobre este tema, Treatise on Quaternions,
fue publicado en 1853. Mas tarde trabajo en una extension del
tema, Elements of quaternions. Aunque Hamilton murié en 1865
antes de terminar esta obra, su hijo publicé el trabajo en 1866.

Los estudiantes de matematicas y fisica conocen a Hamil-
ton dentro de muchos otros contextos. En fisica matematica, por
ejemplo, se encuentra la funciéon hamiltoniana que con frecuen-
cia representa la energia total de un sistema, y las ecuaciones
diferenciales de dinamica de Hamilton-Jacobi. En la teoria de ma-
trices, el teorema de Hamilton-Cayley establece que toda matriz
satisface su propia ecuacion caracteristica. Esto se estudiara en
el capitulo 6.

A pesar del gran trabajo desarrollado, los ultimos afos de
Hamilton fueron un tormento. Su esposa estaba semiinvélida y
él fue atacado por el alcoholismo. Es gratificante, por lo tanto, se-
nalar que durante esos ultimos anos la recién formada American
Nacional Academy of Sciences eligié a Sir William Rowan Hamil-
ton como su primer miembro extranjero.
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a) —3,2,6 b) 0,-2,9
¢ 3,-2,6 d) 0,2, -9

Desarrollo de competencias 3.1

-3 5 2
En los problemas 1 a 13 realice los calculos indicadoscona=| 1|,b=|—4|yc=| 0|
4 7 -2
1. a+b 2. 3b 3. Sa
4. —2c 5. b+ 3c 6. 2a—5b
7. —3b+ 2c 8. —5a+3b 9. Oc
10. a+b+ec 11. 2a +4b — 3¢ 12. 3a —2b + 4c

13. 3b— 7¢c + 2a

En los problemas 14 a 26 realice los calculos indicados cona = (3, —1,4,2),b = (6,0, —1,4)
ye=(—1,3,1,5).

14. a+c 15. b—a 16. c—a
17. 4c 18. —2b 19. 7b + 4c
20. 2a—c 21. 4b — 7a 22. at+b+e
23. ¢—b+2a 24. 3a —2b — 4c 25. 3a—2b + 4c
26. aa + Bb + ye
3 -2 0
En los problemas 27 a 44 realice las operaciones indicadas con 4=| 2 5|,B=| 1 4|y
-1 1 -1 2 -7 5
C=| 4 6|.
-7 3
27. 34 28. A+ B 29. C— 4
30. 4-C 31. 2C—54 32. 0B (0 es el cero escalar)
33. —74 + 3B 34. 6B— 174 +0C 35. A+B+C
3. C—A4—-B 37. B—A4-2C 38. 24 —3B+4C

39. 7C—- B+ 24

40. Encuentre una matriz D tal que 24 + B — D es la matriz cero de 3 X 2.
41. Encuentre la matriz E tal que 4 + 2B — 3C + E es la matriz cero de 3 X 2.
42. Encuentre una matriz D tal que 24 + B — D sea la matriz cero de 3 X 2.

43. Encuentre una matriz E tal que A + 2B + 3E sea la matriz de 3 X 2 cuyos elementos todos
son uno.

3
324+ B+ X)=5X— A+ B)

1 -1 -1 0
44. Dados 4= (2 J y B =[ ) 3j , resuelva la siguiente ecuacion para X:
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1 -1 2 0 2

En los problemas 45 a 54 realice los calculos indicadoscon 4={3 4 5|,B=(3 0 5

0 0 2 0o 1 -1 7 =6 0
yC={3 1 0

0 -2 4
45. A - 2B 46. 34 - C 47. 3B — 24
48. A+B+ C 49. 24 — B+ 2C 50. 34 +2B—4C
51. C—A4—-B 52. 4C—-2B+ 34

53. Encuentre una matriz D tal que A + B + C + D es la matriz cero de 3 X 3.
54. Encuentre una matriz E tal que 3C — 2B + 84 — 4E es la matriz cero de 3 X 3.

55. Encuentre una matriz D tal que 4 + B + C + D sea la matriz de 3 X 3 cuyos elementos
todos son uno.

56. Encuentre una matriz E tal que 4 + 2B + E — 3C sea la matriz de 3 X 3 cuyos elementos
todos son uno.

1 0 1 0
57. Sea Aunamatrizde3 X 3talque 4| 2 |=| 1 |y4 3 |=| 2 |. Calcular 4| 1
5 3 -1 4 11

58. Sea A4 = (a;) una matriz de m X n'y sea 0 la matriz cero de m X n. Utilice las definiciones
5y 6 para demostrar que 04 =0y que 0+ A= A. De igual manera, muestre que 14 = 4.

59. Sid = (ay),B=(b)y C = (c)son tres matrices de m X n, calcule (4 + B) + Cy 4 +
(B + C) y muestre que son iguales.

60. SiaypBsonescalaresy Ay Bson matrices de m X n, calcule a(4 + B)y a4 + aBy muestre
que son iguales. Calcule ademas (a + B) 4y a4 + BA y muestre que son iguales.

61. Considere la “grafica” que une los cuatro puntos de la figura 3.1. Construya una matriz de
4 X 4 que tenga la propiedad de que a,; = 0 si el punto i/ no esta conectado (unido por una
linea) con el punto jy a, = 1 si el punto i esta conectado con el punto j.

62. Haga lo mismo (construyendo una matriz de 5 X 5) para la grafica de la figura 3.2.

63. En la fabricacién de cierto producto se necesitan cuatro materias primas. El vector
d=| ? | representa una demanda dada de la fabrica para cada una de las cuatro materias

primas para producir una unidad del producto. Si d es el vector demanda de la fabrica 1 y
e es el vector demanda de la fabrica 2, ;qué representan los vectores d + e y 2d?

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION
1. b) IL. d) . ) IV. b) V. b)
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MANEJO DE LA CALCULADORA

Suma y multiplicacién por un escalar en la HP50g

La manera mas sencilla de sumar dos matrices del mismo tamafio es introducir primero
cada matriz y dar a cada una un nombre (como 422y B22).

(22 e ¥
tEANMCLZE 2%9kf22
=2 0
n 2

:RANKCLE 23)kE22

La funcion RANM produce una matriz de dimensioén {n,m} con elementos aleatorios.
Después, para obtener 422 + B22 o A22 — B22 se oprime

(enTer)( ) ¢z (ENTER) (enTer)( — )

Para obtener 422, primero gurdamos el valor de alpha utilizando la siguiente se-
cuencia

. 2 5 +/— ) (ENTER) (_ * ) (ALPHA) @

La multiplicacion se obtiene utilizando la siguiente secuencia

@ (7 @) @ ¢

m PRODUCTOS VECTORIAL Y MATRICIAL

EJEMPLO 1

En esta seccion se analizara la forma en la cual se pueden multiplicar dos matrices. Es obvio
que se puede definir el producto de dos matrices de m X n, 4 = (a,) y B = (b,) como la matriz
m X n cuya componente ij es a;b,. Sin embargo, para casi todas las aplicaciones importantes
que usan matrices, se requiere de otro tipo de producto. Explicaremos las razones de esto.

Producto de un vector de demanda y un vector de precios

B Solucion

Suponga que un fabricante produce cuatro articulos. Su demanda esta dada por el vector de de-
mandad = (30 20 40 10)(unamatrizde 1 X 4). El precio por unidad que recibe el fabricante
$20

$15

por los articulos esta dado por el vector de precios p = $18 (una matriz de 4 X 1). Si se cumple

$40
la demanda, ;cuanto dinero recibira el fabricante?

La demanda del primer articulo es 30, y el fabricante recibe $20 por cada articulo vendido. Por
consiguiente recibe (30)(20) = $600 de las ventas del primer articulo. Si se sigue este razona-
miento, se ve que la cantidad total de dinero que recibe es

(30)(20) + (20)(15) + (40)(18) + (10)(40) = 600 + 300 + 720 + 400 = $2 020
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Este resultado se escribe como

20
15
(30 20 40 10) s =2020

40

Es decir, se multiplicd un vector renglén de 4 componentes y un vector columna de 4 compo-
nentes para obtener un escalar (un numero real).

En el ultimo ejemplo se multiplicd un vector renglén por un vector columna y se obtuvo un
escalar. En términos generales se tiene la siguiente definicion.

Producto escalar

1 bl
a2 b2

Seana=| ° |yb=| ” |dos vectores. Entonces el producto escalar de a y b denotado
an bn

por a - b, esta dado por
a-b=ab +ab,+---+apb, 1)
Debido a la notacion en (1), el producto escalar se llama con frecuencia producto punto

o producto interno de los vectores. Observe que el producto escalar de dos n-vectores es
un escalar (es decir, es un nimero).

Al tomar el producto escalar de a y b es necesario que a y b tengan el mismo nimero de com-
ponentes.

A menudo se tomara el producto escalar de un vector renglén y un vector columna. En este
caso se tiene

Producto escalar

vector rengléon 1 X n

b

1

b
(a,a,,...,a)| *|=ab +ab ++ab ?)

b I

T Este es un numero real (un escalar)

vector columna n X 1
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Producto escalar de dos vectores

B Solucion

EJEMPLO 3

1 3
Seaa=|—-2|yb=| —2|. Calculea-b.
3 4

a-b=DB3)+(-2)(-2)+ 3@ =3+4+12=19.

Producto escalar de dos vectores

B Solucion

TEOREMA n

Prueba de ii)

Seaa=(2,—-3,4,—6)yb= . Calcule a - b.

W O N =

Aquia-b=Q)(1) + (—3)Q2) + 4)(0) + (—6)3) =2 -6+ 0 —18 = —22.

El teorema se presenta a continuacion y se deduce directamente de la definicion del producto
escalar. Se demuestra la parte ii) y se deja el resto como ejercicio.

Sean a, b y ¢ tres n-vectores y sean o y B dos escalares. Entonces

i)a-0=0
ii)a-b=b-a (ley conmutativa del producto escalar)
iii)a-b+c)=a-b+a-c

iv) (@a)-b = a(a-b)

(ley distributiva del producto escalar)

1 bl
a b
Seana=| ?|yb=]| ?
an bn
Entonces

ab = ba para

cualesquiera dos numeros a'y b

:

ab=ab +ab +---+ab =ba +ba,+---+ba =b-a

Observe que no existe una ley asociativa para el producto escalar. La expresion (a - b) - ¢ =
a - (b - ¢)no tiene sentido porque ninguno de los dos lados de la ecuacidn esta definido. Para
el lado izquierdo, esto se concluye a partir de que a - b es un escalar y el producto escalar del
escalar a - by el vector ¢ no esta definido.

Abhora se define el producto de dos matrices.
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Producto de dos matrices

Sea A = (a,) una matrizm X n,y sea B = (b,.j) una matriz n X p. Entonces el producto de
A'y Besuna matrizm X p, C = (c;), en donde

¢; = (renglén i de A) - (columna j de B) 3

Es decir, el elemento ij de AB es el producto punto del rengléon i de 4 y la columna j de B.
Si esto se extiende, se obtiene

¢;=ayb,tazb,+ ... +a,b, )

Si el nimero de columnas de A4 es igual al nimero de renglones de B, entonces se dice
que 4 y B son compatibles bajo la multiplicacion.

Dos matrices se pueden multiplicar unicamente si el nimero de columnas de la primera
matriz es igual al nimero de renglones de la segunda. De otro modo, los vectores que
forman el renglén i en 4 y la columna j de B no tendran el mismo numero de compo-
nentes y el producto punto en la ecuacién (3) no estara definido. Dicho de otro modo,
las matrices A y B seran incompatibles bajo la multiplicacion. Para ilustrar esto se con-
sideran las siguientes matrices de 4 y B:

columna j de B

11 12 1n
Gy 2 5 i 12 bl/‘ 1p
. : b, by sz 2p
renglonide 4 —|( @, a, N : :
: nl an o nj o np
ml m2 o amn

Los vectores renglén y columna sombreados deben tener el mismo numero de com-
ponentes.

Producto de dos matrices de 2 x 2

B Solucion

1 3 -2
Sid= 3 y B= , calcule AB'y BA.
-2 4 5 6

A es una matriz de 2 X 2y B es una matriz de 2 X 2, entonces C = AB = (2 X 2) X (2 X 2)
también es una matrizde 2 X 2. Si C = (c,), jcual es el valor de ¢||? Se sabe que

¢,; = (ler. renglon de A) - (1a. columna de B)
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Reescribiendo las matrices se tiene

la. columna de B

|

ler.renglonde 4 —( 1 3|(3 —2
-2 4J){5 6

3
¢, =(1 3)(5]=3+15=18

Asi,

De manera similar, para calcular ¢, se tiene

2a. columna de B

|

ler.renglonde 4 —( 1 3)(3 —2
-2 4)\5 6

-2
¢, =(1 3)( 6)=—2+18=16

Siguiendo el procedimiento se encuentra que

21

e, =(-2 4)(2)=—6+20=14

22

-2
¢, =(—2 4)( 6]:4+24:28
Entonces

18 16
C=4B=
(14 28)

De manera similar, sin escribir los pasos intermedios, se ve que

3 =2 13 3+4 9-8 7 1
CI = BA = = =
5 6)\-2 4 5—-12 15+24 -7 39
Observacion. El ejemplo 4 ilustra un hecho sumamente importante: en términos generales, el
producto de matrices no es conmutativo. Es decir, AB# BA. En ocasiones ocurre que AB = BA,
pero se trata de una excepcion, no de una regla. Si AB = BA se dice que 4 y B conmutan. De

hecho, como lo ilustra el siguiente ejemplo, puede ocurrir que AB esté definida y B4 no lo esté.
Asti, debe tenerse cuidado en el orden de la multiplicacion de dos matrices.

El producto de una matriz de 2 x 3 y una de 3 X 4 esta definido
pero el producto de una matriz 3 x 4 y unade 2 x 3 no lo esta

2 0 —3 7 -1 4 7
Sea 4= (4 ) y B=[ 2 5 0 —4|. Calcule 4B.
-3 1 2 3
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Primero observe que A4 es una matriz de 2 X 3y B es una matriz de 3 X 4. Por lo que el nimero
de columnas de A4 es igual al nimero de renglones de B. Por lo tanto, el producto 4B esta defi-
nido y es una matriz de 2 X 4. Sea 4B = C = (¢,). Entonces

7 -1
c“=(2 0 -3 21=23 0122(2 0 -3 5(=-5
-3 1
4 7
cl3=(2 0 —-3)-|0(|=2 c, =2 0 =3)-| —4|=5
2 3
7 —
c,, =4 15 21=15 c, =@ 15) 51=6
-3 1
4 7
c,,=(# 1 5)-10]|=26 ¢, =M@ 1 5| -4|=39
2 3
23 =5 2

5
Asi, AB = ( ) Esto completa el problema. Observe que el producto B4 no esta

15 6 26 39
definido ya que el numero de columnas de B (cuatro) no es igual al numero de renglones de 4
(dos).

Contacto directo e indirecto con una enfermedad contagiosa

En el siguiente ejemplo se muestra la forma en la cual se puede usar la multiplicacion de matri-
ces para modelar la manera en que se extiende una enfermedad contagiosa. Suponga que cua-
tro individuos han contraido esta enfermedad. Este grupo entra en contacto con seis personas
de un segundo grupo. Estos contactos, llamados contactos directos, se pueden representar por
una matriz de 4 X 6. En seguida se da un ejemplo de este tipo de matrices.

Matriz de contacto directo: primero y segundo grupos

010010

1 00101
A:

000110

1 00 001

En este caso se hace a; = 1si la i-ésima persona del primer grupo entra en contacto con la
j-ésima persona del segundo grupo. Por ejemplo, el 1 en la posicion (2,4) significa que la segun-
da persona del primer grupo (infectada) entré en contacto con la cuarta persona del segundo
grupo. Ahora suponga que un tercer grupo de cinco personas tiene varios contactos directos
con individuos del segundo grupo. Esto también se puede representar mediante una matriz.
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Matriz de contacto directo: segundo grupo y tercer grupo

001 01

00010

01000
B:

1 00 01

00010

00100

Observe que b, = 0, lo que quiere decir que la sexta persona del segundo grupo no tiene con-
tacto con la cuarta persona del tercer grupo.

Los contactos indirectos o de segundo orden entre individuos del primero y tercer grupos se
representan mediante la matriz de 4 X 5 C = AB. Para ver esto, observe que una persona del gru-
po 3 puede quedar contagiada por alguien del grupo 2, quien a su vez fue contagiada por alguien
del grupo 1. Por ejemplo, como a,, = 1y b,, = 1 se ve que, indirectamente, la quinta persona del
grupo 3 tuvo contacto (a través de la cuarta persona del grupo 2) con la segunda persona
del grupo 1. El numero total de contactos indirectos entre la segunda persona del grupo 1y la
quinta persona del grupo 3 esta dado por

Cys =y bys + aypbys + aybis + aybys + ayhss + aybs
=1-1+40:-0+0-0+1-1+0-0+1-0=2
Ahora se calcula.

Matriz de contacto indirecto: primero y tercer grupos

000 20

1 02 0 2
C=4B=

1 001 1

00 2 01

Observe que Unicamente la segunda persona del grupo 3 no tiene contactos indirectos con la
enfermedad. La quinta persona de este grupo tiene 2+ 1+ 1=4 contactos indirectos.

Se ha visto que las matrices, en general, no conmutan. El siguiente teorema muestra que la
ley asociativa si se cumple.

Ley asociativa para la multiplicaciéon de matrices

Sea A = (a;) una matrizde n X m, B = (b,) una matrizde m X py C = (¢;) una matriz
de p X ¢. Entonces la ley asociativa

A(BC) =(4B)C 5)

secumpley A BC, definida por cualesquiera delosladosdela ecuacion (5), esuna matrizde
n Xxgq.



3.2 Productos vectorial y matricial 67

La prueba de este teorema no es dificil, pero es laboriosa. Se desarrolla mejor usando la nota-
cién de sumatoria. Por esta razon se pospone hasta el final de esta seccion.

De aqui en adelante se escribira el producto de tres matrices simplemente como ABC. Se
puede hacer esto porque (4B)C = A(BC); entonces se obtiene la misma respuesta independien-
temente de como se lleve a cabo la multiplicacion (siempre y cuando no se conmute ninguna
de las matrices).

La ley asociativa se puede extender a productos de mas matrices. Por ejemplo, suponga que
AB, BC'y CD estan definidas. Entonces

ABCD = A(B(CD)) = (4B)C)D = A(BC)D = (AB)(CD) (6)

Existen dos leyes distributivas para la multiplicacion de matrices.

TEOREMA E Leyes distributivas para la multiplicacion de matrices

Si todas las sumas y todos los productos siguientes estan definidos, entonces

AB + C) = AB + AC 0]

(4 + B)C= AC + BC ®)

Las demostraciones se presentan al final de la seccion.

MULTIPLICACION DE MATRICES COMO UNA COMBINACION LINEAL
DE LAS COLUMNAS DE A

Sea A una matriz de m X ny x un vector de n X 1. Considere el producto

1 12 w |l a,x, + a,x, +---+ a,%,
a4, 4y 4 | X2 ayx, + ayx, +--+a,x
AX = =
aml m2 amn xn amlxl + am2x2 +oeet amnxn
[¢)
11 12 1n
a a
21 22 2n
Ax=x| _|+tx,| |+ +x]| )
a a a
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a a
21 . 22
Observe que ¢, =| | esla primera columnade 4, ¢, =|  |eslasegunda columnade 4,y

a a
ml m2
asi sucesivamente. Entonces (9) se puede escribir como
AX = x¢, + x,¢, +-+x €, (10)
El lado derecho de la expresion (10) se llama combinacion lineal de los vectores ¢, ¢,, . . . , €,.

Las combinaciones lineales se estudiaran con detalle en la unidad 4. Aqui simplemente se ob-
serva el siguiente hecho de interés:

El producto de la matriz A de m X ny el vector columna x es una combinacién lineal de
las columnas de A.

Suponga ahora que B es una matriz de n X p. Sea C = AB'y sea ¢, la primera columna de C.

Entonces
¢y aubu + a12b21 ot alnbnl
6y a21bll + a22b21 ot aanrtl
c] = =

le amlbll + amZbZl ot amnbnl

1 12 1n
a a
21 2 2n
—b11 +b21 +- +bnl

aml amZ amn

es igual a la combinacion lineal de las columnas de A. Lo mismo se cumple para todas las co-
lumnas de C = 4B, donde se ve que

Cada columna del producto 4B es una
combinacién lineal de las columnas de A.

EJEMPLO 7 Coémo escribir las columnas de AB como combinacioén lineal de las columnas de A
1 -2
1 -1
Sean 4=(2 4| y B=
2 7
3 5
-3 —15

Entonces AB=| 10 26 |. Ahora bien
13 32
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-3 1 -2
10 |=1|{2|+2| 4| = unacombinacion lineal de las columnas de 4
13 3 5
y
—15 1 -2
26 |=—1| 2 |+7| 4 |= unacombinacidn lineal de las columnas de A4.
32 3 5

MULTIPLICACION DE MATRICES POR BLOQUES

En ciertas situaciones es prudente manejar las matrices como bloques de matrices mas peque-
fias, llamadas submatrices, y después multiplicar bloque por bloque en lugar de componente
por componente. La multiplicacion en bloques es muy similar a la multiplicacién normal de
matrices.

Multiplicacion por bloques

1 -1 2 4 1 4 3
2 4 5] 2 —-10
Considere el producto 4B =
2 313 21
-2 35 oL 0 1 2

El lector debe verificar que este producto esté definido. Ahora se realiza una particion de estas
matrices mediante lineas punteadas.

1 —1 ] 2 4 1 4] 3
2 0] 4 5| 2 -1] o0 c | DG | H
T e B R B i el B e B
11 3|-3 2 1 E | F\J | K
-2 3| ol o 1| 2
: 1 -1 1
Existen otrasmanerasdeformarlapartlclon. Enestecaso C = 5 0 . K= 5 Yy asisu-

cesivamente. Si suponemos que todos los productos y las sumas de matrices estan definidos, se
puede multiplicar de manera normal para obtener

CG+DJ | CH+DK

(c D][G HJ
AB: = —— ——— |
E F)I\J K
EG+FJ | EH+FK
Ahora

5 U A G A i

-7 13
CG+DJ = :
(—10 21]
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De manera similar

13
El lector debe verificar que CH + DK = (20] y EG+ FJ :( J de manera que

11 -1

-7 13 | 13
-7 13 13

CG+DJ | CH+DK) |-10 21 | 20
—-10 21 20

AB=| ————— | ————= =l— — | ——|=

-3 4 -1

EG+FJ | EH+FK -3 4] -1
-11 -1 -1

11 -1 | -1

Esta es la misma respuesta que se obtiene si se multiplica 4B directamente.
Cuando se hace una particiéon de dos matrices y, al igual que en el ejemplo 8, todos los
productos de submatrices estan definidos, se dice que la particion es conformante.

Dos matrices que son conmutativas

Suponga que las matrices 4 y B son cuadradas y que se hacen particiones conformantes de

o I o

cero e [ es una matriz cuadrada que tiene la propiedad de que A1 = I4 = A siempre que estos
productos estén definidos (vea la pagina 89).

o1 A1 B|- I’+4-0 IB+4l| (I B+A4
o I)\o I O I+1-0 O-B+1I° o I
en donde 7> = I- 1. Del mismo modo
pe-| 1 BY1 4)_ I’+B-O0 IA+Bl)| (I A+B
o I)\o I O I+1-0 O-A+1 o I

Como B+ A=A+ B CD = DC, es decir, las matrices son conmutativas.

Para poder probar los teoremas 2 y 3 y para estudiar muchas otras partes del material de
este libro es necesario utilizar la notacion de sumatoria. Si el lector no esta familiarizado con
ella, conforme avance en el libro obtendra suficiente informacién al respecto. De otra manera
puede ir directamente a las demostraciones de los teoremas 2 y 3.

I 4 I B
C =[ jy D =( I]' Muestre que C' y D son conmutativas. Aqui O denota la matriz
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LA NOTACION CON E

Una suma se puede escribir’ de la siguiente manera, si N = M.

N

aM+aMH+aM+2+---+aN=Zak (68))
k=M

SiGNO DE

SUMATORIA A
IL———  queselee “suma de los términos g, cuando el valor de k va de M a N”. En este contexto E se

= INDICE DE LA sumA  llama signo de sumatoria y k se conoce como indice de la suma.

EJEMPLO 10 Interpretacion de la notacion de sumatoria

S5
Extienda la suma Zbk.

k=1

B Solucion  Comenzando con k = 1 y terminando con k = 5 se obtiene

5
N b, =b +b, +b +b, +b,

k=1

EJEMPLO 11 Interpretacion de la notacion de sumatoria

6
Extienda la suma ch.
k=3

W Solucion  Comenzando con k = 3 y terminando con k = 6 se obtiene

6
Z%:Q+Q+%+%
k=3

EJEMPLO 12 Interpretacion de la notacion de sumatoria

3
Calcule Zkz.

k=-2

B Solucion  En este caso a, =k ykvade —2a3.

3
DR =(=2) (=1 +(0) + 1P +22+3
k=—2

=4+1+0+1+4+9=19

Nota. Al igual que en el ejemplo 12, el indice de la sumatoria puede tomar valores enteros
negativos o cero.

O
T El matemético suizo Leonhard Euler (1707-1783) fue el primero en usar la letra griega > (sigma) para denotar una suma.
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EJEMPLO 13

Matrices y determinantes

Coémo escribir una suma usando la notacién de sumatoria

B Solucion

EJEMPLO 14

Escriba la suma S;=1—-2+3 -4+ 5 — 6 + 7 — 8 usando el signo de sumatoria.

Como 1 = (—1)%, —2=(—=1)*- 2, 3=(=1)*- 3..., se tiene

8
S, =Y. (—D"k
k=1

Como escribir el producto escalar haciendo uso de la notaciéon de sumatoria

B Solucion

La ecuacioén (1) para el producto escalar se puede escribir de manera compacta usando la no-
tacion de sumatoria:

a-b=ab +ab, +--+ab, ZZaibl_
i=1

La féormula (4) para la componente ij del producto 4B se puede escribir

¢ = ailblj + ai2b2j Tt ainbnj = zaikbkj 12)
k=1

La notacién de sumatoria tiene propiedades utiles. Por ejemplo,

n

ank =ca, +ca2 +ca3 +-.--+ca
n

k=1

n
=c(a, +a, +a, +---+an)=02ak
k=1

A continuacion se resumen éste y otros hechos.

Hechos sobre la notaciéon de sumatoria

Sean {a,} y {b,} dos sucesiones reales y ¢ un numero real. Entonces

N N
k:%cak = Ckg} a, (13)
N N N
N N N
N m N
Ya=Ya+ Y a siM<m<N (16)

Las pruebas de estos hechos se dejan como ejercicios (vea los problemas 104 a 106).
Ahora se usara la notacion de sumatoria para probar la ley asociativa y la ley distributiva.
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Ley asociativa

Como Aesden X my Besdem X p, ABes de n X p. Entonces (AB)C =(n X p) X (p X g) es
una matriz de n X ¢. De manera similar, BCes dem X gy A(BC) es de n X g de manera que
(AB)Cy A(BC) son ambas del mismo tamafo. Debe demostrarse que la componente ijde
(4B)C es igual a la componente jj de A(BC). Si se define D = (d,) = AB, entonces

de (12)

v,
d _Z% ki

La componente jj de (AB)C = DC es

D D n m. P
Sae-3(San | -E S nns,

=1 k=11=1

Ahora se define E = (¢;) = BC. Entonces

p

e, = Zbk,clj

=1

y la componente ij de A(BC) = AE es

m
zazk k/ Zzazk Kl l/

k=11=1

Asi, la componente ij de (4B)C es igual a la componente ij de A(BC). Esto demuestra
la ley asociativa.

Leyes distributivas

Se demuestra la primera ley distributiva [ecuacion (7)]. La demostracion de la segunda
[ecuacion (8)] es idéntica y por lo mismo se omite. Sea 4 una matrizde n X my sean B
y C matrices de m X p. La componente kj de B + C es bkj +oeyy la componente ij de
A(B + C)es

de (12)

b

m
Zalk (bk] ,g) Zak b1 Zaikc,g. = componente ij de AB mas la componente ij de AC
=l y esto demuestra la ecuacion (7).



SEMBLANZA DE...

Arthur Cayley y el algebra de matrices

Arthur Cayley (1821-1895), un matematico inglés, desarroll6 en
1857 el algebra de matrices, es decir, las reglas que ilustran la for-
ma en la cual se suman y multiplican las matrices. Cayley naci6 en
Richmond, en Surrey (cerca de Londres) y fue educado en el Trini-
ty College, Cambridge, donde se gradué en 1842. Ese mismo afo
obtuvo el primer lugar en la dificil prueba para el premio Smith.
Durante varios afnos estudio y ejercié la carrera de leyes, pero
nunca dejo que su préctica en la abogacia interfiriera con su tra-
bajo en las matematicas. Siendo estudiante de la comisién viajé
a Dublin y asisti6 a las conferencias de Hamilton sobre cuaternio-
nes. Cuando se establecié la catedra Sadlerian en Cambridge en
1863, le ofrecieron el puesto a Cayley y él lo acepto, renunciando
a un lucrativo futuro como abogado a cambio de la modesta re-
muneracion de la vida académica. Pero fue entonces que pudo
dedicar todo su tiempo a las matematicas.

Cayley esta clasificado como el tercer matematico mas proli-
fico en la historia; lo sobrepasan sélo Euler y Cauchy. Comenzé a
publicar siendo todavia estudiante de la Universidad en Cambrid-
ge. Durante sus afos de abogado publicé entre 200 y 300 articu-
los y continué su copioso trabajo a lo largo de toda su vida. La co-
leccién masiva Collected Mathematical Papers de Cayley contiene
966 articulos y consta de 13 grandes volumenes con un prome-
dio de 600 paginas por cada uno. Es casi imposible hallar un area
dentro de las matematicas puras que Cayley no haya estudiado y
enriquecido.

Ademas de desarrollar la teoria de matrices, Cayley fue pio-
nero en sus contribuciones a la geometria analitica, la teoria de
determinantes, la geometria de n dimensiones, la teoria de cur-
vas y superficies, el estudio de formas binarias, la teoria de fun-
ciones elipticas y el desarrollo de la teoria de invariantes.

El estilo matematico de Cayley refleja su formacion legal ya
que sus articulos son severos, directos, metodicos y claros. Poseia
una memoria fenomenal y parecia nunca olvidar nada que hu-
biera visto o leido alguna vez. Tenia ademds un temperamento
singularmente sereno, calmado y amable. Se le llamaba “el mate-
matico de los matematicos”.

Cayley desarroll6 un interés poco comun por la lectura de
novelas. Las leia mientras viajaba, mientras esperaba que una
junta comenzara y en cualquier momento que considerara opor-
tuno. Durante su vida leyé miles de novelas, no sélo en inglés,
sino también en griego, francés, aleman e italiano. Disfrutaba
mucho pintar, en especial con acuarela y mostraba un marcado
talento como especialista de esta técnica. También era un estu-
diante apasionado de la boténica y la naturaleza en general.

Cayley era, en el verdadero sentido de la tradicion in-
glesa, un alpinista amateur e hizo viajes frecuentes al conti-

Arthur Cayley
(Library of Congress)

nente para realizar caminatas y escalar montafas. Cuenta la
historia que decia que la razén por la que se unié al alpinismo
fue que, aunque sentia que el ascenso era arduo y cansado, la
gloriosa sensacién de goce que lograba cuando conquistaba una
cima era como el que experimentaba cuando resolvia un proble-
ma dificil de matematicas o cuando completaba una teoria ma-
tematica intrincada.

Las matrices surgieron con Cayley, relacionadas con las
transformaciones lineales del tipo

x'=ax + by
(17)
y'=cx +dy

donde g, b, ¢, d son nimeros reales, y donde puede pensarse que
son funciones que convierten al vector (x, y) en el vector (x; y).
Las transformaciones se estudiaran con detalle en el capitulo 5.
Aqui se observa que la transformacion (17) estd completamente
determinada por los cuatro coeficientes g, b, ¢, d y por lo tanto
puede simbolizarse por el arreglo matricial cuadrado

a b
c d
al que se ha dado el nombre de matriz 2 X 2. Como dos trans-

formaciones del tipo de (17) son idénticas si y solo si tienen los
mismos coeficientes, Cayley definié que dos matrices

a b e f
c d g h

eran igualessiysolosia=e, b=fc=gyd=h.
Ahora suponga que la transformacion (17) va seguida de la
transformacion

x"=ex'+ fy’
v (18)
y//: gXI+ hy/
Entonces

X" = e(ax + by) +flcx + dy) = (ea + fc)x + (eb + fd)y

y” = glax + by) +h(cx + dy) = (ga + hox + (gb + hd)y



Esto llevé a Cayley a la siguiente definicion para el producto

de dos matrices:

o

3.2 Productos vectorial y matricial

producto de matrices dado en la definicion 3.2.2.

Es interesante recalcar como, en matematicas, observacio-
ea+t fc eb+ fd nes muy sencillas pueden llevar a definiciones y teoremas impor-
ga+hc gb+hd

tantes.

AUTOEVALUACION

(De las siguientes afirmaciones, cual es cierta para la multiplicacion de las matrices
Ay B?

a) Se puede realizar solo si A y B son matrices cuadradas.
b) Cada elemento ¢, es el producto dea, y b,.
¢) AB = BA.

d) Se puede realizar sélo si el nimero de columnas de 4 es igual al numero de ren-
glones de B.

. (Cual de los siguientes seria el tamaio de la matriz producto A B si se multiplica la matriz

A de 2 X 4 por la matriz Bde 4 x 3?
a) 2 X3 b)3 X2 )4 X4

d) Este producto no se puede calcular.

Indique cual de los siguientes enunciados es correcto para las matrices A y B'si AB es un
vector columna.

a) B esun vector columna.
b) A es un vector renglon.
¢) Ay Bson matrices cuadradas.

d) El nimero de renglones de 4 debe ser igual al nimero de columnas de B.

(Cual de las siguientes afirmaciones sobre el producto AB es cierta si A es una matriz de
4 x 5?

a) B debe tener cuatro renglones y el resultado tendra cinco columnas.
b) B debe tener cinco columnas y el resultado sera una matriz cuadrada.
¢) B debe tener cuatro columnas y el resultado tendra cinco renglones.

d) B debe tener cinco renglones y el resultado tendra cuatro renglones.

Desarrollo de competencias 3.2

En los problemas 1 a § calcule el producto escalar de los dos vectores.

1.

2) (3
300 2. (1,2, 1,0 (3, —7. 4, -2)
-5 4

5 3
3. (7,4); (-1, —4) 4. (7}(_2]

que es, por supuesto, un caso especial de la definicién general del
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5. (8,3, 1) (7, —4.3) 6. (a, b): (c, d)
x)(y

7. |yl 2 8. (-1, -3,4,5);(—1,=3.,4,5)
z X

9. Sea a un n-vector. Pruebe quea - a = 0.

10. Encuentre las condiciones sobre un vector a tales que a - a = 0.

1 0 4
En los problemas 11 a 17 realice las operaciones indicadascona=| —2 |,b=| _3 [ye=| —1 |.
4 -7 5
11. (2a) - (3b) 12. (a+b)-¢ 13. a-(b+0¢)
14. c-(a—b) 15. (2b) - (3¢ — 5a) 16. (a—c) - (3b — 4a)

17. (3b —4a) - (4c + 2b — a)

En los problemas 18 a 34 realice los calculos indicados.

s | 2341 0. [3 —2)(-5 6 5. [1-1)(-10
—1 2)lo 6 1 o4fl 13 1 1)l 23
3 -11 16
21. [—?g[f—ﬂ 2. (—45;J5 6 4 23 ; ;‘5‘) 04
042y 12 23
16
3 -4 6\ 1
u. | o4l 25. (14 2001 26.
2 -35 30 4)(23 12 5)\-2
-2 3
3 —6
146|235 2 -35) 146 > 4
27. |—2 3 5(1 06 28. (1 06|-23 5 2. (1402)] ]
104)l2 31
2 31)l 104 P
1
— 321|100 100})3 —-21
30. —2421(1) i]g 3. (2 0601 0 32.(o10|4 06
5 5 19loo1 001)l5 19
5 -1 —2)(0 0 1
abcif100 , . ,
B.|-1 3 2001 0| 34 |de s 010],dond‘?“’b"’d’e’f’g’h’f’
son nameros reales.
1 1 =5)l1 00 gh j)loo01

35. Encuentre una matriz 4=| 4 0 |talque 4|2 3|=[1 0]
cd 12

36. Sea 4= (z 2] encuentre un vector no nulo p = ( x} tal que Ab = 6b.
- y

37. Encuentre Btalque AB=C.Si 4= > 034 yC=(6 5].
-1 2 0 1 35



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
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Sea 4= (; 0 ) determine el valor de o para el cual A es una raiz del polinomio
!

f(x) = x> —25.

Sid= ((1) i) yB= (a Zj encuentre las condiciones para a, b, ¢ y d tal que AB = BA.
¢

SeanA=(§ ;]sz(i :g),pruebequeA2+B2=(A+B)2.

" n n—1
Demuestre que (0‘ 1 ) = (a na )
0 « 0 a"

Una matriz A4 de n X n tal que A* = I se llama involutiva. Pruebe que la siguiente matriz
es involutiva:

0o 1 -1
A=|4 -3 4
3 -3 4

Dada la siguiente matriz pruebe que A4* = A:

-1 3 5
A= 1 =3 =5\
-1 3 5

Sean a,,, a,,, a,,y a,, nimeros reales dados tales que a,,a,, — a,,a,,# 0.

b, b, 01

a21 a22

Encuentre los nimeros b,,, b,,, b, y b,, tales que [a” e J[b” b”] = (1 0).

Verifique la ley asociativa para la multiplicacion de las matrices 4 = [2 -1 4},

1 06
1 01 16

B=l2 —1 2|y C=|-2 4|
3-20 05

De la misma forma que en el ejemplo 6 suponga que un grupo de personas ha contraido
una enfermedad contagiosa. Estas personas tienen contacto con un segundo grupo que, a

1 010
su vez, tiene contacto con un tercer grupo. Si A={0 1 1 0 |representa los contactos
1 001
1 01 00O
. . . 000T10O
entre el grupo contagioso y los miembros del grupo 2,y si B = L 100 0 representa
001 01
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47.

los contactos entre los grupos 2 y 3, 4) ;Cuantas personas hay en cada grupo? B) Encuen-
tre la matriz de contactos indirectos entre los grupos 1y 3.

1 01 10
Conteste las preguntas del problema 46 para 4 = ( ]

01 011

1 000 0 01
01 01 0 00O
B=/11 00111
00O0T1T1TO01
01 00O0O0O

Se dice que dos vectores a y b son ortogonales si a - b = 0. En los problemas 48 a 53 determine
cuales pares de vectores son ortogonales.”

48.

51.

54.

55.

56.

57.

58.

1 2
2 3 2 -3
-3 2 -3 2
—7 2
a 0
1 1 0 d
(1,0,1,0); (0, 1,0, 1) 52. [ 21;| -2 53. |b|;]0
3 1 0 e
c 0

Determine el nimero « tal que (1,—2, 3, 5) es ortogonal a (—4, «, 6, —1).

1 4

) , !
Determine todos los numeros « y B tales que los vectores 5 y 5 son ortogonales.

Demuestre el teorema 1 usando la definicion de producto escalar.

Un fabricante de joyeria de disefio tiene érdenes por dos anillos, tres pares de aretes, cinco
prendedores y un collar. El fabricante estima que le llevara 1 hora de mano de obra hacer
un anillo, 1'% horas hacer un par de aretes, %> hora para un prendedor y 2 horas para un
collar.

a) Exprese las 6rdenes del fabricante como un vector renglon.

b) Exprese los requerimientos en horas para los distintos tipos de joyas como un vector
columna.

¢) Utilice el producto escalar para calcular el nimero total de horas que requerira para
terminar las 6rdenes.

Un turista regresé de un viaje por América del Sur con divisa extranjera de las siguientes
denominaciones: 1 000 pesos argentinos, 20 reales del Brasil, 100 pesos colombianos, 5 000

T Los vectores ortogonales se manejaran extensamente en la unidad 4.



59.

60.
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pesos chilenos y 50 colones de Costa Rica. En dolares, un peso argentino valia $0.3174, los
reales brasilenos $0.4962, los pesos colombianos $0.000471, los pesos chilenos $0.00191 y
los colones $0.001928.

a) Exprese la cantidad de cada tipo de moneda por medio de un vector renglon.
b) Exprese el valor de cada tipo de moneda en ddlares por medio de un vector columna.

¢) Utilice el producto escalar para calcular cuantos dodlares valia el dinero extranjero del
turista.

Una compainia paga un salario a sus ejecutivos y les da un porcentaje de sus acciones como
un bono anual. El afio pasado el presidente de la compafiia recibié $80 000 y 50 acciones,
se pagd a cada uno de los vicepresidentes $45000 y 20 acciones y el tesorero recibid $40 000
y 10 acciones.

a) Exprese los pagos a los ejecutivos en dinero y acciones como una matriz de 2 X 3.
b) Exprese el numero de ejecutivos de cada nivel como un vector columna.

¢) Utilice la multiplicacion de matrices para calcular la cantidad total de dinero y el nime-
ro total de acciones que pago la compaiiia a los ejecutivos el afio pasado.

La siguiente tabla contiene ventas, utilidades brutas por unidad y los impuestos por unidad
sobre las ventas de una compafiia grande:

Producto
Articulo vendido ; Utilidad unitaria Impuestos unitarios
Mes Articulo i ) . )
| Il ]| (en cientos de ddlares) | (en cientos de délares)
Enero 4 2 20 1 3.5 1.5
Febrero 6 1 9 11 2.75 2
Marzo 5 3 12 111 1.5 0.6
Abril 8 25 20

61.

62.

63.

Elabore una matriz que muestre las utilidades y los impuestos totales para cada mes.

Sea 4 una matriz cuadrada. Entonces A” se define simplemente como A 4. Calcule
2 -1)
4 6)

Calcule A°si A=|2 0 3].

-1 2
Calcule A*si A= J
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64. Calcule A%, 4°, Ay 4° donde

01 0 0

4= 0 010

0 0 0 1

0 0 0O

65. Calcule 4%, 4°, Ay A4° donde

01 0 0O
001 0O
A=|{0 0 0 1 O
00 0 01
00 0 0O

66. Una matriz 4 de n X n tiene la propiedad de que 4B es la matriz cero para cualquier matriz
Bden X n. Pruebe que A4 es la matriz cero.

67. Una matriz de probabilidades es una matriz cuadrada que tiene dos propiedades: i) todos
sus elementos son no negativos (2 0) y ii) la suma de los elementos en cada renglon es 1.
Las siguientes matrices son matrices de probabilidades:

w

yo=

O s wie
O N= wi=
—_— A= W=

S ol
L )
o

w =
lus

Pruebe que PQ es una matriz de probabilidades.
#68. Sea P una matriz de probabilidades. Pruebe que P’ es una matriz de probabilidades.

*%69. Sean Py Q dos matrices de probabilidades del mismo tamafo. Pruebe que PQ es una ma-
triz de probabilidades.

70. Pruebe la formula (6) usando la ley asociativa [ecuacion (5)].

*71. Se puede organizar un torneo de tenis de la siguiente manera. Cada uno de los n tenistas
juega contra todos los demas y se registran los resultados en una matriz R de n X n dela
siguiente forma:

1 sieltenistai le gana al tenista j
R =40 sieltenistai pierde contra el tenista j

ij

0 sii=j

Después se asigna al tenista i la calificacion
N 1 N
— 2 2y f
Si _ZRij + 22(R )ij
Jj=1 Jj=1

=
T (R)ij es la componente jj de la matriz R*.
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a) Para un torneo entre cuatro tenistas

—_—— O O
—_ O = O
S O = O

S O O =

Clasifique a los tenistas segun sus calificaciones.
b) Interprete el significado de la calificacion.

. Sea O una matriz cero de m X n'y sea 4 una matriz de n X p. Demuestre que 04 = O,,
donde O, es la matriz cero de m X p.

. Verifique la ley distributiva [ecuacién (7)] para las matrices
2 7 -1
1 2 4
A= B=|-1 4 c=| 3
3 -1 0
6 0

En los problemas 74 a 78 multiplique las matrices usando los bloques indicados.

74.

76.

77.

78.

7

N=

1 4 1
2 3 | 1
0 1 | —4 2
I —— 75. | 6 [(3 7 1 5)
2 N
31 | 6 4
1 2
1 0 | -1 1 2 41 1 6
2 1 | -3 4 3 0] 2 5
-2 1 | 6 2 1| -1 0
0 2 | 3 5)\-2 -4 1 3
1 0 | 0 o0Ye [ | 0
o 1 | 0o oflg n | 0
0 0 | a biJl0O 0 ] 1 o0
0 0 | dJlo o | o 1
-1 1 4
1 0 | 3001
0 4 -3
o 1 | 5 2 6
D 0 0
0 0 | -1 2
0 1 0
o o0 | 2 1
0 0 1

1 D
que Ay B conmutan. Para esto / esta definida en el ejemplo 9.

I O I O
. Sea 4= (C J y B =[ ]J . Si se hace una particion conformante de 4 y B demuestre
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En los problemas 80 a 89 evalue las sumas dadas.

8s.

89.

S50

k=1j=2

83.

87.

NGE
W
S

3
I

2j+3
j—=2

Mo

J=5

En los problemas 90 a 103 escriba cada suma haciendo uso de la notacién de sumatoria.

90.
91.

92.

93.
94.

9s.

96.

97.
98.
99.
100.
101.
102.
103.

104.

105.

106.

1+2+4+8+16

1-3+9—-27+81—243

2.3 4.5 67 n
S22 20y
34 5 6 7 8 n+l
142 43 44" +5 + ot n

1+x3 x84+ + 22+ X"+ 2+ 5

3

5

NI S
357!

Syl ot 1t 1. 1 1. 1
a a o a & & Jd & &

1:3+3:54+5-7+7-9+9-11+11-13+13-15+15-17
22.4+43.6+47-8+5-10+6"-12+7 - 14

all + alZ + al} + a2l + a22 + a23

all +a12 +a2| +a22 +a3| +a32

aZl + a22 + a23 +a24 + a31 + a32 + a33 + a34 + a41 + a42 + a43 + a44

a.b., +a.b, +a.b, +a,b, +a.b

31712 32722 33732

a b .c.+a b.c.+ab.c.+a,b,c

21711715

21

12725

34742

21713735

35752

21714745

+a,b,c,+a,b,c,s +a,b,c..+a,b,.c

+a,b,c, +a,b,c, +a,b,c. +a.b,c

22721715

23731715

22712725

23732725

22724745

23734745

Pruebe la férmula (14) extendiendo los términos de

Pruebe la férmula (15)

Y (@ +4)

N N
[Sugerencia: Utilice (13) para demostrar que z (—a,)= —2 a,. Luego use (14).]
k=M k=M

Pruebe la formula (16).

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

d)

a)

a)

IV. d)
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MANEJO DE LA CALCULADORA

La multiplicacién de matrices de dimensiones compatibles es transparente al usuario,
unicamente hay que tener a las matrices en la pila y oprimir la tecla de la multiplicacion,
5

3

a oprimir es la siguiente (observacion: se considera que se esta utilizando el modo RPN
de la calculadora)

En los problemas 107 a 109 utilice la calculadora para obtener cada producto.

. . . o . 3 3\ - .
por ejemplo, si se quiere multiplicar las matrices | 5 la secuencia de teclas

123 469 521 9.61 —2.30
107. [ —1.08 —3.96 8.57 || —8.06  0.69
6.28 —531 —4.27 2.67 —5.23

125 216 419
73 36
383 516 237
108. 21 28
209 855 601
49 67
403 237 506
—0.071  0.068
23.2 563 19.6 314
0.051 —0.023
109. | 189 —-96 174 512
—0.011 —0.082
30,8 —17.9 —144  28.6
0.053  0.065

110. En el problema 69 se le pidié que demostrara que el producto de dos matrices de
probabilidades es una matriz de probabilidades. Sea

0.23 0.16 0.57 0.04 0.112 0.304 0.081 0.503
p— 0.15 0.09 034 042 y 0= 0.263 0.015 0.629 0.093
0.66 022 0.11 0.01 0.402 0.168 0.039 0.391
0.07 0.51 020 0.22 0.355 0.409 0.006 0.230

a) Muestre que Py Q son matrices de probabilidades.

b) Calcule PQ y muestre que es una matriz de probabilidades.

1 3
111. Sea A=(0 2].CalculeAz, A, A%, Ay 4™,

[Sugerencia: Utilice la tecla para el calculo de la potencia de la matriz, la
sintaxis es la base, en este caso la matriz, seguida de después el exponente

seguido de .]
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a x y

112. Sea A=|0 b =z |. Con base en los calculos del problema 111 deduzca la for-
0 0 ¢

ma de las componentes de la diagonal 4". Aqui, x, y y z denotan nimeros reales.

m IMATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

EJEMPLO 1

En la seccidn 2.3 se estudiaron los siguientes sistemas de m ecuaciones lineales con n incog-
nitas:

a,x + a,x, +--+a,x =b

1n""n
a,x, + a,x, +---+a,x =b,

)

a ,x +a,x, +--+a x =b

mn”n n

Sea

11 12 1n

= Ay Gy Gy,

aml amZ o amn

xl bl

. . b2 .
La matriz de coeficientes, x el vector y b el vector .Como A4 esunamatrizdem X ny
X b
n

n

x es una matriz de n X 1 el producto matricial Ax es una matriz de m X 1. No es dificil ver que
el sistema (1) se puede escribir como

Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Ax =Db @

Como escribir un sistema mediante su representacion matricial

Considere el sistema
2x, +4x, + 6x, =18

4x, +5x, + 6x, =24 3

3x, + x,—2x, =4
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(Vea el ejemplo 2.3.1.) Esto se puede escribir como 4x = b con

2 4 6 X, 18
A= 1[4 5 6|, x=|x,|yb=|24
31 2 X 4

3

Es mucho mas sencillo escribir el sistema (1) en la forma Ax = b. Ademas existen otras
ventajas. En la seccion 3.4 se observara la rapidez con que se puede resolver un sistema cuadra-
do si se conoce una matriz llamada la inversa de 4. Aun sin ella, como ya se vio en la seccion
2.3, es mucho mas sencillo escribir los calculos usando una matriz aumentada.

0
Si b=| |eselvector cero de m X 1, entonces el sistema (1) es homogéneo (vea la seccion

0
2.4) y se puede escribir como

Ax =0 (forma matricial de un sistema de ecuaciones homogéneo).

Existe una relacion fundamental entre los sistemas homogéneos y los no homogéneos. Sea
A una matrizm X n

m ceros 0

n n

El sistema lineal no homogéneo general se puede escribir como
Ax =Db )
Con A4 y x dados en (4) y b # 0, un sistema homogéneo asociado se define como

Ax =0 (C))

Sean X, y X, soluciones al sistema no homogéneo (4). Entonces su diferencia x, — x, es una
solucion al sistema homogéneo relacionado (95).

por la ley distributiva (7)

¢

AX, —x,) =Ax, —Ax,=b—b =10

Sea x una solucidn particular al sistema no homogéneo (4) y sea y otra solucion a (4). En-
tonces existe una solucién h al sistema homogéneo (5) tal que

y=x-+h 6)

Si h esta definida por h = y — x, entonces h es una solucion de (5) por el teorema 1y
y =x + h.
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El teorema 1 y su corolario son muy utiles. Establecen que

Con el objeto de encontrar todas las soluciones al sistema no homogéneo (4), basta con
encontrar una solucion a (4) y todas las soluciones al sistema homogéneo asociado (5).

|
Observaciéon. Un resultado muy similar se cumple para las soluciones de las ecuaciones diferen-

cias lineales homogéneas (vea los problemas 29 y 30). Una de las bondades de las matematicas
es que temas en apariencia muy diferentes tienen una fuerte interrelacion.

Como escribir un numero infinito de soluciones como una solucién particular

B Solucion

a un sistema no homogéneo mas las soluciones al sistema homogéneo
Encuentre todas las soluciones al sistema no homogéneo
X, +2x,— x; =2
2x, +3x, +5x;, =5

—X

L —3x, +8x, = —1

usando el resultado anterior.

Primero, se encuentra una soluciéon mediante la reduccidon por renglones:

12 =1 | 2) kor-ax (1 2 —-1]2
2 03 5] 5|—=2B% sl -1 7] 1
-1 -3 8 | -1 0 -1 7|1

rom+k, (10 13 | 4

BB Lo -1 7 |1

0 0 010

Las ecuaciones correspondientes a los primeros dos renglones del Gltimo sistema son

x, =4 —13x

. y x,=-—1+"7x,

3

con lo que las soluciones son

X = (X}, X5, X3) = (4 — 13x;, =1 4+ 7x,, x;) = X, t X,

donde x » = (4, —1, 0) es una solucién particular y x, = x,(—13, 7, 1), donde x; es un numero
real, es una solucion al sistema homogéneo asociado. Por ejemplo, x, = 0 lleva a la solucién
(4, —1, 0) mientras que x, = 2 da la solucion (—22, 13, 2).

AUTOEVALUACION
X —z=2 X 2
l. Si el sistema y+z=3]seescribe en la forma Ax = b, con x=| y [y b= 3|,
x+2y =4 z 4

entonces 4 =
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11 —1 -1 0 1 0 —1 1 0 —1
a |11 b |0 1 1 g o1 1 d o1 1
11 2 2 0 1 0 2 1 2 0
Desarrollo de competencias 3.3
En los problemas 1 a 8§ escriba el sistema dado en la forma Ax = b.
1. 2x,— x,=3 2. X, — X, +3x; =11
4x, + 5x, =7 4x,+ x, — x,=—4
2x,— x, +3x,=10
3. X, +3x, —3x,=6 4. 3x,+6x, —7x;=0
Tx,— x, +2x, =7 2x,— x, +3x,=1
Sx,+2x, — x, =38
5. 4x,— x,+ x,— x,=-7 6. X, = x,= 7T
3x,+ x,—5x; + 6x,= 8 X, + x,= 2
2%, — X, X, =9 3x, + 2x, =-5
7. 2x,+3x, — x,=0 8. X, +x, =5
—4x,+2x, + x,=0 X, +Xx, 7
Tx,+3x, —9x, =0 X, tx, 0
X, —x, =2

En los problemas 9 a 19 escriba el sistema de ecuaciones representado por la matriz aumentada

correspondiente.
11 -1 7 20 1|2
01 2
9 1 5| 4 10 1. |-3 4 0 3
10| 3
6 1 3| 20 05615
1000/ 2
23 1 01oo|3 23 o
122 [0 4 1] 3 13.0010| 14. {4 -1 5] 0
-5
00 0 | | 36 -7 10
0001 6
0 |2 6 21 2
5. |0 3 7| -1 16. |—2 3 1| 4 17.[315|6j
46| 3 000 |2 23214
10092 721
8. 10 375 19. (3 1|2
2001 6 6 9 | 3
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20. Encuentre la matriz A y los vectores x y b tales que el sistema representado por la siguiente
matriz aumentada se escriba en la forma Ax = b y resuelva el sistema.

En los problemas 21 a 28 encuentre todas las soluciones al sistema no homogéneo dado encon-
trando primero una solucién (si es posible) y después todas las soluciones al sistema homogé-
neo asociado.

2. x,— 3x,=2 22 x— x,+ x;=
—2x, + 6x,=—4 3x,—3x, +3x, =18
23.  x, X, =6 24, x,— x, — x;=2
X, —2x, +3x, =4 2x,+ x, +2x,=4
x, + x;=3 x, —4x, —5x, =2
25, x;— x, — x,=2 26. 3x, - X, =1
2x,+ x, +2x, =7 X, — 2x,— 4x, =0
X, —4x, —5x, =2 x, + 2x,=0
27, x;+ x,— x; + 2x,=3 28, x,— x,+ x;— x,=-2
3x,+ 2x,+ x; — x,=5 —2x,+3x,— x; + 2x, =5

4x,— 2x,+ 2x, — 3x, =6
129. Considere la ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden
V'(x) + ax)y'(x) + b(x)y(x) =0 @)
donde a(x) y b(x) son continuas y se supone que la funcién desconocida y tiene una se-
gunda derivada. Muestre que si y, y », son soluciones a (7), entonces ¢,), + ¢,», €s una
solucion para cualesquiera constantes ¢, y c,.
30. Suponga que y,y y, son soluciones a la ecuacién no homogénea
V') + alx)y'(x) + b(x)y(x) = f(x) @®

Demuestre que y, — y, es una solucion a (7). Suponga aqui que f(x) no es la funcion cero.

31. Siy(x) = c,cos(x) + c,sen(x) encuentre los valores de ¢, y ¢, tales que y(0) = 1y »'(0) = —1.

RESPUESTA A LA AUTOEVALUACION

I d)

=
T El simbolo i€ALcuLel indica que se necesita el calculo para resolver el problema.
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EZ] INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA

DEFINICION n

(=

En esta seccidon se definen dos tipos de matrices que son basicas en la teoria de matrices. En

. . . 2 5 3 -5
primer lugar se presenta un ejemplo sencillo. Sea 4= 3 yB= .

]. Un célculo
sencillo muestra que AB = BA = I,, donde I, = [0 IJ. La matriz I, se llama matriz identidad

de 2 X 2. La matriz B se llama matriz inversa de Ay se denota por 4™

Matriz identidad

La matriz identidad / de n X n es una matriz de n X n cuyos elementos de la diagonal
principal’ son iguales a 1 y todos los demés son 0. Esto es,

1 sii=j

I,=(b) donde b, = {0 Siivt) 0))

Dos matrices identidad

DEMOSTRACION

S O O = O
S O = O O
S = O O O
- o O O O

Sea 4 una matriz cuadrada de n X n. Entonces

Es decir, I, conmuta con toda matriz de n X n y la deja sin cambio después de la multi-

s Ly

plicacion por la derecha o por la izquierda.

Nota. I, funciona para las matrices de n X n de la misma manera que el nimero 1 fun-
ciona para los nimeros reales (1 - @ = a@ - 1 = a para todo niimero real a).

Sea ¢, el elemento ij de A1, Entonces

Ey = a,.lblj. + al.zb2j + .+ aijbj/. + .+ ambnj

[
" La diagonal de A = (a,) consiste en las componentes a,,, a,,, a5, etc. A menos que se establezca de otra manera, se

hara referencia a la diagonal principal simplemente como la diagonal.
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Pero por (1), esta suma es igual a a,. Asi AI, = A. De una manera similar se puede de-
mostrar que / A = A y esto demuestra el teorema.

Notacién. De aqui en adelante se escribira la matriz identidad tinicamente como / ya que si 4
es de n X nlos productos /4 y Al estan definidos solo si 7 es también de n X n.

DEFINICION E La inversa de una matriz

(=

Sean 4 y B dos matrices de n X n. Suponga que
AB=BA=1

Entonces B se llama la inversa de 4 y se denota por 4~'. Entonces se tiene

AA' =474 =1

Si A4 tiene inversa, entonces se dice que A es invertible.

Una matriz cuadrada que no es invertible se denomina singular y una matriz invertible se llama
no singular.

Observacion 1. A partir de esta definicion se deduce inmediatamente que (4~ )" = A si 4 es
invertible.

Observacion 2. Esta definicion no establece que toda matriz cuadrada tiene inversa. De hecho,
existen muchas matrices cuadradas que no tienen inversa (ejemplo 3).

En la definicién 2 se establece /a inversa de una matriz. Esta definicidon sugiere que la inver-
sa es unica. Y esta declaracion es cierta, como lo dice el siguiente teorema.

TEOREMA E Si una matriz A4 es invertible, entonces su inversa es nica.

DEMOSTRACION Suponga que By C son dos inversas de 4. Se puede demostrar que B = C. Por defini-

ciéon se tiene AB = BA =1y AC = CA = I. BLAC) = (BA)C por la ley asociativa de la
multiplicacion de matrices. Entonces

B=BI=B(AC) = (BA)C=IC=C

Entonces B = C'y el teorema queda demostrado.

A continuacion se presenta otro fendémeno importante sobre las inversas.
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TEOREMA E Sean A y B dos matrices invertibles de # X n. Entonces 4B es invertible y

DEMOSTRACION

(AB) '=B'4™!

Para probar este resultado es necesaria la definicion 2. Es decir, B~'4™" = (4B) ' si y sélo
si B'A7" (AB) = (AB)(B'A™") = I. Se trata, inicamente, de una consecuencia ya que

ecuacion (6), pagina 67

¢

(B'A"YAB)=B '(A'A) B=B'IB=B'B=1

(ABYB'A™) = ABBB YA ' =AIA' = 447" =1

Nota. Del teorema 3 se concluye que (ABC)"' = C'B™' A7, Vea el problema 22. Considere el
sistema de n ecuaciones con » incégnitas

Ax =b
Y suponga que A4 es invertible. Entonces
A'Ax =A4""b se multiplicé por la izquierda por 4™

Ix=A4" A'A=1
x=A'b Ix =x

Esta es una solucion al sistema porque
Ax = A(A"'b) = (44" )b=Ib =D
Siy es un vector tal que Ay = b, entonces los calculos anteriores demuestran quey = A~ 'b.

Es decir, y = x. Se ha demostrado lo siguiente:

Si A es invertible, el sistema Ax = b
tiene una solucién unicax = A~'b

2

Esta es una de las razones por la que se estudian las matrices inversas.

Ya que se ha definido la inversa de una matriz, surgen dos preguntas basicas.
Pregunta 1. ;Qué matrices tienen inversa?
Pregunta 2. Si una matriz tiene inversa ;como se puede calcular?

En la presente seccion se contestan ambas preguntas. Se comenzara por analizar lo que ocurre
enel caso 2 X 2.
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EJEMPLO 2

Matrices y determinantes

Calculo de la inversa de una matriz de 2 x 2

W Solucion

)
Sea A= [ Sj' Calcule A7 'si existe.

Suponga que 4~ 'existe. Se escribe 47! = (x y] y se usa el hecho de que 44~ = I. Entonces

z w
Ad = 2 3)x y) [ 2x—=3z 2y—-3w) (1 0
—4 SNz w —4x+5z —4y+5Sw 0 1

Las dos tltimas matrices pueden ser iguales unicamente si cada una de sus componentes corres-
pondientes son iguales. Esto significa que

2x -3z =1 3)
2y —3w=0 @)

—4x +5z =0 )]
—4y +5w=1 (©6)

Este es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas. Observe que hay dos ecuaciones
que involucran unicamente a x y a z [las ecuaciones (3) y (5)] y dos que incluyen sélo a y y w [las
ecuaciones (4) y (0)]. Se escriben estos dos sistemas en la forma aumentada:

2 -3 ] 1 o
-4 510

2 =310
8
(—4 5|1j ®)

De la seccion 2.3 se sabe que si el sistema (7) (con las variables x y z) tiene una solucion Unica,
la eliminaciéon de Gauss-Jordan en (7) dara como resultado

1 0 | x
01| z

en donde (x,z) es el Gnico par de numeros que satisface 2x —3z = 1y —4x + 5z = 0. De igual
manera, la reduccion por renglones de (8) dara como resultado

1 0| vy
01 | w

donde (3, w) es el unico par de numeros que satisface 2y — 3w =0y —4y + Sw = 1.

Como las matrices de coeficientes en (7) y (8) son iguales se puede realizar la reduccién por
renglones sobre las dos matrices aumentadas al mismo tiempo, considerando la nueva matriz

aumentada.
2 3110
9
[—4 510 lj ©
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Si A4 es invertible, entonces el sistema definido por (3), (4), (5) y (6) tiene una solucién unica y,
por lo que acaba de decirse, la reduccién de renglones da

1 0| x vy
01| z w

Abhora se llevan a cabo los calculos, observando que la matriz de la izquierda en (9) es 4 y la
matriz de la derecha es I

2 =3 | 1 0) gow [ 1 =2 ] 10
_—
4 510 1 4 50 1
R,>R, +4R, 1_% %0
_—
0 -1 ]2 1
R,—>—R, 1_%| % 0
_—
0 1] -2 -1

_s 3
Entonces A es invertible y 47 =( ; J

m Una matriz de 2 x 2 que no es invertible

2 . . . . .
. Determine si 4 es invertible y si es asi, calcule su inversa.

SeaA=[

e . X .
B Solucion sia! :( y] existe, entonces
z w

A4 = I 2)x y)_ x+2z y+2w) (1 0
-2 4Nz w —2x—4z —2y—4w 01

Esto conduce al sistema

X +2z =1
y +2w=0
10
—2x —4z =0 (10)

-2y —4w=1
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DETERMINANTE
DE UNA MATRIZ

2X2
=

TEOREMA n

Matrices y determinantes

Si se aplica la misma légica que en el ejemplo 1 se puede escribir este sistema en la forma de
matriz aumentada (A4 | 7)y reducir por renglones:

1 2| 1 0) zors2e (1 2] 10
—_—
-2 -4 10 1 00 21

Hasta aqui se puede llegar. La ultima linea se lee 0 = 2 0 0 = 1, dependiendo de cual de los
dos sistemas de ecuaciones (en x y z o en y y w) se esté resolviendo. Entonces el sistema (10) es
inconsistente y 4 no es invertible.

Los ultimos dos ejemplos ilustran un procedimiento que siempre funciona cuando se quie-
re encontrar la inversa de una matriz.

Procedimiento para encontrar la inversa

de una matriz cuadrada A

Paso 1. Se escribe la matriz aumentada (A|7).

Paso 2. Se utiliza la reduccion por renglones para poner la matriz 4 a su forma
escalonada reducida por renglones.

Paso 3. Se decide si A es invertible.

a) Si la forma escalonada reducida por renglones de A es la matriz
identidad I, entonces A~ ' es la matriz que se tiene a la derecha de la
barra vertical.

b) Sila reduccion de A conduce a un renglén de ceros a la izquierda de

la barra vertical, entonces 4 no es invertible.

|
Observacion. a) y b) se pueden expresar de otra manera:
Una matriz A de n X n es invertible siy sélo si su forma escalonada reducida por ren-
glones es la matriz identidad; es decir, si su forma escalonada reducida por renglones
tiene n pivotes.
|
a, a
Sea A=| " ' |. Entonces se define
a21 a22

Determinante de 4 = a a

12a21 (11)

1) —

El determinante de A se denota por det 4.

Sea 4 = una matriz de 2 X 2. Entonces
i) A esinvertible siy solo sidet 4 # 0.

ii) Sidet 4 # 0, entonces
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A71 = 1 a22 _all (12)
det A\ —a,, a

a, —a
DEMOSTRACION Primero, suponga que det 4 # 0y sea B = (1/det A)(_ 2 12). Entonces

L 21 Zhi
BA = 1 ( 4y —dn j(au 0 J
detA\ —a,, a, \a, a,

_ 1 Aty — 00, 0 _ 10 =7
a.a,, —a.a 0 —a,a,ta.a 0 1

11722 12721 21712 11722

De manera similar, AB = I, lo que muestra que A es invertible y que B = 4~'. Todavia
debe demostrarse que si 4 es invertible, entonces det 4 # 0. Para esto, se considera el
sistema

a;x, +a,x, =b, a3)

ay X, +a,x, = b,

Se lleva a cabo de esta forma porque del teorema de resumen (teorema 2.2) se sabe que
si este sistema tiene una solucion unica, entonces a,,a,, — d,,d,, # 0. El sistema se puede
escribir en la forma

Ax =b a4
x, b, . . .
con X = yb= b | Entonces, como 4 es invertible, se ve de (2) que el sistema (14)
x2 2

tiene una solucion tnica dada por
x=A""b
Pero como se mostrara en el teorema 3.2.1, el hecho de que el sistema (13) tenga una

solucion Unica implica que a,,a,, — a,,a,, = det 4 # 0. Esto completa la prueba.

Nota. La formula (12) se puede obtener directamente aplicando el procedimiento para calcular
una inversa (ver el problema 54).

m Calculo de la inversa de una matriz de 2 x 2

Sea 4= (? _;‘J Calcule 4! si existe.

B Solucion Se encuentra que det 4 = (2)(3) — (—4)(1) = 10; por lo tanto A~ existe. De la ecuacion (12) se

tiene
10\ —1 2 T
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g L[ 3 a2 =4 _1f10 0)_ (10
10l-1 2)l1 3) 10l 0 10) 0 1
PR A A AN

1 35 2) (o1

EJEMPLO 5 Una matriz de 2 x 2 que no es invertible

SeaAZ[

Verificacion

1

2
]. Calcule 47" si existe.

B Solucion  Seencuentra quedet A = (1)(—4) — (2)(—2) = —4 + 4 = 0, de manera que 4~ ' no existe, como
se observo en el ejemplo 3.
El procedimiento descrito para encontrar la inversa (si existe) de una matriz de 2 X 2 fun-
ciona para matrices de n X n donde n > 2. Se ilustra con varios ejemplos.

EJEMPLO 6 Calculo de la inversa de una matrizde 3 x 3

2 4 6
Sea A=|4 5 6| (Verejemplo 2.3.1.) Calcule 4" si existe.
31 2

B Solucion  Primero se pone A4 seguido de I en la forma de matriz aumentada

24 6] 100
4 5 6 1] 010
31 -2 1001
y después se lleva a cabo la reduccion por renglones.
1 2 31 3 0 0) gor-r 1 2 3] 300
R IR, R,—R, —3R,
—|4 5 6 1] 010 0 -3 6] 210
31 -2 1001 0 =5 —11 | =3 0 1
1 2 3] 3 0 0) &or-2r 10 -1 ] —2 20
R—> 1R, 0 1 2 | % _é 0 R,>R, +5R, 0 1 2 | % _% 0
0 =5 —11 | =2 01 00 -1 | & =321
1 0o -1 | =2 2 0) gor+r 1 00| —% I -1
R,—> —R, R,—R, — 2R,
—|0 1 2 2 -+ 0)———>=|0 10 ] £ -4 2
0 0 1| -4 s -1 00 1| -4 s -1
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Como 4 se redujo a I se tiene
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-+ 1 -16 14 -6 .
1 5 0 1 se factoriza — para que los
A= B —u =—| 26 -2 12 , 6
6 calculos sean mas sencillos.
—us -1 10 -6
Verificacion
| —16 14 —-6)\(2 4 6 | 6 0 0
A71A=g 26 —22 124 5 6 =g 0 6 0|=1
—11 10 —-6/13 1 —2 0 0 6
También se puede verificar que 44~ = I.

Cuando se calcula A" es facil cometer errores numéricos. Por ello es importante verificar los
calculos viendo que 4™ ' 4 = L.

Una matriz de 3 x 3 que no es invertible

W Solucion

1 -3 4
Sea A=|2 —5 7. Calcule 47! si existe.
0 -1 1

De acuerdo con el procedimiento anterior se obtiene, sucesivamente,

1 34 ] 100 1 -3 4 | 1 00
R,—> R,~2R

2 571010 /0 1 -1 ] -2 10

0 -1 1| 001 0 -1 1] 001

R, >R, +3R, 1 0 1| -5 30

R,>R, +R, 0 1] 210

00 O] —211

Hasta aqui se puede llegar. La matriz 4 no puede reducirse a la matriz identidad, por lo que se
puede concluir que 4 no es invertible.

Hay otra forma de ver el resultado del ultimo ejemplo. Sea b cualquier vectorde 3 X 1y
considere el sistema 4x = b. Si se trata de resolver esto por el método de eliminacién gaussiana,
se terminaria con una ecuacion que se lee 0 = ¢ # 0 como en el ejemplo 3, 0 0 = 0. Es decir, el
sistema no tiene solucion o bien, tiene un nimero infinito de soluciones. La posibilidad que se
elimina es que el sistema tenga una solucién tnica. Pero si 4" existiera, entonces habria una
solucion unica dada por x = 4~'b. La conclusién que se obtiene es

Si la reduccion por renglones de A produce un renglén de ceros, entonces A no es
invertible.
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DEFINICION H Matrices equivalentes por renglones

Suponga que la matriz A se puede transformar en la matriz B mediante operaciones con
renglones. Entonces se dice que 4 y B son equivalentes por renglones.

El razonamiento anterior se puede usar para probar el siguiente teorema (vea el problema 55).

TEOREMA H Sea 4 una matriz de n X n.
i) A esinvertible si y solo si 4 es equivalente por renglones a la matriz identidad 7 ;
esto es, si la forma escalonada reducida por renglones de A es I .

ii) A esinvertible si y sélo si el sistema Ax = b tiene una solucién tnica para cada

n-vector b.
iii) Si 4 es invertible, entonces la solucion tnica de Ax = b esta dada por x = 47'b.

iv) A esinvertible si y solo si su forma escalonada reducida por renglones tiene 7 pi-

votes.

EJEMPLO 8 Uso de la inversa de una matriz para resolver un sistema de ecuaciones

Resuelva el sistema

2x, +4x,+3x; = 6

X,— x, =—4

3x, +5x,+7x, = 7
2 4 3 6

B Solucion  Este sistema se puede escribir como Ax =b,donde 4=|0 1 —1|yb=|—4|.
35 7 7

4 -
A=l 2
R
Asi, la solucidn unica esta dada por
) 4 - -1 6 25
x=|x, [=4'b=| —1 > 2 -4|=|-8 {15)
X -1 2 2 7 —4

EJEMPLO 9 La tecnologia y las matrices de Leontief: modelo de la economia

estadounidense en 1958

En el modelo de insumo-producto de Leontief, descrito en el ejemplo 2.3.9, se obtuvo el sistema
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a,x +a,x, +--+a x te =x

a, x, + ay,X, + e+ a, x, + e, =x,

a x ta. x +---+a x +te =x
n1”1 n2""2 nn""n n n

que se puede escribir como
Ax +e=x=Ix

(I—A)x=c¢e (16)

La matriz A de demandas internas se llama matriz tecnolégica, y la matriz I — A se llama ma-
triz de Leontief. Si la matriz de Leontief es invertible, entonces los sistemas (15) y (16) tienen
soluciones unicas.

Leontief utilizo su modelo para analizar la economia de Estados Unidos en 1958." Dividié
la economia en 81 sectores y los agrupo6 en seis familias de sectores relacionados. Con el objeto
de simplificar se tratara cada familia de sectores como un solo sector, de manera que se pueda
ver la economia estadounidense como una economia con seis industrias. Estas industrias se
enumeran en la tabla 3.1.

Tabla 3.1

Sector Ejemplos
No metales terminados (NMT)
Metales terminados (MT)

Muebles, alimentos procesados

Electrodomésticos, vehiculos automotores

Metales basicos (MB) Herramientas (produccion intermitente), mineria
No metales basicos (NMB) Agricultura, imprenta
Energia (E) Petroleo, carbon

Servicio (s) Diversiones, bienes raices

La tabla de insumo-producto, tabla 3.2, presenta las demandas internas durante 1958 sobre la
base de las cifras de Leontief. Las unidades en la tabla estan expresadas en millones de ddlares.
Asi, por ejemplo, el nimero 0.173 en la posicion 6,5 significa que para producir energia equiva-
lente a $1 millon, es necesario proporcionar $0.173 millones = $173 000 en servicios. De forma
similar, 0.037 en la posicion 4,2 significa que con el fin de producir articulos metalicos termina-
dos, es necesario gastar $0.037 millones = $37000 en productos no metalicos basicos.

Tabla 3.2 Demandas internas en 1958 en la economia de Estados Unidos

NMT MT MB NMB E S
NMT 0.170 0.004 0 0.029 0 0.008
MT 0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016
MB 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007
NMB 0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048
g 0.007 0.001 0.029 0.025 0.358 0.025
S 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234
[

' Scientific American (abril de 1965): 26-27.
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Por tltimo, las demandas externas estimadas por Leontief sobre la economia de Estados Uni-

dos en 1958 (en millones de dolares) se presentan en la tabla 3.3.

Tabla 3.3 Demandas externas sobre la economia de
Estados Unidos en 1958 (en millones de dolares)

NMT 99 640
MT 75 548
MB 14 444

NMB 33501

E 23 527
S 263 985

Con el fin de manejar la economia de Estados Unidos en 1958 para satisfacer todas las deman-

das externas, jcudntas unidades deben producirse en cada uno de los seis sectores?

B Solucion  La matriz tecnoldgica esta dada por

0.170
0.003
0.025
0.348
0.007
0.120

0.004
0.295
0.173
0.037
0.001
0.074

0
0.018
0.460
0.021
0.039
0.104

0.029
0.002
0.007
0.403
0.025
0.123

Para obtener la matriz de Leontief, se resta

S O O O O =
S O O O = O

El calculo de la inversa de una matriz de 6 X 6 es una actividad laboriosa. Los siguientes resul-

S O O = O O
S O = O O O

S = O O O O
- O O O O O

0.170
0.003
0.025
0.348
0.007
0.120

0  0.008 99 640
0.004 0.016 75 548
0.011 0.007 | 14444
0011 0048| ¥ °T| 33501
0.358 0.025 23527
0.173 0.234 263985
0004 0 0020 0  0.008
0295 0.018 0.002 0.004 0.016
0.173 0.460 0.007 0.011 0.007
0.037 0.021 0.403 0011 0.048
0.001 0.039 0.025 0358 0.025
0.074 0.104 0.123 0.173 0234

tados (redondeados a tres cifras decimales) se obtuvieron usando MATLAB:

I—4)'=

1.234
0.017
0.078
0.752
0.061
0.340

0.014

0.007

1.436 0.056

0.467
0.133
0.045
0.236

1.878
0.101
0.130
0.307

0.064
0.014
0.036
1.741
0.083
0.315

0.006
0.019
0.044
0.065
1.578
0.376

0.017
0.032
0.031
0.123
0.059
1.349
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Por lo tanto el vector de la salida “ideal” esta dado por

131033.21
120 458.90
80 680.56
178 732.04
66 929.26
431562.04

x=(—A4) 'e=

Esto significa que se requeria aproximadamente de 131 033 unidades (equivalentes a $131033
millones) de productos no metalicos terminados, 120459 unidades de productos metalicos ter-
minados, 80 681 unidades de productos metalicos basicos, 178 732 unidades de productos no
metalicos basicos, 66 929 unidades de energia y 431 562 unidades de servicios, para manejar la
economia de Estados Unidos y cumplir con las demandas externas en 1958.

En la seccion 2.2 se encontro la primera forma del teorema de resumen (teorema 2.2.1).
Ahora se puede mejorar. El siguiente teorema establece que varias afirmaciones sobre la inver-
sa, la unicidad de las soluciones, la equivalencia por renglones y los determinantes son equi-
valentes. En este momento, se puede probar la equivalencia de los incisos i), ii), iii), iv) y v).
La prueba concluira después de desarrollar cierta teoria basica sobre determinantes (vea el
teorema 3.11.1).

Teorema de resumen

Sea A una matriz de n X n. Por lo que las seis afirmaciones siguientes son equivalentes.
Es decir, cada una de ellas implica las otras cinco (de manera que si se cumple una, todas
se cumplen, y si una es falsa, todas son falsas).

i) A esinvertible.
ii) La unica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).
iii) El sistema Ax = b tiene una solucion unica para cada n-vector b.

iv) A esequivalente por renglones a la matriz identidad 7, de n X n; es decir, la forma
escalonada reducida por renglones de A es / .

v) La forma escalonada por renglones de A4 tiene n pivotes.
vi) det A # 0 (hasta ahora solo se ha definido det A si 4 es una matriz de 2 X 2).

Ya se ha visto que las afirmaciones i), iii ), iv) y vi) son equivalentes [teorema 5]. Se
demostrara que ii ) y iv) son equivalentes. Suponga que i) se cumple. Entonces la for-
ma escalonada reducida por renglones de A tiene n pivotes; de otra manera al menos
una columna de esta forma no tendria pivote y entonces el sistema Ax = 0 tendria un
nimero infinito de soluciones porque se podria dar un valor arbitrario a la variable co-
rrespondiente a esa columna (los coeficientes en la columna son cero). Pero si la forma
escalonada reducida por renglones de A tiene n pivotes, entonces se trata de / .

Inversamente, suponga que iv ) se cumple; esto es, suponga que A es equivalente por
renglones a /. Entonces por el teorema 5, inciso i), 4 es invertible y, por el teorema 5,
inciso iii ), la soluciéon tnica de Ax = 0esx = A~' 0 = 0. Asi, ii ) y iv) son equivalentes.
En el teorema 2.2.1 se demostré que i) y vi) son equivalentes en el caso de 2 X 2. Se
probara la equivalencia de i) y vi ) en la seccion 3.10.
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Observacion. Si la forma escalonada por renglones de A4 tiene n-pivotes, entonces tiene la si-
guiente forma:

1 7"12 rl3 1n
0 1 Ty 7,
0 0 1 7, 7)
00 O 1

Es decir, R es una matriz con unos en la diagonal y ceros debajo de ella.
Para verificar que B = A" se debe comprobar que AB = BA = I. Resulta que solo se tiene
que hacer la mitad de este trabajo.

Sean Ay B matrices de n X n. Entonces A es invertibley B= A4 ' yaseasii)BA =1Io
siii) AB = I.

i) Se supone que B4 = I. Considere el sistema homogéneo Ax = 0. Si se multiplican

por la izquierda ambos lados de esta ecuacion por B, se obtiene
BAx = B0 (18)

Pero BA = I'y B0 = 0, de manera que (18) se convierte en Ix = 0 o x = 0. Esto
muestra que x = () es la Ginica solucion a Ax = 0y por el teorema 6, incisos i) y ii ),
esto quiere decir que A4 es invertible. Todavia debe demostrarse que B = 4~'. Sea
A" = C. Entonces, AC = I. Asi

BAC=B(AC)=BI=B y BAC=(BA)C=IC=C

Por lo tanto, B = C'y el inciso i) queda demostrado.

ii) Sea AB = I. Entonces del inciso i), A = B™". De la definicién 2 esto significa que

AB = BA = I, 1o que prueba que A4 es invertible y que B = 4", Esto completa la
demostracion.

AUTOEVALUACION

Indique cual de las siguientes afirmaciones es correcta

a) Toda matriz cuadrada tiene inversa.

b) Una matriz cuadrada tiene inversa si su reduccion por renglones lleva a un ren-
glon de ceros.

¢) Una matriz cuadrada es invertible si tiene inversa.

d) Una matriz cuadrada B es la inversa de 4 si A = B.

(Cual de las siguientes afirmaciones es cierta sobre un sistema de ecuaciones en forma
de matriz?

a) Es de la forma 4~ 'x = b.
b) Si tiene una solucién tnica, la solucién serd x = A4~'b.

¢) Tiene solucion si 4 no es invertible.

d) Tiene una solucion unica.
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6 —1
o7 2
d) [1 0]

2 0

. (Cual de las siguientes matrices es invertible?

a)(l 3]

-3 -9

0 {2 —3}
1 -1

. Considere una matriz invertible A y senale cual de las siguientes afirmaciones es

cierta.

a) El producto de 4 por Tes A"
b) A es una matriz de 2 X 3.
)A=A4"

d) A es una matriz cuadrada.

. ¢Cual de las siguientes afirmaciones es cierta sobre el sistema?

dx =5y =13
ox + 7y =4

. ., 4 . .
a) No tiene solucioén porque [6 ] no es invertible.
b) Tiene solucién (—1, —%)
oL ., , . 4
¢) Si tuviera una solucién se encontraria resolviendo

-1

4
d) Su solucion es [6

Desarrollo de competencias 3.4

En los problemas 1 a 21 determine si la matriz dada es invertible. De ser asi, calcule la inversa.

10.

13.

21 , (-1 6 5[4 7
32 2 —12 -8 14
0 s (11 6 (23
0 1 33 4 10
111 01 3
a 8. |0 2 3 9 3 4 -2
bb 55 1 -1 8
11 0 0 1
2 1. (o 1 1 12. 10 1 1
-1 0 0 1 11
1 6 2 310 1 -2 -3
-2 3 5 4. |1 -1 2 15. |0 3 4
7 12 —4 1 11 0 0 5
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16.

19.

22.

23.

24,

25.

26.

*27.

*28.

29.

30.

31.

1 1 1 1
2 -1 4 1 2 3 L 2 | 2
-1 0 5 17 1 2 18.
1 —1 1
19 -7 3 o1 2
1 3 3 2
1 0 2 3 1 2 0 0 1 -3 0 -2
_ 0 _ _ _ _
11 4 20. 2 3 30 ’1. 3 12 2 6
21 -1 3 0 -3 -2 4 -2 10 2 5
-1 0 5 7 0 0 4 4 -1 6 1 3

Muestre que si 4, B'y C son matrices invertibles, entonces ABC es invertible y (4BC) ™' =
C'B'A™

Sid, A, ..., A sonmatrices invertibles de n X n, muestre que 4, - 4,, - - -, A _ es inver-
tible y calcule su inversa.

Muestre que la matriz ( ) es su propia inversa.

Muestre que la matriz | ' %2 | es su propia inversa si 4 = = Tosia, = —a,,y a,a,, =
q prop = 1 2 Y dydy,

1 — 612”. ) dy

Encuentre el vector de produccion x en el modelo de insumo-producto de Leontief si

30
n=3e=[20|yAd=
40

0

U= u wnl=
Sk v =
(O} (S o8}

Asuma que 4 esden X my Besdem X n, de manera que AB es de n X n. Demuestre que
AB no es invertible si n > m. [Sugerencia: Muestre que existe un vector x diferente de cero
tal que ABx = 0y luego aplique el teorema 6.]

Utilice los métodos de esta seccion para encontrar las inversas de las siguientes matrices
con elementos complejos:

o, =i o 1 i 0

1 —1
a b c —i 0 1
) [1 —ij ) ( 0 1+iJ ) (l) i 1
1 —1

senf cosO 0
Demuestre que para todo niimero real 6 la matriz | cos® —send 0 | es invertible y en-

cuentre su inversa. 0 0 1
2 00

Calculelainversade A = |0 3 0
0 0 4

Una matriz cuadrada 4 = (a,) se llama diagonal si todos sus elementos fuera de la diagonal
principal son cero. Esto es a; = 0 si i # j (la matriz del problema 30 es diagonal). Demuestre
que una matriz diagonal es invertible si y sélo si cada uno de los elementos de la diagonal
es diferente de cero.
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32. Sea
a, 0 0
A= 0 a, 0
0 0 - a

nn

Una matriz diagonal tal que sus componentes en la diagonal principal son todas diferentes
de cero. Calcule 47"

2 1 -1
33. Calculelainversade 4 = |0 3 4|
00 5
1 00
34. Demuestre que la matriz 4 = | =2 0 0 | no es invertible.
4 6 1

*35. Una matriz cuadrada se llama triangular superior (inferior) si todos sus elementos abajo
(arriba) de la diagonal principal son cero (la matriz en el problema 33 es triangular superior
y la matriz en el problema 34 es triangular inferior). Demuestre que una matriz triangular
superior o triangular inferior es invertible si y solo si cada uno de los elementos de la dia-
gonal es diferente de cero.

36. Demuestre que la inversa de una matriz invertible es triangular superior. [Sugerencia: Pri-
mero demuestre el resultado para una matriz de 3 X 3.]

En los problemas 37 y 38 se da una matriz. En cada caso demuestre que la matriz no es inverti-
ble encontrando un vector x diferente de cero tal que Ax = 0.

2 -1 -bs

37.( ] % [0 4 —
4 2

2 —6 8

39. Sean A, B, F, y M matrices invertiblesdem X n. Si M =1+ F(M — A,)—1 B
yA,= A+ BF.

Demuestre que M~' = B~ (M — A4,) (M — A)'B.

40. Sean A4, B, C, D, Fy N matrices invertiblesde m X n. SiN = D + C. (Al — AF)’IB,
M'=B'WM—-A)M—-A)'B, CF=C+ DFyA,=A+ BF.

Demuestre que NM ' = D + C(M — A)"'B.

41. Una fabrica de muebles de calidad tiene dos divisiones: un taller de maquinas herramienta
donde se fabrican las partes de los muebles, y una division de ensamble y terminado en la
que se unen las partes para obtener el producto final. Suponga que se tienen 12 empleados
en el taller y 20 en la division y que cada empleado trabaja 8 horas. Suponga también que
se producen unicamente dos articulos: sillas y mesas. Una silla requiere % horas de ma-
quinado y 41;:70 horas de ensamble y terminado. Una mesa requiere % horas de maquinado
y % horas de ensamble y terminado. Suponiendo que se tiene una demanda ilimitada
de estos productos y que el fabricante desea mantener ocupados a todos sus empleados,

Jcuantas sillas y cuantas mesas puede producir esta fabrica al dia?
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42,

43.

44,

45.

La alacena de ingredientes magicos de una hechicera contiene 10 onzas de tréboles de
cuatro hojas molidos y 14 onzas de raiz de mandragora en polvo. La alacena se resurte
en forma automatica siempre y cuando ella termine con todo lo que tiene. Una pocion de
amor requiere —3 onzas de tréboles y 22 13 onzas de mandragora. Una receta de un conocido
tratamiento para el resfriado comun requiere 53 153 onzas de tréboles y 1042 3 onzas de man-
dragora. ;Qué cantidad de la pocién de amor y del remedio para resfriado debe combinar
la hechicera para usar toda la reserva en su alacena?

Un granjero nutre a su ganado con una mezcla de dos tipos de alimento. Una unidad es-
tandar del alimento A proporciona a un novillo 10% del requerimiento diario de proteina
y 15% del de carbohidratos. Si el granjero quiere alimentar a su ganado con el 100% de los
requerimientos minimos diarios de proteinas y carbohidratos, jcuantas unidades de cada
tipo de alimento debe recibir un novillo al dia?

Una versién muy simplificada de una tabla de insumo-producto para la economia de Israel
en 1958 divide dicha economia en tres sectores —agricultura, manufactura y energia— con
los siguientes resultados.’

Agricultura Manufactura Energia
Agricultura 0.293 0 0
Manufactura 0.014 0.207 0.017
Energia 0.044 0.010 0.216

a) ;Cuantas unidades de produccion agricola se requieren para obtener una unidad de
producto agricola?

b) ;Cuantas unidades de produccién agricola se requieren para obtener 200 000 unidades
de productos de esta naturaleza?

¢) (Cuantas unidades de produccién agricola se requieren para obtener 50 000 unidades
de energia?

d) ;Cuantas unidades de energia se requieren para obtener 50 000 unidades de productos
agricolas?

Si se continua con el problema 44, las exportaciones (en miles de libras israelies) en 1958
fueron las siguientes:

Agricultura 13213
Manufactura 17 597
Energia 1786

a) Calcule la matriz tecnoldgica y la de Leontief.

b) Determine el valor en libras israelies de los productos agricolas, la energia y los ar-
ticulos manufacturados necesarios para hacer funcionar este modelo y exportar el
valor establecido de cada producto.

T Wassily Leontief, Input-output Economics (Nueva York: Oxford University Press, 1966), 54-57.
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En los problemas 46 a 53 calcule la forma escalonada por renglones de la matriz dada y utilicela
para determinar en forma directa si es invertible.

46. La matriz del problema 4. 47. La matriz del problema 1.

48. La matriz del problema 5. 49. La matriz del problema 10.
50. La matriz del problema 13. 51. La matriz del problema 16.
52. La matriz del problema 18. 53. La matriz del problema 19.

21 22

54. Sea A= [a” e ] y suponga que a,,d,, — d,,d,, #0. Derive la formula (12) mediante reduc-

sy . a, a 1 0
cion por renglones de la matriz aumentada [ n 4| 0 1].
a, a

21 22 |

55. Demuestre los incisos i), ii) y iv) del teorema 5.

I 4
56. Calcule la inversa de [O ; j donde A4 es una matriz cuadrada. (Sugerencia: Revise la mul-
tiplicacion de matrices por bloques en la seccién 3.2.)"

0
57. Considere que 4,, y A4,, son invertibles y encuentre la inversa de [21 4 ]
1 2

58. Si A y B son matrices invertibles, resuelva para X:
a) BXA =B
by A7'X=4

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

. o . » . o IV. @) V. o

MANEJO DE LA CALCULADORA

Para obtener la inversa de una inversa se procede de la forma siguiente. Una vez que se
tiene a la matriz en la pila, se oprime la tecla (_# ). Si la matriz no es invertible apare-

ceran simbolos de infinito en alguna(s) posicion(es) de la matriz resultante.

De los problemas 59 a 62 utilice la calculadora para calcular la inversa de la matriz
dada.

1.6 23 75 20 37 11
59. |42 39 57 60. |26 49 10
—6.8 —09 4.1 57 98 36

—0.03 021 046 —0.33
—0.27 0.79 0.16 0.22
033 002 0 —0.88
044 -0.68 037 0.79

61.

]
 David Carlson presenté este problema y el siguiente en su articulo “Teaching Linear Algebra: Must the Fog Always
Roll in?” En The Collage Mathematics Journal, 24(1), enero de 1993, 29-40.
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2346 —59.62  38.36 —44.21
—=59.32  77.01 9138  50.02
36.38  67.92 —81.31 15.06
—61.31 —70.80 4359 71.22
63. Demuestre que la inversa de
3 5 -17
0 8 13
0 0 5
0 0 0
tiene ceros debajo de la diagonal.
64. Haga lo mismo para la matriz
23.1 —42.1 —63.7
0 —145 362
0 0 372
0 0 0
0 0 0

4

22

—4

=7
—194 238
—159 613
64.8 23.5
91.2 13.8
0 46.9

65. Las matrices en los problemas 63 y 64 se llaman triangulares superiores. Haciendo
uso de los resultados de dichos problemas obtenga una conclusion sobre la inversa

de una matriz triangular superior.

EXE] TranspuesTa DE UNA MATRIZ

En correspondencia a toda matriz existe otra que tiene propiedades muy similares a las de la

matriz original.

DEFINICION n

Transpuesta

Sea A = (a;) una matriz de m X n. Entonces la transpuesta de 4, que se escribe A',esla
matriz de n X m que se obtiene al intercambiar los renglones por las columnas de 4. De
manera breve, se puede escribir 4’ = (a;). En otras palabras

a, 4 a,

9 a a a

Si 4= 2t 2 2n | entonces A =
aml amZ amn

all a21 aml
12 aZZ m2 (1)
aln a2n anm

Simplemente se coloca el renglén i de 4 como la columna i de A’ y la columna j de 4

como el renglén jde A"
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m Obtencion de las transpuestas de tres matrices

(=

Encuentre las transpuestas de las matrices

1 2 -6
2 3 2 31 2 -3 4
A= B= C=
1 4 -1 4 6 o 1 2
2 -1

B Solucion Al intercambiar los renglones y las columnas de cada matriz se obtiene

1 1 20 2
/21 ’ ’
= = 40 o= 2 -3 1 -1
3 4
6 -6 42 5

Observe, por ejemplo, que 4 es la componente en el renglon 2 y la columna 3 de C mientras que
4 es la componente en el rengldn 3 y la columna 2 de C'. Esto significa que el elemento 2,3 de
Ces el elemento (3,2) de C".

TEOREMA n Suponga que A = (a,) es una matriz denXmy B(b,) es una matriz de m X p. Entonces
i) (L) = 4. @)
ii) (A4B)' = B'A" 3)
iii) Si Ay Bsonden X m,entonces (4 + B)' = A" + B 4
iv) Si A4 es invertible, entonces A’ es invertible y (4°) ' = (47")". 5)
DEMOSTRACION i) Esto sigue directamente de la definicion de la transpuesta.

ii) Primero, se observa que AB es una matriz de n X p, de manera que (4B)" esde p X n.
También B’ esde p X my A" es de m X n, de manera que B'A" es de p X n. De esta for-
ma, ambas matrices en la ecuacion (3) tienen el mismo tamafio. Ahora, el elemento i

de ABes Za y éste es el elemento ji de (AB)". Sean C = B'y D = A". Entonces el

ik~ ki’

elemento l],l(’ de Ces b yel elemento ij, d,, de D es a;. Asi, el elemento jide CD =
elemento jide B'A’' = 2 ¢, d, Z O Zalk ,, = elemento ji de (4B)". Lo dicho
completa la demostracmn dela parte if).

ili) Esta parte se deja como ejercicio (vea el problema 14).

iv) Sea A™'= B. Entonces AB = BA = I de manera que, del inciso ii), (4B)' = B'A' =T
= Iy (BA)' = A'B' = I. Por lo tanto, 4’ es invertible y B’ es el inverso de A', es decir,
A= B =47,

La transpuesta juega un papel de suma importancia en la teoria de matrices. En capitulos
posteriores se vera que Ay A’ tienen muchas propiedades en comun. Como las columnas de
A’ son renglones de A se podran establecer hechos sobre la transpuesta para concluir que casi
todo lo que es cierto para los renglones de una matriz se cumple para sus columnas.

La siguiente definicion es fundamental en la teoria de matrices.
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DEFINICION E Matriz simétrica

La matriz (cuadrada) 4 de n X n se denomina simétrica si A’ = 4. Es decir, las columnas
de A son también los renglones de 4.

EJEMPLO 2 Cuatro matrices simétricas

Las siguientes cuatro matrices son simétricas:

s 1 2 4 6
1 2 2 7 3 5
I A= =| —4 Cc=
2 3 ) 4 3 8 0
6 5 0 —4
En la unidad 5 se vera la importancia de las matrices simétricas reales.
OTRA FORMA DE ESCRIBIR EL PRODUCTO ESCALAR
al 1
Sean a = a.z yb=| 2 | dos vectores columna con n componentes. Entonces, de la ecuacion
a}'l bn
(1) en la pagina 61,

a‘b=ab,+ab,+---+ab,
Ahora bien, a es una matriz de n X 1 de manera que ¢’ es una matrizde 1 X ny
a'=(a,a,...a)

Entonces a'b es una matriz de 1 X 1 (o escalar), y por la definiciéon de la multiplicacion de
matriz

b

1

b
T 2 | —
a'b=(aa,---a)| °|=ab +ab, +---+tab

De ese modo, si a'y b son vectores columna de n componentes, entonces

a-b=ab (6)

La férmula (6) sera de utilidad mas adelante en este libro.
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AUTOEVALUACION

Si una matriz A es de 3 X 4, entonces A" es una matriz de

a) 4 X3 b) 3 X4 ¢) 3X3 d) 4 X4

. Falso-verdadero: A" esta definida solo si A es una matriz cuadrada.

. Falso-verdadero: Si A es una matriz de n X n, entonces la diagonal principal de 4’

es la misma que la diagonal principal de A4.

IV. Falso-verdadero: [(A")] = A’
1 2 3
V. La transpuesta de es .
-1 0 0
-1 1 1 -1 1
)| 2 0 B |2 0 13 Y
¢ ) Y1 0 o
3 0 2 0
Desarrollo de competencias 3.5
En los problemas 1 a 13 encuentre la transpuesta de la matriz dada.
2 3
1. [_1 4] [3 0] [3 5) 4. | -1 2
6 5 1 2 2 -1 1 4
5 Lo 1 2 3 1 2 3
5.[156j 6(1_§3_1J7—10 8 |2 4 -5
420 1 5 3 -5 7
1 -2 -3 ; _i a b c
0. |2 2 7| 1. |1 OO} 12 |d e f
3 s 4 0101 1 6
1 5 4 J

13.000
0 00

14. Sean Ay B matrices de n X m. Demuestre, usando la definicion 1, que (4 + B) = A" + B

15. Una matriz A de n X nesnormal si 4 A'= A" A. Pruebe que la siguiente matriz es normal.

;)
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16

17.
18.
19.

20.
21.

22.

23.
24.

25.

26.

27

*28.

*29.

2 a 3
. Encuentre los numeros oy Btalesque | 5 —6 2 | essimétrica.
B 2 4

Si A y B son matrices simétricas de n X n, pruebe que 4 + B es simétrica.
Si A y B son matrices simétricas de n X n, demuestre que (4B)" = BA.

Demuestre que para cualquier matriz 4 la matriz producto 44’ esta definida y es una matriz
simétrica.

Demuestre que toda matriz diagonal es simétrica (vea el problema 3.4.31).

Demuestre que la transpuesta de toda matriz diagonal superior es triangular inferior (vea el
problema 3.4.35).
Una matriz cuadrada se denomina antisimétrica si A" = —A4 (es decir a; = —a;). (Cuales de
las siguientes matrices son antisimétricas?
| 6 0 —6 2 =2 =2 0 1 -1
a) b) |2 2 -2 d) |-1 0 2
6 0 6 0
2 2 2 1 -2 0

Sean 4 y B dos matrices antisimétricas de n X n. Demuestre que 4 + B es antisimétrica.

Si 4 es una matriz real antisimétrica, demuestre que toda componente en la diagonal prin-
cipal de 4 es cero.

Si A y B son matrices antisimétricas de n X n, demuestre que (AB)' = BA de manera que
AB es simétrica si y s6lo si A y B conmutan.

Sea A una matriz de n X n. Demuestre que la matriz 5(4 + A') es simétrica.
. Sea A una matriz de n X n. Demuestre que la matriz %2(A4 — A') es antisimétrica.

Demuestre que cualquier matriz cuadrada se puede escribir de una forma unica como la
suma de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.

a

a. a . . . .
Sea 4 = [ ! '2) una matriz con elementos reales no negativos que tiene las propieda-
a
21

- . . (a a :
des siguientes: i) a; +a;, =1y a,, +a., =1y ii) [ “].( 21] =0. Demuestre que 4 es in-

a12 a22

vertible y que 4! = A".

De los problemas 30 a 34 calcule (4") 'y (4')"y demuestre que son iguales.

30 4=| ! 2 3. |20 32 4= |21
3 4 6 3 3 2

3 2 1 111
33.4= (0 2 2 4. A=10 2 3
00 — 551

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

I a) . F) m. v V. ») V. b
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MANEJO DE LA CALCULADORA

Para obtener A" una vez que se tiene a la matriz en la pila se oprime la siguiente secuen-
cia de teclas (observacion: se considera que se esta trabajando en modo RPN y con la
bandera (flag) 117 en la posiciéon SOFT)

PP MATRX IMAKEN TRN |

m IMATRICES ELEMENTALES Y MATRICES INVERSAS

Considere que A4 es una matriz de m X n. Entonces, como se muestra a continuacion, se pueden
realizar operaciones elementales con renglones en 4 multiplicando A por la izquierda por una
matriz adecuada. Las operaciones elementales con renglones son:

i) Multiplicar el renglén i por un numero ¢ diferente de cero R, — cR,
ii) Sumar un multiplo del renglén i al renglén j R, — R + cR,
ili) Permutar (intercambiar) los renglones i y j R, =R,

DEFINICION n Matriz elemental

Una matriz (cuadrada) £ de n X n se denomina una matriz elemental si se puede obtener
a partir de la matriz identidad, 7, de n X n mediante una sola operaciéon elemental con
renglones.

Notacién. Una matriz elemental se denota por E, o por ¢R,, R, + ¢R,, o por P, de acuerdo con
la forma en que se obtuvo de /. En este caso, P, es la matriz obtenida a partir del intercambio
delos renglonesdeiyjde L

m Tres matrices elementales

Obtenga tres matrices elementales de 3 X 3.

oo RS5R oo Matriz obtenida
i) |0 1 0 *——|0 5 0|=5R, multiplicando el segundo

0 0 1 00 1 renglén de I por 5
oo R R 3R oo Matriz obtenida multiplicando

i) |0 10 R 0 1 0[=R,—3R el primer renglén de I por =3y
00 1 3 0 1 sumandolo al tercer renglon
100 P 100 Matriz obtenida

i) [0 1 0)—=—-{0 0 1|= P, permutando el segundo y
00 1 01 0 tercer renglones de /

La prueba del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea los problemas 68 a 70).
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TEOREMA n

EJEMPLO 2

Matrices y determinantes

Para realizar una operacion elemental en una matriz 4 se multiplica 4 por la izquierda
por la matriz elemental adecuada.

Operaciones elementales mediante la multiplicacion por matrices elementales

B Solucion

1 3 2 1
Sea A=|4 2 3 —5|. Realice las siguientes operaciones elementales con los renglones de
31 =2 4

A multiplicando A4 por la izquierda por una matriz elemental adecuada.
i) Multiplique el segundo renglén por 5.
ii) Multiplique el primer renglén por —3 y sumelo al tercer renglon.
ili) Permute el segundo y tercer renglones.

Como A es una matriz de 3 X 4, cada matriz elemental E debe ser de 3 X 3, ya que E debe ser
cuadrada y multiplica a 4 por la izquierda. Se usan aqui los resultados del ejemplo 1.

1 0 0)1 3 2 1 1 3 2 1
i) (5R)A=|0 5 0|4 2 3 —=5|=[20 10 15 -25
00 1){3 1 -2 4 31 =2 4
1 0 o)l 3 2 1 1 3 2 1
i) (R,—3R)A=| 0 1 0|4 2 3 -5|=/4 2 3 -5
-3 0 1){3 1 -2 4 0 -8 -8 1
1 0 O)f1 3 2 1 13 2 1
iiii) (P,)A={0 0 1||4 2 3 —=5|=3 1 -2 4
01 0J/{3 1 -2 4 4 2 3 =5
Considere los siguientes tres productos, con ¢ # 0.
100100 100
0cOf[0tO0|=[010 (0))
001)L001 001
1 00 1 00 1 0
01 0f O 0|=|0 0 2)
¢c 0 1){— O 0 0
1 0 0)1 0 O 00
0 0 L||0 0 1|=|0 0 3
0 1 0){0 0 00

Las ecuaciones (1), (2) y (3) indican que toda matriz elemental es invertible y que su inversa
es del mismo tipo (tabla 3.4). Estos datos se deducen a partir del teorema 1. Es obvio que si se
realizan las operaciones R, — R, + ¢R, seguida de R, — R, — ¢R, sobre la matriz A4, la matriz 4
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no cambia. También R, — cR, seguida de R, — % R, yla permuta de los mismos dos renglones
dos veces deja la matriz 4 sin cambio. Se tiene

(cR)'= 1r )
13 c 13
(R, +cR)"'=R —cR ®)
5y =1, ©
La ecuacion (6) indica que
Toda matriz de permutacion elemental es su propia inversa.
Resumiendo los resultados:
Tabla 3.4
. Efecto de Representacion Al multiplicar Representacion
IMatrlz | multiplicar A simbélicade | por laizquierda, | simbélica de
B por la izquierda | las operaciones E" hace lo la operacion
tipo £ por E elementales siguiente inversa
Multiplica el Multiplica el
Multiplicacion renglén i de A por R, renglén i de A iz
c#0 por L !
c
Multiplica el Multiplica el
Suma rengléon i de 4 R+ ¢R renglén i de 4 por R — ¢R
por ¢y lo suma al i —cylosuma al A
renglon j renglon j
Permuta los Permuta los
Permutacion renglones iy j . renglones iy j I.j
de 4 de 4

TEOREMA E

Toda matriz elemental es invertible. El inverso de una matriz elemental es una matriz
del mismo tipo.

Nota. El inverso de una matriz elemental se puede encontrar por inspeccion. No es necesario

realizar calculos.

TEOREMA E

DEeEMOSTRACION

(=

Sead =E,E, .

Una matriz cuadrada es invertible si y solo si es el producto de matrices elementales.

.., E donde cada E, es una matriz elemental. Por el teorema 2, cada
E, es invertible. Mas aun, por el teorema 3.4.3 A4 es invertible' y

f Aqui se usé la generalizacion del teorema 3.4.3 para mas de dos matrices. Vea, por ejemplo, el problema 3.4.22.
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EJEMPLO 3

Matrices y determinantes

=1 _ -1 =1 -1
A _Em Emil.nEZ 1E‘l

En forma inversa, suponga que A4 es invertible. De acuerdo con el teorema 3.4.6 (teorema
de resumen), 4 es equivalente por renglones a la matriz identidad, lo que significa que 4
se puede reducir a I mediante un niumero finito de operaciones elementales. Para el teore-
ma 1 cada operacion de este tipo se logra multiplicando A por la izquierda por una ma-

triz elemental y, por consiguiente, existen matrices elementales £, E,, . . . , £ tales que
EE .,....EEEA=1

Asi, del teorema 3.4.7,

EE ... . EE =A"

m " m=1

y como cada £, es invertible por el teorema 2,

A=(47")" =(E,E

m —m—1

"EzEl)_l =E1_1E2_1---E_1 E~! @)

m—1"m

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, se ha escrito 4 como
el producto de matrices elementales y esto completa la prueba.

Como escribir una matriz invertible como el producto de matrices elementales

B Solucion

2 4 6
Demuestre que la matriz A= 4 5 6 | esinvertible y escribala como un producto de ma-
trices elementales. 31 =2

Ya se ha trabajado con esta matriz, en el ejemplo 2.3.1. Para resolver el problema se reduce 4
a 'y se registran las operaciones elementales con renglones. En el ejemplo 3.4.6 se redujo 4 a [
haciendo uso de las siguientes operaciones:

>R R, —4R, R, 3R, 3R,
R —2R R.+5R, —R, R+R,
R,—2R,

A" se obtuvo comenzando con Iy aplicando estas nueve operaciones elementales. De este
modo, A~ es el producto de nueve matrices elementales:

1 0 O0)1 o 1)1 0 oOY)1 0 o)1 -2 0
A'=|0 1 =2{/0 1 0fl0 1 ©Ofl0 1 Off0 1 O
00 1/lo o 1Jlo o —1)lo 5 1)l0 O 1
R, 2R, R +R, —R, R,+5R, R 2R,
1 0o0) 1 0O0) 1 O0O0)2o00
X|0 =2 0|l 0 1 O|—4 1 0|0 1 O
0 o0 1/(-3 0 1)l 00 1)lO 0 1
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Por lo que A4 = (4~")"" = producto de las inversas de las nueve matrices en orden opuesto:

2 4 6 2 0 0)(1 0 O)f1 0 O)f1 0O O)1 2 O

4 5 6(=/0 1 0|4 1 0O 1 0O =3 00O 1 O

31 2 0 0 1)l0 0 113 0 1){0O 0 110 O 1

2R, R,+4R, R,+3R, —3R, R, +2R,

1 0 0)1 0 O)1 0 —1)1 0 0

X| 0 1 0)j0 1 00 1 0j)j0 1 2

0 =5 1){l0 0 —1){0 O 1){0 0 1

R,—5R, —R, R, —R, R,+2R,

Se puede hacer uso del teorema 3 para extender el teorema de resumen, cuya Gltima version se
presentd en la seccion 3.4.

TEOREMA n Teorema de resumen

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces las siguientes siete afirmaciones son equivalentes.
Es decir, cada una implica a las otras seis (de manera que si una afirmacion es cierta,
todas son ciertas, y si una es falsa, todas son falsas).

i) A esinvertible.
ii) La tnica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).
iii) El sistema Ax = b tiene una solucion Unica para cada n-vector b.

iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n X n, I ; es decir, la forma
escalonada reducida por renglones de A es / .

V) A se puede escribir como el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.

vii) det A4 # 0 (por ahora, det A esta definido sélo si 4 es una matriz de 2 X 2).

Existe un resultado adicional que sera util en la seccidon 3.9. En primera instancia se necesita
una definicién (dada antes en el problema 3.4.35).

DEFINICION E Matriz triangular superior y matriz triangular inferior

Una matriz cuadrada se denomina triangular superior (inferior) si todas sus componen-
tes abajo (arriba) de la diagonal principal son cero.

Nota. a, esta debajo de la diagonal principal sii> ).

m Dos matrices triangulares superiores y dos matrices triangulares inferiores

Las matrices Uy V son triangulares superiores mientras que las matrices L y M son triangula-

res inferiores:
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TEOREMA E

DEMOSTRACION

(=

EJEMPLO 5

Matrices y determinantes

1 5
U= 1 V=
0 -2
0 0
2 0 00
00 -5 4 0 0
L= M=
51 6 1 2 0
3015

Sea 4 una matriz cuadrada. Entonces 4 se puede escribir como un producto de matrices
elementales y una matriz triangular superior U. En el producto, las matrices elementales
se encuentran a la izquierda y la matriz triangular superior a la derecha.

La eliminacién gaussiana para resolver el sistema Ax = b da como resultado una matriz
triangular superior. Para que esto sea evidente, observe que la eliminacion gaussiana
terminara cuando la matriz esté en la forma escalonada por renglones, y la forma es-
calonada por renglones de una matriz cuadrada sea triangular superior. Se denota me-
diante U a la forma escalonada por renglones de 4. Entonces A se reduce a U a través
de una serie de operaciones elementales por renglon, cada una de las cuales se puede
obtener multiplicando por una matriz elemental. Asi,

U=EE, ...EEA

A=E'E'...E'E'U

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental se ha escrito 4 como
el producto de matrices elementales y U.

Como escribir una matriz como el producto de matrices elementales

B Solucion

y una matriz triangular superior

Escriba la matriz

b

Il
—_— N W
—_— W N

9
1
8
como el producto de matrices elementales y una matriz triangular superior.

Se reduce A4 por renglones para obtener la forma escalonada por renglones:

369 123
205 1 |—EE o s g
118 118
momor (12 3 12 3
S TN B T b S BN N 11
0 -1 5 00 0
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Después, al trabajar hacia atras, se ve que

1 2 3 1 0 0 1 0 0
u=|0 1 =5(=|0 1 O 010
00 0 0O 0 IN—-1 0 1
R,+R, R,—R,

100%003 9

X =2 1 0{|0 1 0}2 1

00 1)l1 0 1){1 8

R,-2R R A

y tomando las inversas de las cuatro matrices elementales se obtiene

3 6 9 30 0)1 O O
A=|2 5 1(=10 1 Off2 1 O
1 1 8 0 0 1)l0 0 1
3R, R, +2R,

1 0 0})(1 0 01 2 3

X[f0O 1 01|10 1 0ff0 1 -5

1 0 1 )00 -1 1{O0 O O

R, +R, R,—R, U
AUTOEVALUACION

De las afirmaciones siguientes indique si son falsas o verdaderas
I. El producto de dos matrices elementales es una matriz elemental.
Il. Elinverso de una matriz elemental es una matriz elemental.

lll. Toda matriz se puede escribir como el producto de matrices elementales.

IV. Toda matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales.

V. Toda matriz invertible se puede escribir como el producto de matrices elementales.

119

VI. Toda matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales y

una matriz triangular superior.

Elija la opcion que represente la respuesta correcta

1 0 0
VIIl. Lainversade | 1 0 |es
0 3 1
1 0 0 0 0 1 -3 1 0
a0 10 b) 1o 1 0 g0 1 d) (0 1
0 -3 1 1 0 0 0 3

- O O
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1 0
VIll. Lainversade |0 1 es
0 0
1 00 + 00 0 0
1 b) |0 1 0 ¢ |0 10 d |01 0
00 < 0 0 1 0 0 4
0 0
IX. Lainversade (1 O O |es
0 1
0 1 0 -1 0 1 00 0 0
10 -1 0 0 ¢) |0 0 1 d) 0 0
0 0 0 0 —1 010 0 0 1
Desarrollo de competencias 3.6
De los problemas 1 a 15 determine cuales matrices son matrices elementales.
. [LO 2. |10 3. (13
01 11 0 1
a. |01 5. (1O 6 03
11 0 2 2 0
0 0 0 0
7 3 0) 8. 00 9. |0 O
03 00 00
00 3 4 00
10. 0 11. jo 1 2 12. |2 1 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 O 1 0 00 1 -1 0 0
13. 01 0O 14. 1 100 15 0 1 00
0010 0010 0 010
0101 0011 0 00 1

De los problemas 16 a 26 escriba la matriz elemental de 3 X 3 que lleva a cabo las operaciones
con renglones dadas sobre una matriz 4 de 3 X 5 mediante multiplicaciones por la izquierda.

16. R,—4R, 17. R, >R, + 2R, 18. R,— R, + 3R,
19. R —R, - 3R, 20. R, — R, +4R, 21. R 2R,
22. R,2R, 23. R 2R, 24. R,> R, + R,

25. R,— —R, 26. R, — R, — 4R,



3.6 Matrices elementales y matrices inversas

De los problemas 27 a 39 encuentre la matriz elemental E tal que EA = B.

7 aef 2 3) p(? 3
-1 4 2 -8

29.

31. 4

33. 4

35.

37. 4

38. 4

39. 4

el Pl
SN

2 56
4|,B=|3 4
5 6 1 2
0 s -3 —1
1 2,B=| 1 2
3 4 34
2 -5 —6
4\,B=| 3 4
6 5 6
1 2 52 2
0 -1 3 4|,B= -1
5 0 —2 7 -10
1 2 52 1 0 11
0 —1 4,B=|0 -1 3
5 0 —2 7 5 0 —2

—27

28. A=[

2 3
1 4)

8

2

=5

30, 4 23,B: 0 11
—1 4 ~1 4
32. 4=|! 2,B= -3
4 6 4 6
2 1 2
34. A=|3 4|, B=|0 —2
6 6
12 -1 =2
36. A=|3 4|,B=| 3 4
5 6 5 6
5 2
34
-3
10
4
7

De los problemas 40 a 52 encuentre la inversa de la matriz elemental dada.

2. (
5. (

46.

49.

1
0

0

o

S O O =

0 4. |13
1 01

01
OJ 4. |1 0
4 00
2 0 10
10 47. | 0 1
0 2 0
010 10
100 o |00
010 “ 1o o
00 1 00

S = O O

0 [ 10
3
0 -5
45. 101 o
00
0 00
0 4. [0 -1 0
1 0 0 1
5 1 00 0
0 o |0 1o
0 1o =3 1 0
| 0 00 1

121
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1 0 0O
0100
-6 0 1 0
0 0 01

De los problemas 53 a 62 demuestre que cada matriz es invertible y escribala como un producto
de matrices elementales.

53.

56.

59.

62.

63.

64.

*65.

*66.

*67.

68.

111
21] 54.12] 55. |0 2 3
3 2 3 4 s s
3 2 0 -1 0 2 0 4
2 2 57. |0 1 -1 58 11
00 -1 10 1 3 -1 1
oo 20 00 2100
1o . |03 00 G |02 10
00 —4 0 00 2 1
b 00 05 000 2
300 0
1300
0130
001 3

a b . .
Sea 4= j donde ac # 0. Escriba 4 como un producto de tres matrices elementales y
c

concluya que A4 es invertible.

a b c

Sea A=|0 d e |dondeadf#0. Escriba 4 como un producto de seis matrices elemen-
00 f

tales y concluya que A4 es invertible.

Sea A una matriz triangular superior de n X n. Pruebe que si toda componente en la diago-
nal de A es diferente de cero, entonces A es invertible. [Sugerencia: Remitase a los proble-
mas 63y 64.]

Demuestre que si 4 es una matriz triangular superior de n X n con componentes diferentes
de cero en la diagonal, entonces 4" es triangular superior.

Ultilice el teorema 3.5.1 iv), y el resultado del problema 66 para demostrar que si 4 es una
matriz triangular inferior con componentes diferentes de cero en la diagonal, entonces A4 es
invertible y 4" es triangular inferior.

Demuestre que si P, es la matriz de n X n obtenida permutando los renglones iy j de /,,
entonces P A4 es la matriz obtenida al permutar los renglones iy j de 4.
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69. Sca A, la matriz con ¢ en la posicion ji, unos en la diagonal y ceros en otro lado. De-
muestre que 4,4 es la matriz obtenida al multiplicar el renglon i de A por ¢ y sumarlo al

70.

renglon de .

Sea M, la matriz con ¢ en la posicion ii, unos en las otras posiciones de la diagonal, y
ceros en otro lado. Demuestre que M A4 es la matriz obtenida al multiplicar el renglén i

de A por c.

De los problemas 71 a 78 escriba cada matriz cuadrada como un producto de matrices elemen-
tales y de una matriz triangular superior.

71.

74.

77.

12
A:

2 4

00
A:

10}

100
A=| 2 3 0

-1 40

7. 4=| 2
—4

75. A=|2
3
78. A4=|0 4
00

-3
6
1 2
1 4
1 8
-1

2

0

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

l. F n v
VIl. «a) VIIL. »)

m DETERMINANTES

DEFINICION n

. r
IX. @)

IV. F

73. A=
76. A=
V

—_—

[u—y

VI. v

a, a
Sea A= [ ! ‘2) una matriz de 2 X 2. En la seccion 3.4 en la pagina 94 se defini6 el

21 a22
determinante de 4 por

Con frecuencia se denotara det 4 por

det 4 = a,,a,,— a,,a,,
|A| o a, 4,
a21 22

0]

@

Observacion. No hay que confundir esta notacion con las barras de valor absoluto. |4| denota
det A4 si A es una matriz cuadrada. |x| denota el valor absoluto de x si x es un numero real o
complejo.
Se demostrd que A4 es invertible, si y solo si, det 4 # 0. Como se vera mas adelante, este
importante teorema es valido para las matrices de n X n.
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En este capitulo se desarrollaran algunas propiedades basicas de los determinantes y se
vera como se pueden utilizar para calcular la inversa de una matriz y resolver sistemas de n
ecuaciones lineales con n incognitas.

El determinante de una matriz de n X n se definird de manera inductiva. En otras palabras,
se usara lo que se sabe sobre un determinante de 2 X 2 para definir un determinante de 3 X 3,
que a su vez se usara para definir un determinante de 4 X 4, y asi sucesivamente. Se comienza
por definir un determinante de 3 X 3."

DEFINICION E Determinante de 3 x 3

a
Sea 4=|a
a

11 a12 a13
. 4, a, |- Entonces

31 a32 a33

a a a a a a
det 4 =|A| =a, 22 23 21 Blpg [ 22 3)
a

32 a33 a31 a33 31 a32

Observe el signo menos antes del segundo término del lado derecho de (3).

EJEMPLO 1 Calculo de un determinante de 3 x 3

3 52
Sea A=| 4 2 3. Calcule]A|.
-1 2 4
3052 2 3 4 3 4 2
W Solucion l4=| 4 2 3|=3 - +2
2 4 -1 4 -1 2
-1 2 4
=3-2-5-19+2-10=-69
Calculo de un determinante de 3 x 3
2 -3 5
Calcule |1 0 4|.
3 =39
2730 0 4 1 4 10
B Solucion 1 0 4|=2 —(=3) +5
s 3 17309 3 9] 7|3 -3

=2-12+3(=3)+5(-3)=0

Hay otro método con el que se pueden calcular determinantes de 3 X 3. De la ecuacién (3) se
tiene

=
T Existen varias maneras de definir un determinante y ésta es una de ellas. Es importante darse cuenta de que “det” es
una funcién que asigna un nimero a una matriz cuadrada.
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a
12 13| _ _ _ _
- all(a22a33 a23a32) a12 (a21a33 a23a3l)
G 9 9 +a.(a,a, —a,a,)

a a 13 21732 22731
31 32 33

es decir

|A| = a11a22a33 + a12a23a3l + a13a21a32 - al3a22a3l

—a,a,a, —a.ad.,d (4)
127721733 11732733

Se escribe A4 y se le adjuntan sus primeras dos columnas:

A continuacion se calculan los seis productos, poniendo signo menos antes de los productos
con flechas hacia arriba, y se suman todos. Esto da la suma de la ecuacion (4).

Calculo de un determinante de 3 x 3 usando el nuevo método

B Solucion

ADVERTENCIA

3 52
Calcule | 4 2 3| usando el nuevo método.
-1 2 4
5 3.5
Si se escribe | 4 2y se multiplica como lo indican las flechas se obtiene
-1 274 —-172

4] = 3)2)4) + ()31 + 2XH)(2) — (~1N2)(2) — 2)3)(3) — (4)4X5)
=24—-15+16+4—-18—-80=—-69

Este método no funciona para determinantes de n X n si n > 3. Si intenta algo similar para
determinantes de 4 X 4 o de orden mayor, obtendra una respuesta equivocada.

a, a
. . ., 22 23
Antes de definir los determinantes de n X n debe observarse que en la ecuacion (3) 0
32 33
. . . . ’ . a21 a23
es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglén y la primera columna de 4;
a31 a33
. . .. . ) aZl a22
es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglén y la segunda columna de A4, y
a, a
31 32

es la matriz obtenida al eliminar el primer renglén y la tercera columna de A. Si estas matrices
se denotan por M|, M, y M,, respectivamente, y si 4, = det M|, A, = —det M,y 4, =
det M., la ecuacion (3) se puede escribir como

1

13’
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DEFINICION H

EJEMPLO 4

Matrices y determinantes

det A=|d|=a,4, +a,4,+a,4 )

117711 127712 137713

Menor

Sea A una matriz de n X n'y sea M la matriz de (n —1) X (n —1) que se obtiene de 4
eliminando el renglon iy la columna j. M, se llama el menor jj de 4.

Calculo de dos menores de una matriz de 3 x 3

B Solucion

EJEMPLO 5

2 -1 4
Sea A={0 1 5| Encuentre M,;y M,,.
6 3 —4

1
Eliminando el primer renglon y la tercera columna de 4 se obtiene M, = [ 3). De manera

6

2 4
similar, si se elimina el tercer renglon y la segunda columna se obtiene M, = [0 5].

Calculo de dos menores de una matriz de 4 x 4

B Solucion

DEFINICION n

1 -3 5 6
2 0 3
Sea 4= ) 59 o) Encuentre M.,y M,,.
4 02 7
1 5 6
Al quitar el tercer rengléon y la segunda columna de A se encuentra que M,, =[2 0 3| De
1 =3 5 4 2 7
igual manera, M,, =| 1 5 9.
4 0 2
Cofactor
Sea A una matriz de n X n. El cofactor jj de 4, denotado por 4, esta dado por
1Nt
4,= (="M ©)

Esto es, el cofactor ij de 4 se obtiene tomando el determinante del menor ij y multipli-
candolo por (—1)"7. Observe que

(=1 = 1 si' it jes Par
=l sii+ jesimpar
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Observacion. La definicion 3 tiene sentido a partir de la definicion de un determinante de n X n
con la suposicidon de que ya se sabe lo que es un determinante de (n — 1) X (n — 1).

Calculo de dos cofactores de una matriz de 4 x 4

DEFINICION H

En el ejemplo 5 se tiene

1 56
A32=(—1)3*2|M32|=—2 0 3/=-8
4 2 7

1 -3 5
A, =D 1 5 9|=-192
4 0 2

Ahora se considerara la matriz general de n X n. Aqui

1N}

11 12 1n
4= Gy Gy 4, (7
nl anZ o ann

Determinante n X n

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces el determinante de A, denotado por det 4 o |A4],
esta dado por

117711 127712 137713 In""ln

n
= Z alkAlk
k=1

det A=|4=a, 4, +a,4,+a,d,++a,A4
®

La expresion en el lado derecho de (8) se llama expansion por cofactores.

Observacion. En la ecuacion (8) se define el determinante mediante la expansion por cofactores
en el primer renglon de A. En la siguiente seccion se vera (teorema 3.8.3) que se obtiene la mis-
ma respuesta si se expande por cofactores en cualquier renglén o columna.

Calculo del determinante de una matrizde 4 x 4

Calcule det 4, de donde

A O W W
o N B~
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B Solucion

EJEMPLO 8

Matrices y determinantes

=a A +a A, +a.A.+a A

117711 127712 137713 147714

2
4
6
8

[USIE S e
A O W W

-1 3 4 0 3 4 0 —1 4 0 -1 3
=1l 1 9 6/—3[2 9 6[+5|2 1 6/—2|2 19
2 4 8 3 4 8 328 3 2 4

= 1(=92) — 3(=70) + 5(2) — 2(~16) = 160

Es obvio que el calculo del determinante de una matriz de n X n puede ser laborioso. Para
calcular un determinante de 4 X 4 deben calcularse cuatro determinantes de 3 X 3. Para calcular
un determinante de 5 X 5 deben calcularse cinco determinantes de 4 X 4, lo que equivale a
calcular veinte determinantes de 3 X 3. Por fortuna existen técnicas que simplifican estos calcu-
los. Algunos de estos métodos se presentan en la siguiente seccion. Sin embargo, existen algunas
matrices para las cuales es muy sencillo calcular los determinantes. Se comienza por repetir la
definicion dada en la seccion 2.5.

Matriz triangular

Una matriz cuadrada se denomina triangular superior si todas sus componentes abajo de
la diagonal son cero. Es una matriz triangular inferior si todas sus componentes arriba
de la diagonal son cero. Una matriz se denomina diagonal si todos los elementos que
no se encuentran sobre la diagonal son cero; es decir, 4 = (a,) es triangular superior si
a; = 0 para i > j, triangular inferior si a;, = 0 para i <, y diagonal si a;, = 0 para i # j.
Observe que una matriz diagonal es tanto triangular superior como triangular inferior.

Seis matrices triangulares

EJEMPLO 9

-2 3 0 1
21 7
) 002 4 : :
Las matrices 4=|0 2 —5|yB= 0 1 son triangulares superiores;
00 000 -2
50 N
00 , e o
c=| 2 3 y D= | o] triangulares inferiores; / (la matriz identidad) y
-1 2
2 0 0
E=]0 -7 0]son diagonales. Observe que la matriz E es también triangular superior y
0 0 —4

triangular inferior.

El determinante de una matriz triangular inferior

La matriz 4 = es triangular inferior. Calcule det A.
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det A=a, A, +04,+04,+04, =a 4

, 0 0
a4 33 0
Ay Ay

33 0

a,,a,,
a
43 44
=a,,4y,0d5,4,,

El ejemplo 9 se puede generalizar para probar el siguiente teorema.

Sea A = (a;) una matriz de n X n triangular superior o inferior. Entonces

det A = a,,0,,0,, - a )

nn

Esto es: el determinante de una matriz triangular es igual al producto de sus componentes
en la diagonal.

La parte triangular inferior del teorema se deduce del ejemplo 9. Se demostrara la parte
triangular superior por induccién matematica comenzando con n = 2. Si 4 es una

alz) y det 4 = a,,a,, —

all

a22
a,, *0 = a,,a,, de manera que el teorema se cumple para n = 2. Se supondra que se cum-
ple para k = n —1 y se demostrara para k = n. El determinante de una matriz triangular
superior de n X n es

matriz triangular superior de 2 X 2, entonces Az[

ay 4y 4 - 4y, 0
Ay Uy -or Uy, Qyy o+ Oy,
0 ay ay - @,
0 a as, 0 ay - a,
0 0 a e a =a —a
33 3n | . 0 0 12
0 0 ... a 0O 0 ... a
nn nn
o o0 0 - a,
0 a, a,, 0 ay - a,,
0O 0 ... a 0O 0 ... a
3 31
tag|. . S SRR € ) i A I "
0 0 ... a o 0 ... 0

Cada uno de estos determinantes es el determinante de una matriz triangular superior

de (n —1) X (n —1) que, de acuerdo con la hipdtesis de induccion, es igual al producto
de las componentes en la diagonal. Todas las matrices excepto la primera tienen una
columna de ceros, por lo que por lo menos una de sus componentes diagonales es cero.
De este modo, todos los determinantes, excepto el primero, son cero. Por tltimo,

ay Gy " 4,
det A=a ] (N (a,a,,---a )
11 : : : 11 22733 nn

0 0 e a

nn

lo que prueba que el teorema se cumple para matrices de n X n.
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m Determinantes de seis matrices triangulares

Los determinantes de las seis matrices triangulares en el ejemplo 8 son [4| =221 =4;|B| =
(=2)(0)(1)(=2) = 0; |} = 5-3-4 = 60;|D| = 0: ] = 1; |[E] = (2)(—7)(—4) = 56.

El siguiente teorema sera de gran utilidad.

TEOREMA E Sea T una matriz triangular superior. Entonces 7 es invertible si y solo si det 7'# 0.
DEMOSTRACION Sea
a]] 12 13 aln
0 ay, ay - a,
r={o0 0 a, - a
0 0 0 a

Del teorema 1,
det T'=a,a,Na,

Asi det T'# 0 si y solo si todos sus elementos en la diagonal son diferentes de cero.
Si det T# 0, entonces 7 se puede reducir por renglones a [ de la siguiente manera.
Parai=1,2, ..., n, sedivide el renglon i de 7 por a, # 0 para obtener

1 al’Z l’n
0 1 -
0 0 1

Esta es la forma escalonada por renglones de 7, que tiene n pivotes, T es invertible.
Suponga que det 7'= 0. Entonces al menos una de las componentes de la diagonal
es cero. Sea a, la primera de estas componentes. Entonces 7" se puede escribir como

a, a, i ,, i .
0 22 az =1l aZi az,m 2n
a. a

T = 0 0 G it G i=Ln

0 0 0 0 e a,
0 0 0 0 ai+l,i+l aiﬂ,n

0 0 0 0 0 a
nn

Cuando T se reduce a su forma escalonada por renglones, no se tiene pivote en la colum-
na i (explique por qué). Entonces la forma escalonada por renglones de 7 tiene menos
de n pivotes y por el teorema de resumen se puede concluir que 7' no es invertible.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DEL DETERMINANTE DE 2 X 2

a
Sea d=

b
d" En la figura 3.3 se graficaron los puntos (4, ¢) y (b, d) en el plano xy y se dibuja-
¢

ron los segmentos de recta de (0, 0) a cada uno de estos puntos. Se supone que estas dos rectas
no son colineales. Esto equivale a suponer que (b, d) no es un multiplo de (a, ¢).
El area generada por A se define como el area del paralelogramo con tres vértices en

(0,0), (a, 0) y (b, d).

Figura 3.3 0
Q estd en el segmento de 5. d) T\ - - =

linea BC y también en la

recta perpendicular a BC

que pasa por el origen. El

area del paralelogramo es d
00X 04 .

A(a, c)

Y
=

El area generada por 4 = |det 4|."

Se supone que a y ¢ son diferentes de cero. La prueba para a = 0 o ¢ = 0 se dejara como
ejercicio (vea el problema 18).

El area del paralelogramo = base X altura. La base del paralelogramo en la figura 3.3
tiene longitud 04 =./a’ +¢*. La altura del paralelogramo es 00, de donde 0Q es el
segmento perpendicular a BC. De la figura se ve que las coordenadas de C, el cuarto
vértice del paralelogramo, son x = a + by y = ¢ + d. Asi

Ay (ct+d)-d c

i BC=—=—+*—=—
Pendiente de Ar (@tb)—b a

Entonces la ecuacion de la recta que pasa por By Ces

y—d:£ o y=£x-i—d—E
x—b a a a
. 1 a
Pendiente de 0 = ——F———— = ——
pendiente de BC
La ecuacién de la recta que pasa por (0, 0) y O es
@=9__a¢ , ,__4,
(x—0) c c

]
T Aqui |det A| denota el valor absoluto del determinante de A.
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Q es la interseccion de BC'y 00, por lo que satisface ambas ecuaciones. En el punto de
interseccion se tiene
bc

a
x+td——=——x
a c

Ez )i

a’ + ¢ bc —ad
x =
ac a

_ ac(bc —ad) _ c(bc —ad) _ _ c(ad = bc) __c det 4

a(a® +c*) a* +c? a*+¢? a’* +c?
y
_a__ a cdetd adet4
y__zx__Z'_ 2 2 2 2
a+c* a+c

2

Entonces Q tiene coordenadas — —
a tc a tc

—c det 4 adetAJ

y
— c*(det A a’(det A)
00 = distancia de (0,0)a O = aF
Q ( ) Q \/(aZ +CZ)2 (aZ +CZ)2
[ +atydet 4 [(det 4 |det 4]
(c*+a*) a +c’ \/az +e?
Finalmente,

|det 4|

Jai +¢c

Area del paralelogramo =04 X 00 =+/a® + ¢* X = |det A|

Se puede dar una demostracién mucho mas sencilla de este teorema utilizando la definicion de
producto cruz de dos vectores.

AUTOEVALUACION
1 2 3
I. ;Cual de los siguientes es el cofactorde3en |2 -2 1|?
4 0 2
a) 8 b) -8 ¢ 3
d) 6 e) —10 o
Il. ;Cual de las siguientes es 0 para toda a 'y b?
a b a —b a a
a b c
) —b a ) —a b‘ ) b —b

d) Los determinantes no se pueden establecer porque no se parecen los valores de
ayb.
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2 -1 5 6
. Si A= 0 5 2 t det 4 =
.01 A= 0 0 -2 15 , entonces det 4 =
0 0 0 1
a) 0 b) 12 ) —12 d) 6 e) —6
IV. ;Cuales de las siguientes matrices no son invertibles?
2 4 7 2 4 7
a) [0 3 0 h) |0 O 3
0 0 1 0 0 1
2 -1 5 2 2 =1 5 2
5 0 3 16 d) 0 3 16
0 0 0 4 0 040
0 0 0 7 0O 0 0 7
Desarrollo de competencias 3.7
En los problemas 1 al 13 calcule el determinante.
0 3 -1 10 1 -1 0 3 -1 4
1.0 1 4 2.2 1 4 3.]-1 1 3 4.6 3 5
10 156 32 2 -1 6
-1 0 6 0 0 -2 -2
510 4 6 0 1 1 7.1 4 5
12 -3 -2 -1 4 2
2 0 31
> 2! 41 01 4 2
8.6 0 3 9. 14 1 3 10.
5 4 2 -1 00 15
1 2 30
2 -1 4
-3 0 00 -2 0 07 0 ? 7 g ;
-4 7 00 12 -1 4
11. 12. 13.10 0 4 -1 5
58 —-10 30 —-15
00 0 -2 8
2 3 06 2 30
00 0 06
14. Demuestre que si 4 y B son matrices diagonales de n X n, entonces det AB = det A det B.
*15. Demuestre que si 4 y B son matrices triangulares inferiores, entonces AB = det 4 det B.
16. Demuestre que, en general, no se cumple que det (4 + B) = det 4 + det B.
17. Muestre que si A es triangular, entonces det 4 # 0 si y solo si todos los elementos en la
diagonal de A4 son diferentes de cero.
18. Pruebe el teorema 3 cuando A tiene coordenadas (0, ¢) o (a, 0).
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**19. Mas sobre la interpretacion geométrica del determinante: Sean u, y u, dos 2-vectores y sean
v, = Au, y v, = Au,. Demuestre que (drea generada por v, y v,) = (area generada por u, y
u,) [det A|.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

l. a) Il. b) . ¢) IV. b), ¢)

MANEJO DE LA CALCULADORA

Se puede calcular el determinante de una matriz de una forma sencilla como se mues-
tra a continuacion. Una vez que se tiene una matriz en la pila se da el comando DET
seguido de la tecla Enter, por ejemplo

g g (3300 g (1)
SPC 2 ENTER
ALPHA) (ALPHA D [Z T){ENTER

En los problemas 20 al 23 utilice una calculadora para encontrar el determinante de
cada matriz.

1 -1 2 35 L4 e
6 10 =6 4 3 5 o 16 4
20. [7 -1 2 -12 6 2 |y a3
9 4 13 8 IS 4 4 e 1
8§ 11 —9 -8 6
~238 —159 146 382 —189 0.62 037 042 056 033
~319 248 —556 700 682 029 046 033 048 0.97
22. | 462 96 —331 516 —322 23. [0.81 037 091 033 0.77
511 856 619 384 906 035 0.62 0.73 098 0.18
603 —431 —236 692 —857 029 0.08 046 071 029

EX] ProriepADES DE LOS DETERMINANTES

Existen algunos problemas en matematicas que, en estricta teoria, son sencillos pero que en la
practica son imposibles. Piense por ejemplo en el caso de un determinante de una matriz de
50 X 50. Se puede calcular expandiendo por cofactores. Esto implica 50 determinantes de 49 X
49 que a su vez implican 50 - 49 determinantes de 48 X 48 que implican a su vez... 50 - 49 - 48 -
47... - 3 determinantes de 2 X 2. Ahora bien, 50 - 49. ..+ 3 = 50!/2 = 1.5 X 10* determinantes
de 2 X 2. Suponga que se cuenta con una computadora que puede calcular un millén = 10° de-
terminantes de 2 X 2 por segundo. Tomaria alrededor de 1.5 X 10 segundos = 4.8 X 10 aiios
terminar el calculo (el universo tiene alrededor de 15 mil millones de afios = 1.5 X 10" afios
segun la versidn tedrica mas reciente). Es obvio que, si bien el calculo de un determinante de
50 X 50, siguiendo la definicidn, es tedricamente directo, en la practica es imposible.
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Por otra parte, la matriz de 50 X 50 no es tan rara. Piense en 50 tiendas en las que se ofrecen
50 productos diferentes. De hecho, las matrices de n X n con n > 100 surgen con frecuencia en la
practica. Por fortuna, existen cuando menos dos maneras de reducir de manera significativa
la cantidad de trabajo necesaria para calcular un determinante.

El primer resultado que se necesita es quizas el teorema mas importante sobre determi-
nantes. Este teorema establece que el determinante de un producto es igual al producto de los
determinantes.

TEOREMA n Sean A y B dos matrices de n X n. Entonces

det AB = det A det B (0))

Es decir: el determinante del producto es el producto de los determinantes.

Observacion. Note que el producto de la izquierda es un producto de matrices mientras
que el de la derecha es de escalares.

L DEMOSTRACION Si se utilizan matrices elementales, la prueba esta dada en la seccion 3.9. En el problema
48 se pide que verifique este resultado para el caso 2 X 2.

m llustracion del hecho de que det AB = det A det B

Verifique el teorema 1 para

1 -1 2 1 -2 3
A=|3 1 4|y B=|0 -1 4
0 -2 5 2 0 -2

B Solucion Det A =16ydet B= —8. Se puede calcular

I -1 2)1 =2 3 5 -1 =5
AB=|3 1 4|0 -1 4|=|11 -7 5
0 -2 5){2 0 =2 10 2 -—18

ydet AB = — 128 = (16)(—8) = det 4 det B.

ADVERTENCIA El determinante de la suma 7o siempre es igual a la suma de los determinantes. Es decir, para

la mayoria de los pares de matrices, A y B,

det (A + B) # det A + det B

. 1 2 30 4 2
Por ejemplo, sean 4 = y B= . Entonces 4 + B = :
3 4 =2 2 1 6

det4A=—-2 detB=6 y
det(A+B)=22#detAd+detB=-2+6=4
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TEOREMA E det A" = det A

DEMOSTRACION Suponga que 4 = LU. Entonces A' = (LU)' = U'L' por el teorema 3.5.1 ii). Se calcula

(=

det A =det Ldet U=det U

det A" = det U'det L' = det U' = det U = det 4 det L =1

El ultimo paso se basa en que la transpuesta de una matriz triangular superior es trian-
gular inferior y viceversa, y en el hecho de que obtener la transpuesta no cambia las
componentes de la diagonal de una matriz.

Si 4 no se puede escribir como LU, entonces existe una matriz permutacion P tal
que PA = LU. Por lo que se acaba de probar,

det PA = det (PA)" = det (4'P)
y por el teorema 1,

det P det 4 = det PA = det (A'P") = det A" det P’

No es complicado probar (vea el problema 53) que si P es una matriz permutacion, en-
tonces det P = det P". Como det P = det P’ = % 1, se concluye que det 4 = det 4",

m Una matriz y su transpuesta tienen el mismo determinante

1 -1 2 1 3 0
Sea A=|3 1 4| . Entonces A"=| —1 1 —2|yesfacil verificar que |4| = |4'| = 16.
0 -2 5 2 4 5

Observacion. Dado que los renglones de una matriz son las columnas de su transpuesta, se
deduce que todo lo que se pueda decir sobre los renglones de los determinantes comprenden
una segunda forma de simplificar los calculos de los determinantes. Los resultados se prueban
para los renglones. Por lo que se acaba de decir, los teoremas se cumplen también para las
columnas.

En primera instancia se describen estas propiedades estableciendo un teorema del que se
deducen diversos resultados importantes. La demostracion de este teorema es dificil y se pos-
pone a la siguiente seccion.

TEOREMA H Teorema basico
11 12 1n
Sea A — a21 a22 a2n
anl an2 ann

una matriz de n X n. Entonces

mn

det A=a, A, +a,A, ++a, A4 = a, A, ()
k=1
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parai=1,2, ..., n. Esdecir, se puede calcular det A expandiendo por cofactores en cual-
quier renglon de A. Mas aun,

n
det A=a A, +ay A, ++a A = ; a,A, Q)
all.
azj

como la columna j de 4 es , la ecuacion (2) indica que se puede calcular det A

a .
n

expandiendo por cofactores en cualquier columna de 4.

Obtencion del determinante expandiendo en el segundo

PROPIEDAD n

DEMOSTRACION

renglén o la tercera columna

3

Enel gjemplo 3.7.1 se vio que para A=| 4 2 3|, det A = —69. Expandiendo en el segun-
do renglon se obtiene 1

det A =44, + 24,, + 34,

5

— 4(1)2+I 2 2

3 5
3 1 2+3

-1 2

2
+2 _1 2+2
472D

=—4(16) +2(14) — 3(11) =—69

Del mismo modo, si se expande en la tercera columna se obtiene

det A =24, + 34,, + 44,

— 2 (_1)1+3

2
£ 3(—])*
5 (=D

5 3
+ 4 _1 3+3
o AT 2‘

=2(10) = 3(11) + 4(~14) = —69

El lector debe verificar que se obtiene el mismo resultado con la expansion por cofactores en el
tercer renglén o la primera o segunda columna.

Abhora se presentan y se demuestran algunas propiedades adicionales de los determinantes.
En cada paso se supone que 4 es una matriz de n X n. Se observara que estas propiedades se
pueden utilizar para reducir mucho el trabajo necesario para evaluar un determinante.

Si cualquier renglén o columna de 4 es un vector cero, entonces det 4 = 0.

Suponga que el renglon i de 4 contiene sélo ceros. Esto es a;=0paraj=12,..,n

Entonces,det 4 = a, A, + a,A, + - +a,A, =0+ 0+ -+ 0=0.Lamisma prueba

funciona si la columna j es el vector cero.
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EJEMPLO 4 Si A tiene un renglén o columna de ceros, entonces det A = 0

-1 3 0 1
23 4 2 0 5
Es facil verificarque |0 0 0|=0 vy =0
-1 6 0 4
1 -2 4
2 1 0 1
PROPIEDAD E Si el renglon i o columna j de 4 se multiplica por un escalar ¢, entonces det 4 se multi-

plica por c¢. Es decir, si se denota por B esta nueva matriz, entonces

11 12 1n 11 12 1n

aZI 022 000 aZn aZI 6122 000 aZn

|B| — . . . _ c . . . — C |A| (4)
cail caiz 000 cam al.l al.z 6o0 am
anl an2 e ann 1nl anZ e ann
L DEMOSTRACION Para probar (3) se expande el renglon i de 4 para obtener
det B = ca, A, + ca,A, + -+ + ca, A,

=c(a,A, + a,A, + - +a,A)=cdet 4

En el caso de las columnas se puede hacer una prueba similar.

EJEMPLO 5 llustracion de la propiedad 2

1 -1 2
Sea 4=|3 1 4/|. Entoncesdet A = 16. Si se multiplica el segundo renglén por 4 se tiene
0 -2 5
1 -1 2
B=|12 4 16 |ydetB=064=4det 4. Sise multiplica la tercera columna por —3 se obtie-
0 -2 5
I -1 -6
neC=|3 1 —12|ydetC=—48=—3det 4.
0 -2 -15

Observacion. Al utilizar la propiedad 2 se puede probar (vea el problema 36) el interesante he-
cho de que para cualquier escalar « y cualquier matriz 4 de n X n, det a4 = «" det A.

al 1 a12 alj aln all alZ 1 aln

a a e a, . coo (@) a a RN ¢ }

21 22 2 2 21 22 2 2

A= 2 "|,B= J "
a a .o a coo (@ a a e o coo (G

nl n2 nj nn nl n2 nj nn



DEMOSTRACION

(=

a, 4, al/‘ + alj
_ a, 4y aZj +a2j
yC=
a a a.+o.
nl n2 nj nj
Entonces
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det C = det A + det B

139

®)

En otros términos, suponga que 4, By C son idénticas excepto por la columna j y que
la columna j de C es la suma de las j-ésimas columnas de 4 y B. Entonces, det C = det
A + det B. La misma afirmacion es cierta para renglones.

Se expande det C respecto a la columna j para obtener

det C=(a,+ o)A, +(@a,+ta)d, + - +(,+a)d,
= (alelj + aszzj. + e+ aw.Anj)
+ (a4, +ayd) + - +a,A)=det A+ detB

llustracién de la propiedad 3

PROPIEDAD n

DEMOSTRACION

=

I -1 2 1 =6
Sea A=|3 1 4,,B=|3 2
0 -2 5 0 4

I -1 -6 2 1 =7 2
3 1 +2 4|=/3 3
0 -2 +4 5 0 2

Entonces det A = 16, det B = 108 y det C = 124 = det A + det B.

El intercambio de cualesquiera dos renglones (o columnas) distintos de A tiene el efecto

de multiplicar det 4 por —1.

Se prueba la afirmacion para los renglones y se supone primero que se intercambian
dos renglones adyacentes. Es decir, se supone que se intercambian los renglones i y el

(i + 1). Sea
a; ap
ay, ay,
A= a i

Aivyy digyn

a a,,

nl

a; apy ay,
Ay, ay a,,
y B=|a,; 4, Aivin
a; ap iy
anl an2 ann

Después, expandiendo det A respecto al rengléon iy B respecto al renglon (i + 1) se

obtiene

detA=a,A, +a,A, + - +a,A,

det B = a. B,

i1+ 1,1

mn mn

4 a;zBm,z + -+ a_B.

in"i+1,n

©
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Aqui, 4, = (= 1) |M,], donde M se obtiene eliminando el renglén iy la columna 4.
Observe ahora que si se elimina el renglon (i + 1) y la columna j de B se obtiene el mis-
mo M,. Entonces

BH_IJ _ (_1)i+l+j |M/| — _(_1)i+j |Mj| —_ _A”
de manera que, de la ecuacion (5), det B = —det 4.

Ahora, suponga que i < jy que deben intercambiarse los renglones i y j. Esto se puede
llevar a cabo intercambiando renglones varias veces. Se haran j — i intercambiados para
mover el rengldn j al renglén i. Entonces el renglon i estara en el renglon (i + 1) y pasara
por otros j — i — 1 intercambios para mover el renglon i al renglén j. Para ilustrar esto,
se intercambian los renglones 2 y 6:°

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 6 6 6 6

3 3 3 6 2 3 3 3

4 - 4 - 6 - 3 - 3 =5 2 = 4 - 4

5 6 4 4 4 4 2 5

6 5 5 5 5 5 5 2

7 7 7 7 7 7 7 7
6 — 2 = 4 intercambia para 6 — 2 = 4 intercambia para
mover el 6 a la posicion 2 mover el 2 a la posicion 6

Por tltimo, el nimero total de intercambios de renglones adyacenteses (j — i) + (j — i
— 1) = 2j —2i —1, que es impar. Entonces, det 4 se multiplica por —1 un numero impar
de veces, que es lo que se queria demostrar.

llustracion de la propiedad 4

PROPIEDAD H

DEMOSTRACION

1 -1 2 0 -2 5
Sea A=|3 1 4]|. Alintercambiar los renglones 1 y 3 se obtiene B=|3 1 4|. Alinter-
0 -2 5 -1 1 2 1 -1 2
cambiar las columnas 1 y2 de 4 se obtiene C=| 1 3 4 |.Por lo que, haciendo los calculos
-2 0 5

directos, se encuentra que det A = 16 y det B = det C = —16.

Si A4 tiene dos renglones o columnas iguales, entonces det 4 = 0.

Suponga que los renglones i y j de 4 son iguales. Al intercambiar dichos renglones se
obtiene una matriz B que tiene la propiedad de que det B = —det 4 (de la propiedad 4).
Pero como renglén i = rengldn j, al intercambiarlos se obtiene la misma matriz. Asi,
A = Bydet A = det B= —det 4. Por lo tanto, 2 det 4 = 0, lo que puede ocurrir sélo
sidet 4 = 0.

[
T Observe que todos los numeros se refieren a renglones.
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EJEMPLO 8 llustracion de la propiedad 5

1 -1 2
Mediante el calculo directo se puede verificar que para A=|5 7 3 |[dos renglones iguales]
5 2 2 1 -1 2
y B=| 3 —1 -1 |[doscolumnas iguales], det 4 = det B = 0.
-2 4 4
PROPIEDAD H Si un renglén (columna) de 4 es un multiplo escalar de otro renglén (columna), enton-
cesdet 4 = 0.
DEMOSTRACION Sea (aﬂ, Qs oov s ajn) = c(a,, a,, ... ,a,). Entonces por la propiedad 2,
11 12 1n
21 a22 a2n
a, a, .. a
det A=c| " 2 "!1=0 (de la propiedad 5)
renglénj — la, a, ... a,
a a, .. a,

m llustracion de la propiedad 6

2 -3 5
1 7 2| =0 ya que el tercer renglon es igual a —2 veces el primero.
-4 6 —10
m Otra ilustracion de la propiedad 6
2 41 12
-1 10 .
0 -1 9 — = 0 porque la cuarta columna es igual a tres veces la segunda.
7 36 9
PROPIEDAD ﬂ Si se suma un multiplo escalar de un renglén (columna) de A a otro renglén (columna)
de A, entonces el determinante no cambia.
L DEMOSTRACION Sea B la matriz obtenida sumando ¢ veces el renglon i de 4 al renglon j de A. Entonces
@y @iy U
a21 a22 a2n
det B= a'il a'iZ am
a, +ca, a, +ca, a, +ca,
anl an2 o ann
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11 12 1n 11 12 1n
21 a22 aZn 21 22 aZn
(por la propiedad 3) ’ ’ '
— a.i 1 a‘i 2 'in + a.il a'i2 in
ajl (ljz ajn ca, ca, ca,
anl an2 e ann anl anZ e ann

=det 4 + 0 = det A (el cero viene de la propiedad 6)

llustracion de la propiedad 7

EJEMPLO 12

1 -1 2
Sea A=|3 1 4| Entoncesdet A = 16. Sise multiplica el tercer rengldn por 4 y se suma al
0 -2 5
segundo renglon, se obtiene una nueva matriz B dada por
1 -1 2 1 -1 2
B=|3+4(0) 1+4(=2) 4+54)|=|3 -7 24
0 -2 5 0 -2 5

ydet B =16 = det A4.

Las propiedades que se acaban de presentar simplifican la evaluacion de determinantes de
alto orden. Se “reduce por renglones” el determinante, usando la propiedad 7, hasta que tenga
una forma en la que se pueda evaluar con facilidad. La meta mas comun sera utilizando la pro-
piedad 7 de manera repetida hasta que 1) el nuevo determinante, tenga un renglon (columna)
de ceros o un renglon (columna) que sea multiplo de otro —en cuyo caso el determinante es
cero— 0 2) que la nueva matriz sea triangular, con lo que su determinante sera el producto de
sus elementos en la diagonal.

Utilice las propiedades de los determinantes para calcular

B Solucion

un determinante de 4 x 4

35 2

0 -1 3 4

Calcule |A| = 5 1 9 6
3 2 4 8

(Vea el ejemplo 2.7.7)

Ya existe un cero en la primera columna, por lo que lo mas sencillo es reducir otros elementos de
la primera columna a cero. Se puede continuar la reduccion buscando una matriz triangular.

Se multiplica el primer renglon por —2 y se suma al tercer renglon; se multiplica el primer
renglén por —3 y se suma al cuarto.

1 3 5 2
|A| _ 0 -1 4
0 -5 -1 2
0 -7 -11 2
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Se multiplica el segundo renglén por —5y —7 y se suma el tercer y cuarto renglones, respecti-
vamente.

1 3 5 2

0 —1 3 4

0 0 —-16 —I8

0 0 —32 -26

Se factoriza —16 del tercer rengldn (utilizando la propiedad 2).

I 3 5 2

0 —1 3 4
=—16

0 0 1 2

8

0 0 —32 -26

Se multiplica el tercer renglon por 32 y se suma al cuarto.

1 35 2

0 -1 3 4
=—16

0 01 2

8

0 00 10

Ahora se tiene una matriz triangular superior y |4| = —16(1)(—1)(1)(10) = (—16)(—10) = 160.

Uso de las propiedades para calcular un determinante de 4 x 4

B Solucion

-2 1 0 4

3 -1 5 2

Calcule |A| = _2 73
3 =7 2 5

Existen varias formas de proceder en este caso y no es evidente cual de ellas sera la mas rapida
para llegar a la respuesta. Sin embargo, como ya existe un cero en el primer renglon, se comien-
za la reduccidn en ese renglon.

Se multiplica la segunda columna por 2 y por —4 y se suma a la primera y cuarta columnas,
respectivamente

0 10 0
1 -1 5 6
4=
12 7 3 =27
-11 =7 2 33
Se intercambian las primeras dos columnas.
1 00 0
|-l 15 6
7 12 3 27
-7 —-11 2 33



144

EJEMPLO 14

=

Unipap 3

Matrices y determinantes

Se multiplica la segunda columna por —5y por —6 y se suma a la tercera y cuarta columnas,
respectivamente.

1 0 0 0
-1 1 0 0
7 12 =57 =99
-7 —11 57 99

Como la cuarta columna es ahora un miltiplo de la tercera (columna 4 = % X columna 3) se
ve que |4| = 0.

Uso de las propiedades para calcular un determinante de 5 x 5

B Solucion

TEOREMA n

DEMOSTRACION

Calcule |4|=

T N S
3
|
U9
[
o W
W oA N

1 =2 3 -5 7
20 -1 =5 6
l4=|4 7 3 —9 4|=0
3001 =2 -2 3
00 0 0 0

Este ejemplo ilustra el hecho de que un poco de observacion antes de comenzar los calculos
puede simplificar las cosas considerablemente.
Existe un hecho adicional sobre determinantes que resultara de gran utilidad.

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces

a, A, + a,A +"'+amAjn:O siij 7

e 22

Nota. Del teorema 5 la suma en la ecuacion (6) esigual a det 4 sii = .

Sea
a4, 4dy, In
Uy Uy Dn
B= Uy g 4,
renglénj — | a, a, L
a a a

n2 nn
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Entonces, como dos renglones de B son iguales, det B = 0. Pero B = A excepto por el

renglon j. De esta forma

se calcula det B expandiendo en el renglon j de B, se obtiene la

suma en (6) y el teorema queda demostrado. Observe que al hacer la expansion respecto
al renglén j, este renglon se elimina al calcular los cofactores de B. Asi, B, = A4, para

k=12, ...,n.

AUTOEVALUACION
l.

1 2 3
a) |1 2 4
1 6 4
2 1 3
¢ |2 1 3
02 5

1 2 3 4
-1 2 -3 4
a)
-1 5 2
1 5 2
1 2 2 1
-1 5 -2 0
)
2 4 4 2
3 6 6 5
lll. El determinante de
a) 4 b)

RESPUESTAS A LA
l. b) Il. ¢) 111.

Desarrollo de competencias 3.8

(Cuales de los siguientes determinantes son (?

. ¢Cuales de los siguientes determinantes son 0?

1 2 7
by | 2 3 8
-1 -2 -7
1 0 0
d) |0 -1 0
0 0 4
1 3 0 1
b) 0 21 4
31 0 2
0 0 0 5
2 1 -1 1
d) 2 1 1 —1
30 0 2
03 2 O
1 2 3
—1 2 4f|es
-1 2 5
10 ¢ —10 d) 8 e) 6
AUTOEVALUACION

a)

De los problemas 1 al 26 evalte el determinante usando los métodos de esta seccion.

0

‘ 3‘
3.
4

-1
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De los problemas 27 al 35 calcule el determinante suponiendo que

alZ al3

all

a22 a23

a21

a32 a33

a3l

a}Z a33

a3l

13

a23

]

alZ

28.

a33 a32

a3l

aZZ

aZl

al3

alZ
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a, ap, a; —361“ _3a12 _3a13 4a11 _2a13 3alz
30. 2a, 2a,, 2a, 31. | 2a¢,, 2a, 2a, 32. |4a, —2a, 3a,
a}l a32 a33 5a31 5a32 5a33 4a31 _2a33 3a32
11 2“13 12 a, —a, 4a, 13
33. a4y 2“23 ay 34. ) T4y a4y 23
31 2a33 a32 a?l - a32 a32 a}}
2a, = 3a, 2a,—3a, 2a,—3a,,
35. a,, a, a,,
aZI aZZ a23
36. Usando la propiedad 2, demuestre que si « es un escalar y 4 es una matriz, entonces det

*37.

*38.

39.

*40.

41.

42.

*%43,

aAd=a"det 4.

Demuestre que

I+ x X, X, ;
X, I+x, X, ;
X, x, l+x L=l et
X, x, X, e 1+ x)
Demuestre que
A -1 0 ... O 0 0
o A -1 ... O 0 0
0 0 & . 0 0 0
. : : =N+a N '+a NTF+N+a) +q,
o o o .. A -1 0
o o0 o0 .. O A -1
aO al aZ an73 an72 )\' + anfl

Sea A una matriz de n X n. Demuestre que si la suma de todos los elementos de cada co-
lumna de A4 es cero, entonces |A| = 0.

Una matriz es antisimétrica si A’ = — A. Si A es una matriz antisimétrica de n X n, demues-
tre que det 4" = (—1)" det A.

Usando el resultado del problema 40, demuestre que si 4 es una matriz antisimétrica de
n X nynesimpar, entonces det 4 = 0.
Una matriz A4 se llama ortogonal si 4 es invertibley A" = A". Demuestre que si 4 es orto-

gonal, entonces det 4 = *1.

Sea A el triangulo del plano con vértices en (x,, y,), (x,, y,) ¥ (X, y;). Demuestre que el area
del triangulo esta dada por

: L x
Areade A=t > I x,
I x, v

(Bajo qué circunstancias este determinante sera igual a cero?
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**44, Tres rectas que no son paralelas por pares determinan un tridngulo en el plano. Suponga

45.

46.

**47.

48.

49.

50

que las rectas estan dadas por
a\x+ayy+a,=0
ay X + ayy + a,, =0

ayx +ayy +a,;, =0

Demuestre que el area determinada por las rectas es

+1 11 AIZ Al3

— A2 A22 AZ
2A13A23A33 A 1 A ’
31 32 33

El determinante de Vandermonde' de 3 X 3 est4a dado por
1 1 1
D3 = al aZ a3
al aZ 2

Demuestre que D, = (a, — a,) (a;, — a,) (a, — a,).

1 1 1 1
al a2 3 4 :
D,=|, 5 5 |eseldeterminante de Vandermonde de 4 X 4. Demuestre que D, =
a, a, a;, a,
3 3 3 3
a, a, a; a,

(a, —a) (ay —a) (a, — a)ay, — a,) (a, — a,) (a, — a;).
a) Defina el determinante de Vandermonde den X n, D,

n—1
b) Demuestre que D, = H (a, — a), donde H representa la palabra “producto”. Obser-
i=1

J>i

3
ve que el producto en el problema 46 se puede escribir H (g, — a).

i=1
Sea A:[au alz)yB:(bu blzJ.
a4y Gy b2] bzz

i
a) Escriba el producto 4B.

b) Calcule det 4, det By det AB.

¢) Demuestre que det AB = (det A)(det B).

La matriz 4 de n X n se llama nilpotente si A* = 0, la matriz cero, para algiin entero k = 1.
Demuestre que las siguientes matrices son nilpotentes y encuentre la k mas pequefia, tal
que

0 2
o (53 h

. Demuestre que si 4 es nilpotente, entonces det 4 = 0.

o O O
S O =

3
4
0

T A.T. Vandermonde (1735-1796) fue un matematico francés.
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La matriz 4 se llama idempotente si 4> = 4. ;Cuales son los valores posibles para det 4 si
A es idempotente?

Sea P una matriz permutacién. Demuestre que det P = *1. [Sugerencia: por la definiciéon
P=P P, ..P,P, dondecada P, esuna matriz permutacion elemental. Utilice la propie-

dad 4 para demostrar que det P, = —1 y después calcule det P usando el teorema 1.]

Sea P una matriz permutacién. Demuestre que P’ también es una matriz permutacion
p q p y
que det P = det P'. [Sugerencia: si P,es una matriz permutacion elemental, demuestre que
P =P
1 i

m DEMOSTRACION DE TRES TEOREMAS IMPORTANTES Y ALGO DE HISTORIA

(=

TEOREMA n

DEMOSTRACION

Antes se citaron tres teoremas que resultan de fundamental importancia en la teoria de matri-
ces determinantes. Las demostraciones de estos teoremas son mas complicadas que las demos-
traciones que ya se analizaron. Trabaje despacio en estas demostraciones; la recompensa sera
un mejor entendimiento de algunas ideas importantes acerca del algebra lineal.

Teorema basico
Sea A = (a;) una matriz de n X n. Entonces
det A =a, A, + apA, + -+ a A,
= a4, tad, +--+a,d, @)
=ayd,, + ayA, + - +a,A 2)

' onj

parai=1,2,...,nyj=1,2,...,n.

Nota. La primera igualdad es la definicion 3.7.4 del determinante mediante la expansion
por cofactores del primer renglon; la segunda igualdad dice que la expansion por co-
factores de cualquier otro renglon lleva al determinante; la tercera igualdad dice que la
expansion por cofactores de cualquier columna da el determinante. De acuerdo con las
propiedades de la transpuesta de una matriz se necesita, unicamente, probar el teorema
para los renglones [ecuacion (1)].

Se probara la igualdad (1) por induccién matematica. Para la matriz 4= (a“ leJ de
21 22

2 X 2, primero se expande por cofactores el primer renglén: det 4 = a,,4,, + a,,4,, =
a,(a,,) + a,(-a,) = a,,a,,—a,a,. De este modo, expandiendo en el segundo renglon se
obtiene a, 4,, + a,,4,, = a,(—a,,) + a,(a,,) = a, a,,— a,,a,,. Entonces se obtiene el mis-
mo resultado expandiendo en cualquier renglén de una matriz de 2 X 2, y esto prueba
la igualdad (1) en el caso 2 X 2.

Ahora se supone que la igualdad (1) se cumple para todas las matrices de (n — 1) X
(n — 1). Debe demostrarse que se cumple para las matrices de n X n. El procedimiento
sera expandir por cofactores de los renglones 1 e 7, y demostrar que las expansiones son
idénticas. La expansion en el primer renglén da el siguiente término general

ayA, = (= 1)1+kalk|M1k| 3

Observe que éste es el tinico lugar en la expansion de |4| en el cual aparece el término «,,
ya que otro término general seria a,, 4, = (—1)'"a, [M, |, conk # my M, se obtiene

1m m
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eliminando el primer renglén y la m-ésima columna de 4 (y a,, esta en el primer renglon
de A4). Como M, es una matriz de (n — 1) X (n — 1), por la hipotesis de induccion se
puede calcular |M,,| expandiendo en el renglon i de A4 [que es el renglon (i — 1) de M, ].
Un término general de esta expansion es

a,(cofactorde a,en M) (k#1) “)

Por las razones descritas, éste es el iinico término en la expansion de [M, | en el i-ésimo
renglon de 4 que contiene el término a,. Sustituyendo (4) en la ecuacion (3) se encuentra
que

(=1)""a,a,(cofactor de a,en M) (k # I) 5)

es la tinica ocurrencia del término a,,a, en la expansion por cofactores de det A en el
primer renglon.
Abhora, si se expande por cofactores en el renglén i de 4 (donde i # 1), el término
general es
(_ 1)Hla,'1|Mi1| (6)

y el término general en la expansion de [M,| en el primer renglon de M, es
a,, (cofactor de a,, en M,) (k#1) )

Si se inserta (7) en el término (6) se encuentra que la tnica ocurrencia del término a,a,,
en la expansion del renglén i de det A4 es

(—1)"'a,,a, (cofactor de a,, en M) (k # I) @®)

Si se puede demostrar que las expansiones (5) y (8) son la misma, entonces (1) quedara
demostrada, ya que el término en (5) es la unica ocurrencia de a,,a, en la expansion del
primer renglon, el término en (8) es la tnica ocurrencia de a,,a,en la expansion del i-
ésimo renglon, y k, iy [, son arbitrarios. Lo que demostrara que las sumas de términos en
las expansiones en los renglones 1 e i son iguales.

Ahora, sea M|, la matriz de (n — 2) X (n — 2) obtenida al eliminar los renglones
1 e iy las columnas k y / de 4 (esto se llama menor de segundo orden de A4). Primero se
supone que k < /. Después

al21 az,{(_l az,{(+1 a.z, a%n
M, = af‘ al’,f,l a,.A,fH a’,.l af" 9)
Ay oo iy Qupry - Ay oo 4y
a.“ a}k al’.l_l ahf+l a.ln
Mil — ai*l,l ai*l,k ai*l,l*l ai71,1+1 ai*l,n (10)
aH—l,l ai+l,k ai+1,l—1 ai+1,l+l ai+l,n
anl ank te an,l*l an,Hl e ann

De (9) y (10) se aprecia que
Cofactor de a,en M, = (=) V" Im | an
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Cofactor de a,, en M,= (—=1)""|M| 12)
Entonces (5) se convierte en
(=D a, a (=DM, ) = (=D a, a )M, 13
y (8) se convierte en
(—D™a,af—D)"M, ) = (D)™ a, a)M,,| (14
Pero (—1)"**"'= (=1)"***"*! de modo que los lados derechos de las ecuaciones (13) y

(14) son iguales. Asi, las expresiones (5) y (8) son iguales y (1) queda demostrado en el
caso k < [; después por un razonamiento similar se encuentra que si k > /,
Cofactor de a,en M, = (=1)"""|M |

Cofactor de g, en M, = (=1)""“ VM |

de manera que (5) se convierte en

(= I)Hkalk a,(— 1)(i71)+l|Mli,kl| =(= 1)i+k+la1kai1|M

1 i,kll

y (8) se convierte en

i+ 1+k—1 _ +k+
(D" aa (—1) : |M,l = (=D~ +alkail|Mli.,kI|

y esto completa la prueba de la ecuacion (1).

Abhora se quiere probar que para cualesquiera dos matrices de n X n, Ay B, det AB = det
A det B. La prueba es mas compleja e incluye varios pasos. Se usaran diversos hechos sobre las
matrices elementales probados en la seccion 3.6.

Primero se calculan los determinantes de las matrices elementales.

LEmA n Sea E una matriz elemental:

i) Si E es una matriz que representa la operacion elemental R, < R, entonces det

E=—1. ((8)
ii) SiEesuna matriz que representa la operacion elemental R, — R, + ¢R, entonces det

E=1. 16)
iii) Si £ es la matriz que representa la operacion elemental R, — c¢R,, entonces det £ = c.

a7
DEMOSTRACION i) det/ = 1. E se obtiene de / intercambiando los renglones i y j de /. Por la propiedad

= 4 de la seccion 3.8, det E = (—1)det I = —1.

ii) E se obtiene de I multiplicando el renglén i de I por ¢ y sumandolo al renglén j.
Entonces por la propiedad 7 de la seccion 3.8, det E = det [ = 1.

iii) E se obtiene de / multiplicando el renglén i de I por ¢. Asi, por la propiedad 2 en la
seccion 3.8, det E = cdet I = c.

LEmA E Sea B una matriz de n X n'y sea E una matriz elemental. Entonces

det EB = det E det B (18)
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La prueba de este lema se deduce del lema 1 y los resultados presentados en la seccion 3.8 que
relacionan las operaciones elementales con renglones en los determinantes. L.os pasos de la
prueba se indican de los problemas 1 al 3 de la seccién que nos ocupa.

El siguiente teorema es un resultado fundamental en la teoria de matrices.

Sea A una matriz de n X n. Entonces A4 es invertible si y s6lo si det 4 # 0.

Del teorema 3.6.5, se sabe que existen matrices elementales £, £,, ---, £y una matriz
triangular superior 7 tal que

A=EE, - ,ET 19)

m

Usando el lema 2 m veces, se ve que

det A = det E, det (E,E, --- E, T)

m

= det E, det E,det (E, --- E,T)

=det £, detE, --- det £ _ det (£ T)
0 sea
det A =det £, det E, --- det £, det E det T (20)

Porellema 1, det E # 0 parai= 1,2, ..., m. Se concluye que det 4 # 0 si y so6lo si det
T+ 0.

Ahora suponga que A4 es invertible. Al usar (19) y el hecho de que toda matriz
elemental es invertible Em’1 El’lA es el producto de matrices invertibles. Asi, T es
invertible y por el teorema 3.7.2, det 7'# 0. Por lo tanto, det 4 # 0.

Si det 4 # 0 entonces (20), det 7'# 0, por lo que 7 es invertible (por el teorema
3.7.2). Entonces el lado derecho de (20) es el producto de matrices invertibles, y A4 es
invertible. Esto completa la demostracion.

Al fin, ahora se puede demostrar el resultado principal. Usando estos resultados establecidos,
la prueba es directa.

Sean 4 y B matrices de n X n. Entonces
det AB = det A det B (21)

Caso I: det A = det B = 0. Entonces por el teorema 2, B no es invertible, asi por el teo-
rema 3.4.6, existe un n-vector x # () tal que Bx = 0. Entonces (4B)x = A(Bx) = 40 = 0.
Por lo tanto, de nuevo por el teorema 3.4.6, AB no es invertible. Por el teorema 2,

0=det AB=0-0 = det A det B

Caso 2: det A = 0y det B# 0. A no es invertible, por lo que existe un n-vector y # 0 tal
que Ay = 0. Como det B+# 0, B es invertible y existe un vector unico x # 0 tal que Bx =
y. Entonces ABx = A(Bx) = Ay = 0. Asi, AB no es invertible, esto es

det AB=0 = 0det B=det 4det B

Caso 3: det A # 0. A no es invertible y se puede escribir como un producto de matrices
elementales:



SEMBLANZA DE...

Breve historia de los determinantes

Los determinantes aparecieron en la literatura matematica mas
de un siglo antes que las matrices. El término matriz fue utilizado
por primera vez por James Joseph Silvestre, cuya intencion era
que su significado fuera“madre de los determinantes’”.

Algunos grandes matematicos de los siglos xvin y xix partici-
paron en el desarrollo de las propiedades de los determinantes.
La mayoria de los historiadores cree que la teoria de los determi-
nantes encuentra su origen en el matematico aleman Gottfried
Willhelm Leibniz (1646-1716), quien junto con Newton, fue co-
inventor del calculo. Leibniz utilizo6 los determinantes en 1693
en referencia a los sistemas de ecuaciones lineales simultaneas.
Sin embargo, algunos piensan que un matematico japonés, Seki
Kowa, hizo lo mismo casi 10 anos antes.

Quien contribuyé de manera mas importante en la teoria
de los determinantes fue el matematico francés Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857). Cauchy redacté una memoria de 84 pagi-
nas, en 1812, que contenia la primera prueba del teorema det
AB = det A det B. En 1840 definio la ecuacion caracteristica de
la matriz A como la ecuacién polinomial det (A — /) = 0. Dicha
ecuacion se estudiara con detalle en el capitulo 6.

Cauchy escribié en forma extensa, tanto sobre matematicas
puras como sobre matemadticas aplicadas. Sélo Euler contribuyo
en mayor medida. Cauchy participd en muchas areas que incluyen
teoria de funciones reales y complejas, teoria de la probabilidad, la
geometria, la teoria de propagacion de ondas y series infinitas.

Se otorga a Cauchy el crédito de establecer un nuevo estan-
dar de rigor en las publicaciones matemadticas. Después de Cau-
chy, se torné mas dificil publicar un articulo basado en la intui-
cién; se pedia adhesion estricta a las demostraciones formales.

El vasto volumen de las publicaciones de Cauchy era una
inspiracion. Cuando la Academia Francesa de las Ciencias inicio
sus publicaciones periédicas Comptes Rendu en 1835, Cauchy les
envio su trabajo para que lo publicaran. Pronto la cuenta de im-
presion de soélo el trabajo de Cauchy crecié tanto que la Acade-
mia puso un limite de cuatro paginas por articulo publicado. Esta
regla todavia esta en vigor.

Vale la pena mencionar aqui algunos matematicos. La ex-
pansiéon de un determinante por cofactores fue utilizada por
primera vez por un matematico francés, Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). Laplace es mas conocido por la transformada de La-
place que se estudia en cursos de matematicas aplicadas.

Una aportacion importante a la teoria de determinantes
(después de Cauchy) fue la del matematico aleman Carl Gustav
Jacobi (1804-1851). Fue con él que la palabra “determinante”
gano su aceptacion final. Jacobi usé primero un determinante
aplicado a las funciones para establecer la teoria de funciones de
diversas variables. Mas tarde, Sylvester bautizé a este determi-
nante el jacobiano. Los estudiantes actuales estudian los jacobia-
nos en los cursos de célculo de distintas variables.

Por ultimo, ninguna historia de determinantes estaria com-
pleta sin el libro An Elementary Theory of Determinants, escrito en
1867 por Charles Dogdson (1832-1898). En dicho libro Dogdson
da las condiciones bajo las cuales los sistemas de ecuaciones tie-
nen soluciones no triviales. Estas condiciones estan escritas en
términos de los determinantes de los menores de las matrices de
coeficientes. Charles Dogdson es mas conocido por su seudoni-
mo de escritor, Lewis Carroll. Con ese nombre publicé su famoso
libro Alicia en el pais de las maravillas.
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Entonces
AB=E,E, - ,EB
Usando el resultado del lema 2 repetidas veces, se ve que
det AB =det (E\E, --- E _B)
=det £, det E, --- det £ det B
=det(E,E, - E )det B
= det 4 det B

Desarrollo de competencias 3.9

I. Sea Ela representacion R, R,y sea B una matriz de n X n. Demuestre que det £B
= det E det B. [Sugerencia: describa la matriz EB 'y después utilice la ecuacién (15) y
la propiedad 4.]

Il. Sea E la representacion R, — R, + ¢R, y sea B una matriz de n X n. Demuestre que
det EB = det E det B. [Sugerencia: describa la matriz EBy después utilice la ecuacion
(16) y la propiedad 7.]

lll. Sea E'la representacion R,— ¢R,y sea B una matriz de n X n. Demuestre que det EB
= det FE det B. [Sugerencia: describa la matriz EB y después utilice la ecuacion (7) y
la propiedad 2.]

m DETERMINANTES E INVERSAS

TEOREMA n

DEMOSTRACION

=

En esta seccion se analiza la forma en que se pueden calcular las inversas de las matrices hacien-
do uso de los determinantes. Mas atin, se completa la tarea iniciada en el capitulo 1, de probar
el importante teorema de resumen (vea los teoremas 3.4.6 y 3.6.4), que muestra la equivalencia
de varias propiedades de las matrices. Se comienza con un resultado sencillo.

Si A es invertible, entonces det 4 # 0y

1
det 4

det 4! =

)

Suponga que A4 es invertible. Segtin el teorema 3.9.2, det 4 # 0. Del teorema 3.8.1
1 =det/=det A4~ =det A det 4" )

lo que implica que
det A7 = 1/det 4

Antes de utilizar determinantes para calcular las inversas es necesario definir la adjunta de una
matriz A = (a;). Sea B = (4,) la matriz de cofactores de 4 (recuerde que un cofactor, definido
en la pagina 126, es un nimero). Entonces
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All A12 Aln
A, A, ... A

B — :21 :22 :2n (3)
A, A, - A,

DEFINICION n La adjunta

Sea A una matriz de n X ny sea B, dada por (3), la matriz de sus cofactores. Entonces,
la adjunta de A, escrito adj 4, es la transpuesta de la matriz B de n X n; es decir,

4y Ay Ay
A, 4 A

adj 4=B'=| " 7 " )
Aln A2n Tt Ann

m Calculo de la adjunta de una matriz de 3 x 3

2 4 3
Sea A={0 1 —1]|.Calculeadj 4.
35 7
B Solucién SetieneAnz‘l o, Au:—‘o Hog A,=-3, 4, =—13, 4, =5
5 7 307
12 -3 -3
A =2, A,=-7, A,=2 y A,=2. Asi, B=[-13 5 2
12 —13 -7 -7 2 2
yadj A=B"=| -3 5 2.
-3 2 2

m Calculo de la adjunta de una matrizde 4 x 4

1 -3 0 -2
3 —-12 -2 -6

Sea A= 5 10 ) 5|
-1 6 1 3

Calcule adj 4.

B Solucion  Esto es mas laborioso ya que se tienen que calcular dieciséis determinantes de 3 X 3. Por ejem-
plo, se tiene

3 -2 -6 1 =3 0 1 -3 =2
A,=—|-2 2 5|=—1, 4,=|-2 10 2|=-2 y d,=—| 3 —12 —6|=3,

-1 1 3 -1 6 1 -2 10 5
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Al comparar estos calculos se encuentra que

0
-1
B="y
-2
y
adjd =B'=

La adjunta de una matriz de 2 x 2

ADVERTENCIA

TEOREMA E

DEMOSTRACION

(=

All
Al2

[ anp .
Sea A= . Entonces adj 4 =

ajy dy

-1 0
1 -1
2 -3

-2 3
0 -1

-1 1
0 -1
2 -2

2
-2
-3
2
0 -2
2 =2
-3 3
-3
ay _alzj
—a, a, )

Al calcular la adjunta de una matriz, no olvide transponer la matriz de cofactores.

Sea A una matriz de n X n. Entonces

det4 O 0 0
0 detd O 0
(A)adj )= 0 0 det4 0 [=(det A)/ Q)
0 0 0 det 4
Sea C = (c,) = (A)(adj A). Entonces
11 alZ 1n All A21 Anl
C — a21 aZZ a2n A12 AZZ e n2 (6)
nl an2 ann Aln A2n e Ann
Se tiene
¢, = (renglén i de 4) - (columna j de adj 4)
il
— 45,
=(a, a,a,) .
A
Jn
Asi
A, +a,A,+ - +a A @)

Cy = iy

2°7i2

in”~jn
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Ahora,sii=j,lasumaen (7)esigualaa 4, + a,A,+ --- + a A, queeslaexpansion de
det A sobre el renglon i de A. Por otro lado, si i # j, entonces del teorema 3.8.6 la suma

en (7) esigual a cero. Por lo tanto,

det 4
Ch=
710 Sii# j

sii=j

Esto prueba el teorema.

Ahora se puede establecer el resultado principal.

Sea A una matriz de n X n. Entonces A es invertible si y s6lo si det 4 # 0. Si det 4 # 0,
entonces

e adj 4

det 4 ®)

Observe que el teorema 3.4.4, para matrices de 2 X 2 es un caso especial de este teo-
rema.

La primera parte de este teorema es el teorema 3.9.2. Si det 4 # 0, entonces se demues-
tra que (1/det 4 )(adj A) es la inversa de A multiplicandola por A4 y obteniendo la matriz
identidad:

teorema 2
(4) U o= L[A(ad' A)] = L (det A) =1
det 4 . det 4 : det 4

Pero por el teorema 3.4.7, si AB = I, entonces B = A~'. Asi,

(1/det A)adj 4 = A"

Uso del determinante y la adjunta para calcular la inversa

W Solucion

Sea 4=

4 3
1 —1|. Determine si 4 es invertible y, de ser asi, calcule 47"
5 7

W O N

Como det 4 = 3 # 0 se ve que A4 es invertible. Del ejemplo 1

Asi

12 -13 -7
adj A= -3 5 2
-3 2 2

, 1B

(98]
Wi wlv w|
W WM W[

157
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Verificacion
. 12 —13 =72 4 3 | 300
A”A:g -3 S 2910 1 -1 =§ 0 3 0(=1
-3 2 203 5 7 0 0 3

Calculo de la inversa de una matriz de 4 x 4 usando el determinante y la adjunta

B Solucion

1 =3 0 -2
< Lo 3122 =6
e -2 10 2 5|

-1 6 1 3

Determine si 4 es invertible y, si lo es, calcule 4.

Haciendo uso de las propiedades de los determinantes, se calcula det 4 = —1 # 0y por lo tanto
A" existe. Por el ejemplo 2 se tiene

0 -1 0 -2

. T

adi A=l ) 5 3

2 -2 3 2
0 -1 0 -2 0o 1 0 2
, T S D T | -1 -2 2
Ast =700 -1 =3 3T 0 1 3 -3
2 2 3 2] =2 2 3 =2

Nota 1. Como ya se habra observado, si n > 3, por lo general es mas facil calcular 4" con la
reduccion por renglones que utilizando adj A4; aun para el caso de 4 X 4 es necesario calcular
17 determinantes (16 para la adjunta de 4 mas det A). Sin embargo, el teorema 3 es de suma
importancia ya que, antes de hacer la reduccion por renglones, el calculo de det A (si se puede
hacer facilmente) dice si A~ existe o no existe.

Nota 2. En muchas aplicaciones de la teoria de matrices, las matrices estan dadas en forma
simbdlica (es decir, en términos de variables) en lugar de numérica. Por ejemplo, se puede tener

X 2 -
A= [z i;] en lugar de [ 3 5]. En cuyo caso, la mejor forma de proceder sera considerando

muchas veces el calculo de los determinantes. Esto es particularmente cierto en algunas aplica-
ciones de ingenieria, como la teoria de control.

En la seccion 3.6 se presento el teorema de resumen (teoremas 2.2.1, 2.4.6 y 2.6.4). Este es
el teorema que une muchos conceptos desarrollados en los primeros capitulos de este libro.

Teorema de resumen

Sea A una matriz de n X n. Las siguientes siete afirmaciones son equivalentes. Es decir,
cada una implica a las otras seis (de manera que si una es cierta, todas lo son).

i) A esinvertible.

ii) La tnica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).
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iii) El sistema 4Ax = b tiene una solucion Unica para cada n-vector b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n X n, I .
v) A es el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada por renglones de 4 tiene n pivotes.
vii) det 4 # 0.
En el teorema 3.4.6 se demostro la equivalencia de las partes i), i), iii), iv) y vi). En el

teorema 3.6.3 se demostrd la equivalencia de las partes i) y v). El teorema 1 (o teorema
3.9.2) demuestra la equivalencia de i) y vii).

AUTOEVALUACION
12 -1 4
. 2 3 4 s
I. El determinante de es —149. La componente 2,3 de 4~ esta
dada por 5 1 -3
-4 3 1 6
: 1 2 4 . 1 2 4
—| 5 1 -3 — 5 1 =3,
) "o D 1%
-4 3 6 —4 3 6
-1 -1 4
) - L 2 2 d) 1L 2 2
? a9 ’ 149
—4 —4 6
3 7 2
Il. Eldeterminantede | -1 5 8| es468. La componente 3,1 de 4 'es
6 —4 4
o 26 2 o 26 o
468 468 468 468

Desarrollo de competencias 3.10

De los problemas 1 al 15 utilice los métodos de esta seccion para determinar si la matriz dada
es invertible. De ser asi, calcule la inversa.

5 3 6 3, -3 9
-4 =8 7 21

i
—_— W
NSNS
N———

=
—_— O
S =
N—
W
S
\S}
W
(=2




160 Unipap 3 Matrices y determinantes

10.

13.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

310 101 2 -1 4

-1 2 1./0 1 2 2. |-1 05

1 1 2 1 4 19 -7

e o 111 1 -3 0 -2

5 3 s W |ro2 12 ;5 | 3712 -2 =6

S b 4 1 -1 21 -2 10 2 5
13 302 -1 6 1 3

Utilice determinantes para demostrar que una matriz 4 de n X n es invertible si y sélo si A’
es invertible.

Para 4= [; ;) verifique que det A~ = 1/det 4.

1 -1 3
Para A=|4 1 6| verifique que det A" = 1/det A.
2 0 =2

-3

e
(Para cuales valores de « la matriz (
—a

) es no invertible?

- a—1 a+l

(Para qué valores de a la matriz 1 2 3 | no tiene inversa?
2—a a+3 a+7
Suponga que la matriz A de n X n es no invertible. Demuestre que (A4)(adj 4) es la matriz

Cero.
cos O sen @

Sea 0 un nimero real. Demuestre que
—sen @ cos O

] es invertible y encuentre su inversa.

cos@ senB O

Sea 6 un numero real. Demuestre que | —sen & cos 8 0 | es invertible y encuentre su in-
versa. 0 0 1

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

I. d) II. @)

EER] RecLa pE CRAMER

En la presente seccion se examina un viejo método para resolver sistemas con el mismo nimero
de incognitas y ecuaciones. Considere el sistema de # ecuaciones lineales con n incégnitas.

a.,x, ta,x,+ - +a x =b

a,x, +a,x, ++a,x =b,

0))

ax ta,x,++a x =b
nl™1 n2"2 nn”"n n
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que puede escribirse en la forma
Ax=Dh )

Sidet A4 # 0, el sistema (2) tiene una solucién unica dada por x = A~'b. Se puede desarrollar
un método para encontrar dicha solucion sin reduccién por renglones y sin calcular 4.
Sea D = det A. Se definen n nuevas matrices:

bl 12 In 11 bl 1n 11 12 bl

A _ b2 a22 2n — 21 b2 a2n A = 21 aZZ bz
17| : > Az - : P n : :
bn anl Tt nn anl bn e nn anl anZ e bn

Es decir, 4, es la matriz obtenida al reemplazar la columna i de 4 por b. Por ultimo, sea D, =
detA,D,=detAd, .., D =detd,

Regla de Cramer

Sea A una matriz de n X n 'y suponga que det 4 # 0. Entonces la solucion tnica al sis-
tema Ax = b esta dada por

D, D, D, D
B == 3 =g 000 0 B, = g 000 g &Y, = — 3)
D D "D " D
La solucién a AXx =besx = 4~ 'b. Pero
All 21 te Anl bl
1 1|4 A ... A b
A'b=—(adjH)b=—| 2 2 2 4
D (adj 4) D| : : : : @)
Aln A2n Ann bn
Ahora bien, (adj A)b es un n-vector cuya componente j es
bl
b2 —
(A1_,- Az_/ oA, ), C = blAU + bzAzj b 000 4 bnAnj 5)
bn
Considere la matriz
11 12 bl te aln
a a ... b .. a
A] — :21 :22 :2 ?n (6)
a a, .. b .. a
columna j

Si se expande el determinante de 4, respecto a su columna j, se obtiene

D, = b, (cofactor de b)) + b, (cofactor de b)) + -+ + b, (cofactor de b,) @)
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EJEMPLO 1

Matrices y determinantes

Pero para encontrar el cofactor de b, por ejemplo, se elimina el renglén iy la columna
Jde 4, (ya que b, estd en la columna j de 4)). Pero la columna j de 4, es b, y si se elimina
se tendra simplemente el menor ij, M,, de 4. Entonces

cofactor de b, en Aj = A,.j

De manera que (7) se convierte en
D =bA,+bA,+--+bA, ®)

Por esta razon se trata de lo mismo que el lado derecho de (5). Por lo tanto, la compo-
nente i de (adj A)b es D, y se tiene

¥, D)\ (D/D
p,| | p/D

x=|" =A“b=%(ade)b=% 7=
x, p,) \p/D

y la prueba queda completa.

Nota histérica. La regla de Cramer recibe su nombre en honor del matematico suizo Gabriel
Cramer (1704-1752). Cramer publicé la regla en 1750 en su libro Introduction to the Analysis
of Lines of Algebraic Curves. De hecho, existe evidencia que sugiere que Colin Maclaurin (1698-
1746) conocia la regla desde 1729; Maclaurin fue quizas el matematico britanico mas sobresa-
liente en los anos que siguieron a la muerte de Newton. La regla de Cramer es uno de los resul-
tados mas conocidos en la historia de las matematicas. Durante casi 200 anos fue fundamental
en la ensenanza del dlgebra y de la teorfa de las ecuaciones. Debido al gran nimero de calculos
requeridos, se utiliza muy poco en la actualidad. Sin embargo, el resultado fue muy determinante
en su tiempo.

Solucién de un sistema de 3 x 3 utilizando la regla de Cramer

M Solucion

Resuelva el sistema usando la regla de Cramer:

2x, +4x, + 6x, =18
4x, + 5x, + 6x, =24 )]

3x, + x,—2x,=4

El presente ejemplo ya se resolvid en el ejemplo 2.3.1: haciendo uso de la reduccion por ren-
glones. También se pudo resolver calculando 4" (ejemplo 3.4.6) y después encontrando 4~ 'b.
Abhora se resolvera usando la regla de Cramer. Primero, se tiene

2 4 6
D=4 5 6|=6#0
31 -2
18 4 6

de manera que el sistema (9) tiene una solucién unica. Después D, ={24 5 6 |=24,
4 1 =2
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2 18 6 2 4 18 y
D,=4 24 6|=-12 y D,=|4 5 24|=18.Porlo tanto, x =—'=?=4,
3 4 2 31 4
D, 12 D, 138
=2-_2_-_9 =5-"2-3
27D YT DT
Solucion de un sistema de 4 X 4 usando la regla de Cramer
Demuestre que el sistema
x, +3x,+5x,+2x,=2
—x,+3x,+4x,=0
2 3 4 (10)
2x,+ x,+9x,+ 6x,= -3
3x, + 2x, + 4x, + 8x, = —1
tiene una solucidn Unica y encuéntrela utilizando la regla de Cramer.
En el ejemplo 3.8.14 se vio que
35 2
0 -1 3 4
|4 = =160 # 0
2 9 6
2 4 8
Por lo que el sistema tiene una solucién Unica. Para encontrarla se calcula D, = —464; D, =

280; D, = —56; D, = 112. Asi,x, = D,/D = —464 /160, x, = D,/D = 280 /160, x, = D,/D =
—56/160y x, D,/D = 112 /160. Estas soluciones se pueden verificar por sustitucién directa

en el sistema 10.

AUTOEVALUACION

. Considere el sistema
2x + 3y +4z=17
3x+8y— z=2
=5x — 12y + 6z =11

2 -3 4
SiD=| 3 8 —1{, entonces y =
-5 —12 6
) 7 -3 4 . 2 -3
a) —| 2 8 —1 b) —| 3 8
D D
11 —-12 6 =5 —12 11
. 2 7 4 . 2 =7 4
¢ —| 3 2 -1 d —| 3 -2 -1
D D
=5 11 6 -5 -1 6
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Desarrollo de competencias 3.11

De los problemas 1 al 9 resuelva el sistema dado usando la regla de Cramer.

1.  2x,+3x,=-1 2. 3x,— x,=0
—Tx, + 4x, =47 4x, +2x,=5
3. 2x;+ x,+ x;=6 4. x+ x,+ x;=8
3x, —2x, = 3x; =5 dx, — x;= -2
8x, + 2x, + Sx, =11 3, = x,+2x,=0
5. 2x,+2x,+ x;=7 6. 2x, +5x,— x;=-1
X, +2x,+ x,=0 4, + x,+3x,=3
—x, + x,+3x;,=1 —2x, + 2x, =0
7. 2x,+ x,— x,=4 8 x+ x,+ x;+ x,=6
x, + X, =2 2x, - x;— x,=4
- x,+5x,=1 3x,;+6x,=3
X, - Xx,=5
9. Xx - x, =7
2x, + x, =2
4x, + X, =-3
3x, —5x,=2

Figura 3.4

bcosd acos B

4

a) Demuestre, utilizando la trigonometria elemental, que

ccos A +acosC=0b
bcos A+ acos B =c
ccosB+bcosC=a

b) Si se piensa que el sistema del inciso a) es un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas, cos A, cos By cos C, demuestre que el determinante del sistema es diferente
de cero.

¢) Utilice la regla de Cramer para despejar cos C.

d) Utilice el inciso ¢) para probar la ley de cosenos: ¢* = a* + b* —2ab cos C.

RESPUESTA A LA AUTOEVALUACION

l. ¢
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RESUMEN

*  Un vector renglén de n componentes es un conjunto ordenado de n nimeros denominados
escalares, escritos como (x,, X,, . . ., X,).

*  Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n numeros escritos como

X

X

X

n

*  Un vector cuyas componentes son todas cero se denomina vector cero.

* La suma de vectores y la multiplicacion por escalares estan definidas por

a, +b aa,
a, +b aa
at+b= 2. ? y aa= ?
a +b aa,

*  Una matriz de m X n es un arreglo rectangular de mn numeros arreglados en m renglones
y n columnas

al 1 a12 al n
A= aZI a22 azn
anl anZ amn

*  Una matriz cuyas componentes son todas cero se denomina matriz cero.
* Si Ay Bson matrices de m X n, entonces A + By a4 (o un escalar) son matrices de m X n
La componente jjde 4 + Besa, + b,

La componente de ij de a4 es aq,.

*  El producto escalar de dos vectores de n componentes es:

bl

b, n
a-b=(a, ay,...,a) | =a1b1+a2b2+~--+anbn=2al.bi

: i=1

*  Productos de matrices

Sea A una matriz de m X n'y Buna matriz de n X p. Entonces AB es una matrizdem X py
la componente de ij de AB = (renglén i de A) - (columna j de B)

:ai]b]j +ai2b2j +”.+ainbnj :zaikbkj
k=1
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En términos, los productos de matrices no son conmutativos; es decir, casi siempre ocurre
que AB # BA.

Ley asociativa de la multiplicacion de matrices
Si A es una matrizden X m, Besdem X py Ces de p X ¢, entonces
A(BC) = (4B)C
y tanto A(BC) como (4B)C son matrices de n X g.
Leyes distributivas para la multiplicacion de matrices
Si todos los productos estan definidos, entonces
AB+ C)=AB+ AC y (A+ B)C=AC+ BC

La matriz identidad n X n, I, es la matriz de n X n con unos en la diagonal principal y ceros
en otra parte. I se denota generalmente por /.

Si A es una matriz cuadrada, entonces Al = [4 = A.

La matriz A de n X n es invertible si existe una matriz A" de n X n tal que
AAT' A4 =1

En este caso la matriz A ' se llama la inversa de A4.

Si A es invertible, su inversa es Unica.

Si A y B son matrices invertibles de n X n, entonces AB es invertible y
(AB)'=B"'4""

Para determinar si una matriz A de n X n es invertible:

i) Se escribe la matriz cuadrada aumentada (A|I).
ii) Se reduce A por renglones a la forma escalonada reducida por renglones.

iii) @) Silaforma escalonada reducida por renglones de 4 es I, entonces A~ ' serd la matriz
a la derecha de la raya vertical punteada.

b) Si la forma escalonada reducida por renglones de A4 contiene un renglon de ceros,
entonces A no es invertible.

a, a

Lamatrizde2 X 2, 4= [ a 12] es invertible si y sélo si
aZl a22

el determinante de 4, det 4 = a,,a,, — a,,a,, #0

En cuyo caso

S = 1 ay 4,
det A\ —a,, a

11

Dos matrices A y B son equivalentes por renglon si 4 se puede transformar en B reduciendo
por renglones.

Sea 4 una matriz de n X n. Si AB = I o BA = I, entonces A es invertibley B = 47"
Si A = (a,), entonces la transpuesta de A, denotada por A', esta dada por 4" = (a,).

Esto es, A' se obtiene intercambiando los renglones y las columnas de A.
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Hechos sobre la transpuesta

Si todas las sumas y productos estan definidos y 4 es invertible, entonces
AN =4 (AB)' = B'A' (A+B=A"+B
si 4 es invertible, entonces (47')' = (47")’
Una matriz cuadrada A es simétrica si 4' = 4.
Una matriz elemental es una matriz cuadrada que se obtiene llevando a cabo exactamente

una operacion con renglones sobre la matriz identidad. Los tres tipos de matrices elemen-
tales son:
CcR, se multiplica el renglon i de I por ¢: ¢ # 0.
R, + ¢R, semultiplica el renglén i de I por ¢y se suma al renglon j: ¢ # 0.
. se permutan los renglones iy j.

Una matriz cuadrada es invertible si y solo si es el producto de matrices elementales.

Cualquier matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales y
una matriz triangular superior.

Teorema de resumen
Sea 4 una matriz de n X n, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A esinvertible.
ii) La tnica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).
iii) El sistema Ax = b tiene una solucién unica para cada n-vector b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad den X n, I .
v) A se puede escribir como un producto de matrices elementales.
vi) det A # 0 (por ahora, det 4 esta definido sélo si 4 es una matriz de 2 X 2).

vii) La forma escalonada por renglones de 4 tiene n pivotes.

. . ay  dp ,
El determinante de una matrizde 2 X 2, 4 = esta dado por
ayy Ay
Determinante de 4 = det 4 = |4| = a,,a,, — a,,a,,
Determinante de 3 X 3
all 12 13 a a
- 22 23 _ 21 23 21 22
det ) Ay 4y (=4, a ap, + a3 a
a a a 32 33 31 33 31 32

31 32 33

El menor #j de la matriz 4 de n X n, denotado por M, es lamatrizde (n — 1) X (n — 1)
obtenida al eliminar el renglén iy la columna j de 4.

El cofactor ij de 4, denotado por 4, esta dado por
A;= (=)™ det M,
Determinante de n X n

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces

117711 127712 1n""1n

det A=a, A =a A, ++a A ZZalkAlk
k=1

La suma anterior se denomina la expansion de det A por cofactores en el primer renglon.
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Si A4 es una matriz de n X n, triangular superior, triangular inferior o diagonal, cuyas com-
ponentes en la diagonal son «, ,a,,, . . . , a,,, entonces

nn’

det 4 =a a

1% " 4y,
Teorema bdsico

Si A es una matriz de n X n, entonces

in”"in

det A=a, A, +a, A, ++a, 4, =Y a4,
k=1

det A=a, A4, +a, 4, ++a 4 =Y a.d
k=1

[y

parai=1,2,...,nyj=1,2,...,n

Es decir, el determinante de 4 se puede obtener expandiendo en cualquier renglén o co-
lumna de 4.

Si cualquier renglén o columna de A es el vector cero, entonces det 4 = 0.

Si cualquier renglén (columna) de 4 se multiplica por un escalar, entonces det 4 se multi-
plica por ¢

Si Ay B son dos matrices de n X n que son iguales excepto por la columna j (renglon i) y C
es la matriz que es idéntica a 4 y B excepto que la columna j (renglén i) de C es la suma de
la columna j de A y la columna j de B (renglén i de A y renglén i de B), entonces det C = det
A + det B.

El intercambio de cualesquiera dos columnas o renglones distintos de A4 tiene el efecto de
multiplicar det 4 por —1.

Si cualquier renglén (columna) de 4 se multiplica por un escalar y se suma a cualquier otro
renglén (columna) de 4, entonces det 4 no cambia.

Si un renglén (columna) de 4 es un multiplo de otro renglén (columna) de A, entonces
det 4 = 0.

det A = det A"
La matriz A de n X n es invertible si y s6lo si det 4 # 0.
det AB = det 4 det B.

Si A es invertible, entonces det A # 0y

det 47" = !
det 4

Sea 4 una matriz de n X n. La adjunta de A, denotada por adj 4, es la matrizde n X n cuya
componente ij es A, el cofactor ji de A.

Sidet 4 # 0, entonces A es invertible y

Teorema de resumen
Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes siete afirmaciones son equivalentes:
i) A esinvertible.

ii) La unica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucidn trivial (x = 0).
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iii) El sistema Ax = b tiene una solucion unica para cada n-vector b.

iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad den X n, I .

v) A es el producto de matrices elementales.

vi) La forma escalonada por renglones de A4 tiene n pivotes.

vii) det 4 # 0.

*  Regla de Cramer

Sea A una matriz de n X n con det 4 # 0. Entonces la solucién tnica al sistema Ax = b

esta dada por

D D

1

D

n

X, = s Xy = 9oy
' detd4’? detA4

x =
" det 4

donde D, es el determinante de la matriz obtenida al reemplazar la columna j de A por el

vector columna b.

COMPETENCIAS FINALES. UNIDAD 3

De los ejercicios 1 a 10 realice los calculos indicados:

-2 1

W AN O W =

10.

1 03 2.0 4
2. -
(2 -1 GJ (—258}

SN

7 1
2 31 5)2 0 3
0 6 2 4){1 0 0
05 6
1
2
(1234)
3
4
-1 2\(2
35 61
2 4 —1)|3

De los ejercicios 11 a 17 calcule la forma escalonada por renglones y la inversa (si existe) de la

matriz dada.

1 2 0
>4 14 2 1 -1
6 8 )

31 1
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-1 2 0 -3 2 2 0 4
15. 4 1 -3 16. |9 0 -1 17. | -1 3 1
2 5 3 5 0 2 01 2

De los ejercicios 18 a 21 primero escriba el sistema en la forma Ax = b, después calcule 47y,
por ultimo use la multiplicaciéon de matrices para obtener el vector solucion.

18. x, —3x,=4

19. x, —3x,=4

2x, + 5x, =17 2x, + 2x, =3

20. X, + 2x, =3 2. 2x, +4x,= 7
2+ x, — x;=-1 —-x,+3x, + x;=—4
v+ x, + x;=7 X, +2x;= 5

22. Sea E=

a) Determine si la matriz £ dada es invertible; si lo es, calcule su inversa utilizando la
adjunta.

b) Determine E' + AdjE =
¢) Determine E' + E ' + AdjE =
d) Determine (E' + E') + E'+ E™' + AdjE =

De los ejercicios 23 a 31 calcule la transpuesta de la matriz dada y determine si la matriz es
simétrica o antisimétrica.’

2 3 1 4 6 2 -1
23. 24. 25.
-1 0 2 6 4 -1 3
2 3 1 0 5 6 0 1 -2
26. 3 -6 -5 27. | -5 0 4 28. | —1 0 3
1 =5 9 -6 —4 0 2 =3
1 -1 4 6 0 1 —1 1
-1 2 5 7 -1 0 1 -2
29. 30.
4 5 3 -8 1 1 0 1
6 7 -8 9 1 -2 -1 0
31. Sea F=[(2) 0] calcule (F’ +F")_l

De los ejercicios 32 a 36 encuentre una matriz elemental de 3 X 3 que llevaria a cabo las opera-
ciones con renglones dadas.

32. R,—> —2R, 33. R >R, +2R, 34. R,—>R,— 5R,
35. R, 2R, 36. R,—>R,+ R,
||

T Del problema 3.5.22 se tiene que A es antisimétrica siA = —A.
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De los ejercicios 37 a 40 encuentre la inversa de la matriz elemental.

1 3 010 1 0 0 1 00
37. (0 1) 38. 1 0 0 39. |0 1 0 40. 0 1 0
0 0 1 00 —1 -2 0 1

De los ejercicios 41 y 42 escriba la matriz como el producto de matrices elementales.

, 1 1 0 3

41. [ J 4. |2 1 =5
-1 1

32 4

De los ejercicios 43 y 44 escriba cada matriz como el producto de matrices elementales y una
matriz triangular superior.

1 -2 3
2 -1
43. 44.
(_4 2] 2 0 4

En los ejercicios 45 al 54 calcule el determinante.

-1 2 -3 s 4 -5
45. 46. 47.
0 4 -7 4 -1 2
-2 3 500 1 -1
48. 45 9.6 20 50. | 3 4 2
6 10 100 6 -2 3 4
-1 00 31 =2
51. -1 1 52140 5
0 3 4 -6 1 3
1 -1 2 3 315 17 19
4 025
53. sq, |0 22100
-1 307 0 0 1 50
5 0 4 0 0 0 -1

De los ejercicios 55 al 62 utilice determinantes para calcular la inversa (si existe).

55—34
201

1 -1 2
31
5 -1 8

=5
0 2
0 O
I 11
1 01
0 11

4 0 1
57. {0 =2 0
0 1

60.

W = O N
|
—
(U8)
o
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3 -1 2 4 0 1 00

61. 1 1 0 3 62. 0 o0 10
-2 415 0 0 01

6 -4 1 2 -2 -3 -1 0

En los ejercicios 63 al 68 resuelva el sistema utilizando la regla de Cramer.

63. 2x, — x,=3 64. x — x,+ x,=7
3x, +2x,=5 2x, —5x,=4

3x,— x;=2

65. x, +x,=8 66. 2x, +3x,— x,=5

—X, X, = =X, +2x,+3x,=0

X, + 2x, = -1 4, — x,+ x;=-—1
67. X, - Xt x,=7 68. x +x,=8
2x,+ 2x, — 3x, = —1 -x,—x,=3
4, — x,— X, =0 X, —x,=—1
—2x, + x,+ 4x, =2 X, +x,=2
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ESPACIOS VECTORIALES

[ COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Comprender el concepto de espacio vectorial como la estructura algebraica que generaliza y
hace abstraccion de operaciones que aparecen en diferentes areas de la matematica mediante
las propiedades de adicién y multiplicacion por un escalar.

Construir, utilizando el algebra de vectores, bases de un espacio vectorial y determinar la
dimensién del espacio correspondiente.

X1 IntrRoDUCCION

En un curso basico de calculo se estudia al conjunto de los ntimeros reales y las propiedades
que éstos satisfacen, esas propiedades de suma y producto hacen de IR un espacio vectorial.

Los conjuntos R? y R* junto con las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar se
denominan espacios vectoriales. Se puede decir, de forma intuitiva, que un espacio vectorial es
un conjunto de objetos con dos operaciones que obedecen las reglas que acaban de escribirse.

En el presente capitulo habra un cambio, en apariencia grande, del mundo concreto de la
solucion de ecuaciones y del manejo sencillo de los vectores que se visualizan, al mundo abs-
tracto de los espacios vectoriales arbitrarios. Existe una ventaja en este cambio. Una vez que,
en términos generales, se establecen los hechos sobre los espacios vectoriales se pueden aplicar
estos hechos a fodos los espacios de esta naturaleza. De otro modo, tendria que probarse cada
hecho una y otra vez para cada nuevo espacio vectorial que nos encontraramos (y existe un sin
fin de ellos). Pero como se vera mas adelante, muchos de los teoremas abstractos que se demos-
traran, en términos reales no son mas dificiles que los que ya se han estudiado.
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EX] Derinicion Y PROPIEDADES BAsICAS

DEFINICION n Espacio vectorial real

Un espacio vectorial real V' es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con
dos operaciones binarias llamadas suma y multiplicacion por un escalar y que satisfacen
los diez axiomas enumerados a continuacion.

Notacién. Si X yy estan en V'y si @ es un nimero real, entonces la suma se escribe como X + y
y el producto escalar de a y x como ax.

Antes de presentar la lista de las propiedades que satisfacen los vectores en un espacio
vectorial deben mencionarse dos asuntos de importancia. En primer lugar, mientras que puede
ser util pensar en 22 0 R* al manejar un espacio vectorial, con frecuencia ocurre que el espacio
vectorial parece ser muy diferente a estos comodos espacios (en breve tocaremos este tema). En
segunda instancia, la definicion 1 ofrece una definiciéon de un espacio vectorial real. La palabra
“real” significa que los escalares que se usan son numeros reales. Seria igualmente sencillo de-
finir un espacio vectorial complejo utilizando nimeros complejos en lugar de reales. Este libro
esta dedicado principalmente a espacios vectoriales reales, pero las generalizaciones a otros
conjuntos de escalares presentan muy poca dificultad.

Axiomas de un espacio vectorial
i) Six € Vyy € V, entonces X + y € V (cerradura bajo la suma).

i) Paratodox,yyzen V,(x+y)+z=x + (y + 2)
(ley asociativa de la suma de vectores).

iii) Existe un vector 0 € V'tal que paratodox € V,x +0 =0+ x =x
(el 0 se llama vector cero o idéntico aditivo).

iv) Six € ¥, existe un vector —x en € Vtalquex + (—x) =0
(—x se llama inverso aditivo de x).

v) Six yyestanen V, entoncesx +y =y + X
(ley conmutativa de la suma de vectores).

vi) Six € V'y aesun escalar, entonces ax € V
(cerradura bajo la multiplicacion por un escalar).

vii) Six yyestan en V'y « es un escalar, entonces a(x +y) = ax + ay
(primera ley distributiva).

viii) Six € V'y ay B son escalares, entonces (« + 8) X = ax + Bx
(segunda ley distributiva).

ix) Six € Vyay Bson escalares, entonces a(Bx) = (aB)x
(ley asociativa de la multiplicacion por escalares).

x) Para cada vectorx € V, Ix = x

Nota. En los problemas 23 y 24 se estudian la propiedad de unicidad sobre el elemento neutro
aditivo y el elemento inverso aditivo en un espacio vectorial.
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El espacio "

xl
n x2 .
Sea V=K"= ) :xj.el?paraz=1,2,...,n

X

n

Cada vector en " es una matriz de n X 1. Segun la definicién de suma de matrices dada en la
0

definiciéon 3.1.5, x + y es una matrizde n X 1 si x yy son matrices den X 1. Haciendo 0 = 0 y

-x, 0

2

, se observa que los axiomas ii) a x) se obtienen de la definicion de suma de vecto-

|
I
Il

—-X

n

res (matrices) y el teorema 3.1.1.

Nota. Los vectores en " se pueden escribir indistintamente como vectores rengloén o vectores
columna.

Espacio vectorial trivial

Sea V' = {0}. Es decir, V consiste solo en el nimero 0. Como 0 +0=1-0=0+ (0 +0) =
(0 +0) +0=0,seveque Ves un espacio vectorial. Con frecuencia se le otorga el nombre de
espacio vectorial trivial.

Conjunto que no es un espacio vectorial

Sea ¥ = {1}. Es decir, V consiste inicamente del numero 1. Este no es un espacio vectorial ya
que viola el axioma i) —el axioma de cerradura—. Para verlo con mas claridad, basta con ob-
servar que 1 + 1 = 2 ¢ V. También viola otros axiomas, sin embargo, con tan s6lo demostrar
que viola al menos uno de los diez axiomas queda probado que ¥ no es un espacio vectorial.

Nota. Verificar los diez axiomas puede ser laborioso. En adelante se verificaran unicamente
aquellos axiomas que no son obvios.

El conjunto de puntos en I que se encuentran en una recta

que pasa por el origen constituye un espacio vectorial

Sea V' = {(x, y): y = mx, donde m es un nimero real fijo y x es un numero real arbitrario}.

Es decir, V consiste en todos los puntos que estan sobre la recta y = mx que pasa por el origen
y tiene pendiente m. Para demostrar que V es un espacio vectorial, se puede verificar que se
cumple cada uno de los axiomas. Observe que los vectores en IR* se han escrito como renglones
en lugar de columnas, lo que en esencia es lo mismo.

i) Suponga quex = (x,y)yy = (x,, y,) estdn en V. Entonces y, = mx,, y, = mx,, y

X+y=(x,0)+(x,, )= (x,mx)+ (x,, mx,) =(x +x,, mx, +mx,)
=(x, +x,m(x +x,)) eV

Por lo tanto se cumple el axioma i).
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EJEMPLO 5

Espacios vectoriales

ii) Suponga que (x, y) € V. Entonces y = mxy —(x, y) = —(x, mx) = (—x, m(—x)), de manera
que —(x, y) también pertenece a V'y (x, mx) + (—x, m(—x)) = (x — x, m(x — x)) = (0, 0).

Todo vector en ¥ es un vector en R?, y R* es un espacio vectorial, como se muestra en el ejem-
plo 1. Como (0, 0) = 0 esta en V' (explique por qué) todas las demas propiedades se deducen del
ejemplo 1. Entonces } es un espacio vectorial.

El conjunto de puntos en I* que se encuentran sobre una recta

que no pasa por el origen no constituye un espacio vectorial

Sea V' = {(x,y): vy = 2x + 1, x € R}. Es decir, V' es el conjunto de puntos que estan sobre
la recta y = 2x + 1. ¥V no es un espacio vectorial porque no se cumple la cerradura bajo la
suma, como sucede en el ejemplo 3. Para ver esto, suponga que (x,, y,) y (x,, y,) estan en V.
Entonces,

() + () = (X + x5, 3,4 1)
Si el vector del lado derecho estuviera en V, se tendria
Yty =2x, +x)+1=2x+2x,+1
Peroy, = 2x, + 1y y, = 2x, + 1 de manera que
nty,=C2x, + 1)+ 2x,+1)=2x, +2x,+ 2
Por lo tanto, se concluye que
(x, +x,y,+y,)eV si(x,y)eV y (x,,y,)elV

Por ejemplo, (0,1) y (3, 7) estan en V, pero (0, 1) + (3, 7) = (3, 8) no estaen V porque § #2 *
3 + 1. Una forma mas sencilla de comprobar que ¥ no es un espacio vectorial es observar que
0 = (0, 0) no se encuentra en ¥ porque 0 # 2 - 0 + 1. No es dificil demostrar que el conjunto
de puntos en R? que esta sobre cualquier recta que no pasa por (0, 0) no constituye un espacio
vectorial.

El conjunto de puntos en I que se encuentran en un plano

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

que pasa por el origen constituye un espacio vectorial

Sea V = {(x, y, 2): ax + by + ¢z = 0}. Esto es, V es el conjunto de puntos en R* que esta en
el plano con vector normal (a, b, ¢) y que pasa por el origen. Al igual que en el ejemplo 4, los
vectores se escriben como renglones en lugar de columnas.

Suponga que (x,, y, z,) y (x,, »,, Z,) estan en V. Entonces (x,, y,, z,) + (X,, y,, 2,) = (x; +
X5, ¥, T ¥y 2, + 2,) € Vporque

a(x, +x,)+b(y, +y,)+clz, +z,)=(ax, + by, +cz) + (ax, + by, + ¢z,)=0+0=0

Por lo tanto, el axioma i) se cumple. Los otros axiomas se verifican facilmente. De este modo,
el conjunto de puntos que se encuentra en un plano en R* que pasa por el origen, constituye
un espacio vectorial.

El espacio vectorial P,

Sea V' = P, el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a n." Si
p € P, entonces
||

-
]

Se dice que las funciones constantes (incluyendo la funcién f(x) = 0) son polinomios de grado cero.
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p(x)=ax"+ an_lx"'l +..tax+ta,

donde cada a, es real. La suma de p(x) + ¢(x) esta definida de la manera usual: si g(x) = b x" +
b, x"'+ -+ bx+ b, entonces

n—1
p(x)+q(x)=(a, +b)x" +(a,_ + bn_l)x"'l +...+(a,+b)x+(a,+b,)

Es obvio que la suma de dos polinomios de grado menor o igual a n es otro polinomio de grado
menor o igual a n, por lo que se cumple el axioma i). Las propiedades ii) y v) a x) son claras. Si
se define el polinomio 0 = 0x" + 0x"~' + - - - + Ox + 0, entonces 0 € P,y el axioma iii) se cumple.
Por tltimo, sea —p(x) = —a, x" — aHx”’1 — - —a,x — a, se ve que el axioma iv) se cumple, con
lo que P, es un espacio vectorial real.

Los espacios vectoriales C[0, 1] y C[a, b]

t [Caccuro]

Sea V= CJ0, 1] = el conjunto de funciones continuas de valores reales definidas en el intervalo
[0, 1]. Se define

(f+@x=/f(x) +gx)y (of)(x) = ol f(x)]
Como la suma de funciones continuas es continua, el axioma /) se cumple y los otros axiomas
se verifican facilmente con 0 = la funcion cero y (—f)(x) = —f(x). Del mismo modo, C[a, b],

el conjunto de funciones de valores reales definidas y continuas en [a, b], constituye un espacio
vectorial.

El espacio vectorial M

Si V= M, denota el conjunto de matrices de m X n con componentes reales, entonces con
la suma de matrices y multiplicacion por un escalar usuales, se puede verificar que M, es un
espacio vectorial cuyo neutro aditivo es la matriz de ceros de dimensiones m X n.

Un conjunto de matrices invertibles puede no formar un espacio vectorial

Sea S, el conjunto de matrices invertibles de 3 X 3. Se define la “suma” 4 @ B por 4 ® B =
AB*Si Ay B son invertibles, entonces 4B es invertible (por el teorema 3.4.3) de manera que el
axioma i) se cumple. El axioma ii) es sencillamente la ley asociativa para la multiplicacion de
matrices (teorema 3.2.2); los axiomas iii) y iv) se satisfacencon 0 = I,y —4 = A", Sin embar-
go, AB # BA en general, entonces el axioma v) no se cumple y por lo tanto S, no es un espacio
vectorial.

Un conjunto de puntos en un semiplano puede no formar un espacio vectorial

Sea V' = {(x, y): y = 0}. V consiste en los puntos en IR* en el semiplano superior (los primeros
dos cuadrantes). Si y, =0y y, = 0, entonces y, + y, = 0; asi, si (x, y)) € Vy(x,,»,) € V,en-
tonces (x, + x,, y, + »,) € V. Sin embargo, V' no es un espacio vectorial ya que el vector (1, 1),
por ejemplo, no tiene un inverso en V porque (—1, —1) ¢ V. Mas aun, el axioma vi) falla, ya
que si (x, y) o V, entonces o (x, y) o Vsia < 0.

" [[€ALcute] Fste simbolo se usa en todo el libro para indicar que el problema o ejemplo utiliza conceptos de calculo.
¥ Se usa un signo mas encirculado para evitar confusién con el signo mas normal que denota la suma de matrices.
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El espacio C"

TEOREMA n

DEMOSTRACION

Sea V=0C" = {(c,, ¢y ..., ) ¢, es un numero complejo parai = 1,2, ..., n} y el conjunto
de escalares es el conjunto de numeros complejos. No es dificil verificar que €", también es un
espacio vectorial.

Como lo sugieren estos ejemplos, existen diferentes tipos de espacios vectoriales y muchas
clases de conjuntos que no son espacios vectoriales. Antes de terminar esta seccion, se demos-
traran algunos resultados sobre los espacios vectoriales.

Sea Jun espacio vectorial. Entonces
i) a0 = 0 para todo escalar .
ii) 0 -x =0paratodox e V.
iii) Si ax = 0, entonces & = 0 0 x = 0 (0 ambos).
iv) (=1)x = —x paratodox € V.
i) Por el axioma iii), 0 + 0 = 0; y del axioma vii),
ald = a0 +0)=0al + al 1)
Sumando —al en los dos lados de (1) y usando la ley asociativa (axioma ii), se
obtiene
a0+ (—00)=[a0 + a0] + (—a0)
0=0a0+[cx0+ (—0)]
0=00+0
0=00
ii) Se usa, esencialmente, la misma prueba que en la parte 7). Se comienza con 0 + 0 =

0y se usa el axioma vii) para ver que 0x = (0 + 0)x = Ox + 0x 0 0x + (—0x) = Ox
+ [0x + (—=0x)]o 0 = Ox + 0 = Ox.

iii) Sea ax = 0. Si @ # 0, se multiplican ambos lados de la ecuacion por l/a para obtener
(/a)(ax)= (I/e) 0 = 0 [por la parte i)].Pero (I/a)(ax) = 1x = x (por el axioma ix), de
manera que X = 0.

iv) Primero se usa el hecho de que 1 + (—1) = 0. Después, usando la parte ii), se ob-

tiene
0=0x=[1+(Dx=1x+(=Dx =x + (=Dx 2)

Se suma —x en ambos lados de (2) para obtener

X =0+ (—x)=x+ (=Dx + (-x) =x + (-x) + (-1)x
=0+ (=Dx=(-Dx

De este modo, —x = (—1)x. observe que el orden de la suma en la ecuacién anterior
se pudo invertir utilizando la ley conmutativa (axioma v).

Observacién. La parte iii) del teorema 1 no es tan obvia como parece. Existen situaciones cono-
cidas en las que xy = 0 no implica que x o y sean cero. Como ejemplo, se tiene la multiplicacion

0
0
puede verificar, AB = 0, el resultado del producto de estas matrices es la matriz cero.

0 1 -2
de matrices de 2x2.Si 4= (0 O) y B =( 0], en donde ni 4 ni B son cero y, como se
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AUTOEVALUACION

De las siguientes afirmaciones, indique si son falsas o verdaderas:

en R’ con y = —3x es un espacio vectorial real.
y

x
I. El conjunto de vectores (

x
Il. El conjunto de vectores ( ) enR? con y = —3x + 1 es un espacio vectorial real.

Y

lll. El conjunto de matrices invertibles de 5 X 5 forma un espacio vectorial (con “+”
definido como en la suma matrices ordinaria).

IV. El conjunto de multiplos constantes de la matriz idéntica de 2 X 2 es un espacio
vectorial (con “+” definido como en III).

V. El conjunto de matrices idénticas den X n paran = 2, 3,4, . . . es un espacio vecto-
rial (con “+” definido como en III).

VI. El conjunto de vectores | y | en R? con 2x — y — 12z = 0 es un espacio vectorial
real. Z

VII. El conjunto de vectores | y | en R con 2x — y — 12z = 1 es un espacio vectorial

real. z

VIII. El conjunto de polinomios de grado 3 es un espacio vectorial real (con “+” definido
como la suma de polinomios ordinaria).

Desarrollo de competencias 4.2

De los problemas 1 al 22 determine si el conjunto dado es un espacio vectorial. De no ser asi
proporcione una lista de los axiomas que no se cumplen.

1.

® AN R W N

10.

11.

El conjunto de matrices diagonales de n X n bajo la suma de matrices y multiplicaciéon por
un escalar usuales.

El conjunto de matrices diagonales de n X n bajo la multiplicacion (es decir, 4 © B = AB).
{(x,»): ¥ = 0; x, y reales} con la suma de vectores y multiplicacién por un escalar usuales.
Los vectores en el plano que esta en el primer cuadrante.

El conjunto de vectores en R’ de la forma (x, x, x).

El conjunto de polinomios de grado 4 bajo las operaciones del ejemplo 7.

El conjunto de polinomios de grado 5 bajo las operaciones del ejemplo 7.

El conjunto de matrices simétricas de n X n (vea la seccidén 3.5) bajo la suma y multiplica-
cién por un escalar usuales.

0
El conjunto de matrices de 2 X 2 que tienen la forma (b g) bajo la suma y multiplicacion
por un escalar usuales.

. . l «o . .
El conjunto de matrices de la forma ( . J con las operaciones de matrices de suma y
multiplicacién por un escalar.

El conjunto que consiste en un solo vector (0, 0) bajo las operaciones usuales en simbolo
[ DS
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12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.

T [Cacute]  19.
20.

f21.

*22.

23.
24,
25.

26.

t [Catcue]  27.

El conjunto de polinomios de grado = n con término constante cero.
El conjunto de polinomios de grado = n con término constante ¢, positivo.
El conjunto de polinomios de grado = n con término constante g, negativo.

El conjunto de funciones continuas de valores reales definidas en [0, 1] con f(0) = 0y f(1)
= 0 bajo las operaciones del ejemplo 8.

El conjunto de puntos en R? que se encuentran sobre una recta que pasa por el origen.
El conjunto de puntos en R’ que se encuentran sobre larectax = ¢+ 1,y =2t,z =1 — L.

I’ con la suma definida por x, )+ (x,,»,) =(x; +x,+ 1, y,+p,+ 1)y la multiplica-
cién por un escalar ordinaria.

El conjunto del problema 18 con la multiplicacién por un escalar definida por a(x, y) =
(at+ax—1l,atay—1).

El conjunto que consiste en un objeto con la suma definida por objeto + objeto = objeto 'y
la multiplicacién por un escalar definida por « (objeto) = objeto.

El conjunto de funciones diferenciables definidas en [0, 1] con las operaciones del ejemplo 8.
El conjunto de niimeros reales de la forma a + b\/E , donde @ y b son numeros racionales,

bajo la suma de numeros reales usual y la multiplicacion por un escalar definida sélo para
escalares racionales.

Demuestre que en un espacio vectorial el elemento idéntico aditivo es unico.
Demuestre que en un espacio vectorial todo vector tiene un inverso aditivo Unico.

Si x y y son vectores en un espacio vectorial V, demuestre que existe un vector Gnicoz € V'
talquex +z=y.

Demuestre que el conjunto de numeros reales positivos forma un espacio vectorial bajo las
operaciones x + y = xyy ax = x*

Considere la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden
Y'(x) + alx)y'(x) + b(x)y(x) = 0

donde a(x) y b(x) son funciones continuas. Demuestre que el conjunto de soluciones de la
ecuacion es un espacio vectorial bajo las reglas usuales para la suma de funciones y multi-
plicacion por un escalar.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

.V Il. F lll. F IV. V V. F VI. v VII. F VIII. F

m SUBESPACIOS

Del ejemplo 4.2.1, se sabe que R* = {(x, y): x € Ry y € R} es un espacio vectorial. En el ejem-
plo 4.2.4, se vio que V' = {(x, y): y = mx} también es un espacio vectorial. Adicionalmente, es
evidente que V' CIR*. Esto es, R* tiene un subconjunto que también es un espacio vectorial. De
hecho, todos los espacios vectoriales tienen subconjuntos que también son espacios vectoriales.
En esta seccion se examinaran estos importantes subconjuntos.

1 Este simbolo se usa para indicar que el problema o ejemplo usa conceptos de célculo.
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DEFINICION n Subespacio

Sea H un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V'y suponga que H es en si un
espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar definidas
en V. Entonces se dice que H es un subespacio de V.

Se puede decir que el subespacio H hereda las operaciones del espacio vectorial “padre” V.

Existen multiples ejemplos de subespacios en este capitulo; sin embargo, en primer lugar,
se demostrara un resultado que hace relativamente sencillo determinar si un subconjunto de
es en realidad un subespacio de V/

TEOREMA n Subespacio

Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial ¥ es un subespacio de ¥ si se cum-
plen las dos reglas de cerradura:

Reglas de cerradura para ver si un subconjunto no vacio es un subespacio
i) Six e Hyy € H,entoncesx +y e H.

ii) Six e H, entonces ax € H para todo escalar a.

DEMOSTRACION Es obvio que si H es un espacio vectorial, entonces las dos reglas de cerradura de-
ben cumplirse. De lo contrario, para demostrar que H es un espacio vectorial, debe
demostrarse que los axiomas i) a x) de la definicién cumplen bajo las operaciones de
suma de vectores y multiplicacion por un escalar definidas en V. Las dos operaciones
de cerradura [axiomas i) y iv)] se cumplen por hipotesis. Como los vectores en H son
también vectores en V, las identidades asociativa, conmutativa, distributiva y multi-
plicativa [axiomas ii), v), vii), viii), ix) y x)] se cumplen. Sea x € H. Entonces 0x € H
por hipétesis ii). Pero por el teorema 4.2.1, (parte ii), 0x = 0. De este modo, 0 € H'y
se cumple el axioma iii). Por ultimo, por la parte ii), (—1)x € H para todo x € H. Por
el teorema 4.2.1 (parte iv), —x =(—1)x € H de manera que se cumple el axioma iv) y la
prueba queda completa.

Este teorema demuestra que para probar si H es 0 no es un subespacio de V, es suficiente
verificar que

X +yyaxestan en H cuando x y y estdn en H y « es un escalar.

La prueba anterior contiene un hecho que por su importancia merece ser mencionado de
forma explicita:

Todo subespacio de un espacio vectorial J contiene al 0. 1)

Este hecho con frecuencia facilitara la averiguacion de si un subconjunto de ¥ en particular
no es un subespacio de ¥ Es decir, si un subconjunto no contiene al 0, entonces no es un subespa-
cio. Note que el vector cero en H, un subespacio de V, es el mismo que el vector cero en V.

A continuacion se mostraran algunos ejemplos de subespacios.
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EJEMPLO 1

Espacios vectoriales

El subespacio trivial

EJEMPLO 2

Para cualquier espacio vectorial V, el subconjunto {0} que consiste en el vector cero es unica-
mente un subespacio ya que 0 + 0 = 0 y 0 = 0 para todo numero real « [parte i) del teorema
4.2.1]. Esto se denomina el subespacio trivial.

Un espacio vectorial es un subespacio en si mismo

SUBESPACIOS
Prorios

(=

EJEMPLO 3

Para cada espacio vectorial V, V' es un subespacio de si mismo.

Los primeros dos ejemplos muestran que todo espacio vectorial V' contiene dos subespa-
cios, {0} y ¥ (que coinciden si V' = {0}). Es mas interesante encontrar otros subespacios. Los
subespacios distintos a {0} y V se denominan subespacios propios.

Un subespacio propio de I?

EJEMPLO 4

Sea H = {(x, y): y = mx} (vea el ejemplo 4.2.4). Entonces, como ya se dijo, H es un subespacio
de R*. En la seccién 4.6 (problema 15) se vera que si H es cualquier subespacio propio de 2%,
entonces H consiste en el conjunto de puntos que se encuentran sobre una recta que pasa por el
origen; es decir, un conjunto de puntos que se encuentra sobre una recta que pasa por el origen
es el tnico tipo de subespacio propio de IR*.

Un subespacio propio de I*

EJEMPLO 5

Sea H= {(x,y,z):x=at,y =btyz=ct;a,b,c, t reales}. Entonces H consiste en los vectores
en R* que se encuentran sobre una recta que pasa por el origen. Para ver que H es un subespa-
cio de R, sea x = (at,, bt,, ct,) € Hyy = (at,, bt,, ct,) € H. Entonces

X +y=(a(t, + 1), b(t, + 1), ct, + 1) e H

ax= (a(at), b(at,), c(at,)) € H.

Asi, H es un subespacio de IR°.

Otro subespacio propio de I?

EJEMPLO 6

Sean = {(x, y, z): ax + by + ¢z = 0; a, b, c reales}. Entonces, como se vio en el ejemplo 4.2.6,
a7 es un espacio vectorial; asi, 77 es un subespacio de R°.

En la seccidn 4.6 se demostrara que los conjuntos de vectores que se encuentran sobre rec-
tas y planos que pasan por el origen son los tinicos subespacios propios de R*.

Antes de analizar mas ejemplos, es importante observar que no todo espacio vectorial tiene
subespacios propios.

I no tiene subespacios propios

Sea H un subespacio de R." Si H# {0}, entonces H contiene un niimero real « diferente de cero.
Por el axioma vi), 1= (1/a) « € Hy Bl = B € H para todo nimero real 3. Asi, si H no es el
subespacio trivial, entonces H = . Es decir, I2 no tiene subespacios propios.

[
" Observe que IR es un espacio vectorial real; es decir, 2 es un espacio vectorial en donde los escalares se toman como

los numeros reales. Este es el ejemplo 4.2.1, conn = 1.
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Algunos subespacios propios de P,

EJEMPLO 8

(=

Si P denota el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a n (ejemplo 4.2.7), y si
0 = m < n, entonces P, es un subespacio propio de P, como se verifica facilmente.

Un subespacio propio de M,

Sea M, (ejemplo 4.2.10) el espacio vectorial de matrices de m X n con componentes reales y sea

H={4e M, :a, =0}. Porladefinicion de suma de matrices y multiplicacion por un escalar,
es obvio que los dos axiomas de cerradura se cumplen de manera que H es un subespacio.

Un subconjunto que no es un subespacio propio de M__

Sea V= M, (lasmatricesden X n)ysea H = {4 € M : Aesinvertible}. Entonces H no es un
subespacio ya que la matriz cero de n X n no esta en H.

Un subespacio propio de C[0, 1]

P 0, 1] T C[0, 1] (vea el ejemplo 4.2.8) porque todo polinomio es continuo y P es un espacio
vectorial para todo entero n de manera que cada P [0, 1] es un subespacio de C[0, 1].

C'[0, 1] es un subespacio propio de C[0, 1]

Sea C'[0, 1] el conjunto de funciones con primeras derivadas continuas definidas en [0, 1].
Como toda funcién diferenciable es continua, se tiene C'[0, 1]C C[0, 1]. Puesto que la suma de
dos funciones diferenciables es diferenciable y un multiplo constante de una funcién diferen-
ciable es diferenciable, se ve que C'[0, 1] es un subespacio de C[0, 1]. Se trata de un subespacio
propio porque no toda funcion continua es diferenciable.

Otro subespacio propio de C[0, 1]

TEOREMA E

DEMOSTRACION

Si f € C[0, 1], entonces || f(x) dx existe.Sea H ={f € C[0, 1]: [[reyav=o0ysifenygen,

entonces | [/(x)+ g)ldr= [ f(x)dr+ [ g(x)dx=0+0=0y [ of(x)dv=c] f(x)dv=0.
Asif + gy afestan en H para todo numero real a. Esto muestra que H es un subespacio propio
de CJ0, 1].

Como lo ilustran los ultimos tres ejemplos, un espacio vectorial puede tener un nimero
grande y variado de subespacios propios. Antes de terminar esta seccion, se demostrara un
hecho interesante sobre subespacios.

Sea H, y H, dos subespacios de un espacio vectorial V. Entonces /4, N H, es un subes-
pacio de V.

Observe que H, N H, es no vacio porque contiene al 0. Seax, H, N H,yx, € H N H,.
Entonces como H, y H, son subespacios, X, + X, € H,, y X, + X, € H,. Esto significa
quex, + x, € H, N H,. De manera similar ax, € H, N H,. Por lo tanto, se cumplen los
dos axiomas de cerradura y 4, N H, es un subespacio.

.7
1 P [0, 1] denota el conjunto de polinomios de grado menor o igual a n, definidos en el intervalo [0, 1].
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EJEMPLO 13 La interseccién de dos subespacios de I2* es un subespacio

EnR’sea H, = {(x,,2). 2x —y —z =0} y H, = {(x, ¥, 2). x + 2y + 3z = 0}. Entonces H, y
H, consisten en vectores que se encuentran sobre planos que pasan por el origen y son, segun el
ejemplo 5, subespacios de R*. H, N H, esla interseccion de los dos planos que se calculan como
en el ejemplo 9 de la seccion 1.9:

x+2y+32=0

2x—y—z=0
reduciendo renglones, se tiene
12 3] o0 12 3 | o
_— R —

2 -1 -1 | o0 0 =5 -7 | o

12 3]0 1 0 % | o

_ 7 _
o1 < |0 01 % | o

. . , , 1 7
De este modo, todas las soluciones al sistema homogéneo estan dadas por (—gz, —gz, z).

. . . o 1 7
Haciendo z = ¢, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta L en R*: x = — 3 t,y=— 3 t,
z = t. Como se observo en el ejemplo 4, el conjunto de vectores sobre L constituye un subes-

pacio de IR’

Observacion. No es necesariamente cierto que si /4, y 1, son subespacios de V; H, U H, es un
subespacio de V' (puede o no serlo). Por ejemplo, H, = {(x, y): y = 2x} y {(x, y): y = 3x} son
subespacios de R*, pero H, U H, no es un subespacio. Para ver esto, observe que (1, 2) € H,
y (1, 3) € H, de manera que tanto (1, 2) como (1, 3) estan en H, U H,. Pero (1,2) + (1, 3) =
(2,5) ¢ H, v H,porque (2,5) ¢ H,y (2,5) € H, Asi, H U H, no es cerrado bajo la suma y
por lo tanto no es un subespacio.

AUTOEVALUACION
De las siguientes aseveraciones, evalue si son falsas o verdaderas.

X
I. Conjunto de vectores de la forma | y | es un subespacio de IR°.
1

X
Il. El conjunto de vectores de la forma | 0 | es un subespacio de R°.

Z
lll. El conjunto de matrices diagonales de 3 X 3 es un subespacio de M,,.
IV. El conjunto de matrices triangulares superiores de 3 X 3 es un subespacio de M,,.

V. El conjunto de matrices triangulares de 3 X 3 es un subespacio de M.

0 O
VI. Sea H un subespacio de M,,. Entonces ( 0 OJ debe estar en H.



de R’

x
VII. Sea H=4| y|:2x+3y—2z=0
z
es un subespacio de R°.

VIIL

y
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X
y|:x=2y+5z=0;,entonces HU K

V4

Si H'y K son los subconjuntos del problema VII, entonces H N K es un subespacio

IX. El conjunto de polinomios de grado 2 es un subespacio de P;.

Desarrollo de competencias 4.3

De los problemas 1 al 26 determine si el subconjunto dado H del espacio vectorial V' es un
subespacio de V.

1.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

© ® ;W

V=R H={xy);y=0}
V=R H={(xy)y=2x}

V=R%YH={(xny:x’+y’ =1}

V=M

mn’

=M

mn’

H:{DEM‘HH;
H=1{TeM

mn’®

I
=

H={S e
H={4 ¢

mn*

M :a

mn®

mn’

14
V=M,
14
14

mn’ ij

05

V=P;H={pe P;gradop =4}
V=P;H={peP:p0)=0yp'(0)=0}

V=P;H={peP;:p0) =0}
V=P;H={peP:p0) =0}
V=P;H={peP:p0)=1}

V= Cl0, 11 H = {f e C[0, 1]: £(0) = f(1) = 0}

D es diagonal}

H = {T: T es triangular inferior}

M S essimétrica}

V= C[0,1]; H = {f e C[0, 1]: £(0) = 2}

V=Cl0,1; H={fe C0, 1] f'(0) = 0}

2. V=R%H={xy):;x=y}
4. V=R% H = el plano xy
6. V=R"H={(xy):x+y* <1}

T es triangular superior}

b
V' = Cla, b]; donde a y b son numeros realesy a < b; H= {f € Cla, b]: L f(x)dx =0}

V=Clabl H={f e Cla, b} || f(x)dx =1}
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26.

27.

28.

29.
30.
31.

32.

33.
34.

*35.
*36.

V =Cla,bl; H = {f eCla,b) [ f? (x)dx}
b a
Sea V' = M,,; sean H, ={AEM22:a11 =O}yH2 ={4deM, A= Il
a
a) Demuestre que [, y [1, son subespacios.

b) Describa el subconjunto de H = H, N H, y muestre que es un subespacio.

Si V= ([0, 1], sea H, el subespacio del ejemplo 10 y H, el subespacio del ejemplo 11. Des-
criba el conjunto |, N H, y demuestre que es un subespacio.

Sea A una matrizden X mysea H = {x € R": Ax = 0}. Demuestre que H es un subespa-
cio de R". H se llama espacio nulo de la matriz A.
En el problema 29 sea H = {x € R": Ax # 0}. Demuestre que H no es un subespacio de I2".

Sea H = {(x, ), z, w): ax + by + ¢z + dw = 0}, donde «, b, ¢ y d son nimeros reales, no
todos cero. Demuestre que H es un subespacio propio de R*. H se llama un hiperplano en
* que pasa por el origen.

Sea H = {(x, x,,...,x,):a,x, + ax,+---+ax =0}, dondea,a,...,a sonnimeros
reales no todos cero. Demuestre que H es un subespacio propio de R". Al igual que en el
problema 31, H se llama un hiperplano en IR".

Sean H| y H, subespacios de un espacio vectorial V. Sea H, + H, = {v:v =V, + v,conv, e
H yv, e H,}. Demuestre que /1, y H, es un subespacio de V.

Sean v, y v, dos vectores en IR°. Demuestre que H = {v: v = av, + bv,; a, b reales} es un
subespacio de R”.

En el problema 34 demuestre que si v, y v, son no colineales, entonces H = R*.

Seanv,, v, ..., v, vectores arbitrarios en un espacio vectorial V. Sea H = {v € V:v =aq,v,
+a,v,+---+a,yv, dondea, a,...,a, sonescalares}. Demuestre que H es un subespacio
de V. H se llama el subespacio generado por los vectores v, v,, ..., V,.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

. F . v . v V. v V. F VL. V
Vil. F VII. V IX. F

m COMBINACION LINEAL Y ESPACIO GENERADO

Se ha visto que todo vector v = (a, b, ¢) en R’ se puede escribir en la forma

v=uai+bj+ ck

En cuyo caso se dice que v es una combinacion lineal de los tres vectores i, j y k. De manera mas
general, se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION n

Combinacion lineal

Sean v, v,, ..., v, . vectores en un espacio vectorial V. Entonces cualquier vector de la
forma
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av, tay, +---+ay, @
donde, a,, a,, . . . , a, son escalares se denomina una combinacion lineal de v, v,, ..., v,.
Una combinacién lineal en I3
-7 -1 5 -7 -1 5
EnR’| 7 |esunacombinacién linealde| 2|y|-3|yaque| 7|=2]| 2|-|-3|.
7 4 1 7 4 1

Una combinacion lineal en M,,

-3 2 8 -1 0 4 0o 1 =2 -3 2 8
En M, =3 +2 lo que muestra que
-1 9 3 1 1 5 -2 3 -6 -1 9 3

S -1 0 4 0o 1 =2
es una combinacién lineal de y .
1 1 5 -2 3 -6

Combinaciones lineales en P,

DEFINICION E

En P, todo polinomio se puede escribir como una combinacion lineal de los “monomios™ 1, x,

XX

Conjunto generador

Se dice que los vectores v,, v,, . . ., v, de un espacio vectorial V" generan a V'si todo vector
en V se puede escribir como una combinacion lineal de los mismos. Es decir, para todo
v € V, existen escalares a,, a,, . . ., a, tales que

v=ayv, tav,+---+ay, 2)

Conjunto de vectores que generan R y I®

1 0 0
1 0
Losvectoresi=(O)yj=[1)generanDzylosvectoresi= 0[,j=|1|yk=|0]generan I,
0 0 1
1 0 0
1 0 X *
porque x +y = yx{0|+y|l1|+z]0(|=]p|
0 1 y
0 0 1 z

Ahora se vera brevemente la generacion de algunos otros espacios vectoriales.
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n + 1 vectores que generan a P

EJEMPLO 6

EJEMPLO 5

Del ejemplo 3 se deduce que los monomios 1, x, x°, ..., X" generan a P..
s > s n

Cuatro vectores que generan a M,,

EJEMPLO 7

a b 1 0 0 1 00 00 1 0)(0 1
Como =a +b +c +d , Vemos que s ,
c d 00 00 1 0 0 1 0 0/{0 O
00 00
eneran a M.,,.
(1 OJy(O Jg »

Ningun conjunto finito de polinomios generan a P

TEOREMA n

DEMOSTRACION

=

EJEMPLO 8

Sea P el espacio vectorial de polinomios. Entonces ningtin conjunto finito de polinomios genera

a P. Para ver esto, suponga que p,, p,, . . . , p,, son polinomios. Sea p, el polinomio de mayor

grado en este conjunto y sea N = grado(p,). Entonces el polinomio p(x) = x"'no se puede

escribir como una combinacién lineal de p,, p,, . . ., p, . Por ejemplo si N = 3, entonces x* # ¢,
2 3 :

+ ¢,Xx + ¢,x” + ¢,x” para cualesquiera escalares ¢, ¢,, ¢,y ¢,

Ahora se analizara otra forma de encontrar subespacios de un espacio vectorial V.

Espacio generado por un conjunto de vectores

Seav,, V,,...,V,, k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado por {v,, v,,
...,V } esel conjunto de combinaciones lineales v, v,, . . ., v,. Es decir

gen {vl, Vyeons vk} = {v: v=av, +ayv,+--+ akvk} 3)
donde a,, a,, . . ., a, son escalares arbitrarios.
Siv,, v, ..., v, son vectores en un espacio vectorial V¥, entonces gen {v,, v,, ..., V,} es

un subespacio de V.

La prueba es sencilla y se deja como ejercicio (vea el problema 16).

El espacio generado por dos vectores en I°

Seav, = (2, —1,4)yv, = (4, 1,6). Entonces H = gen{v,,v,} ={v:v=0a,2, —1,4) + a,4,1,6)}.

(Cual es la apariencia de H? Siv = (x, y, z) € H, entonces se tiene x = 2a, + 4a,,y = —aq,
+ a, y z = 4a, + 6a, Sise piensa que (X, y, z) esta fijo, entonces estas ecuaciones se pueden
ver como un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas a,, a,. Este sistema se resuelve en la
forma usual:

-1 1 | y 1 -1 | -y R,— R, — 2R, 1 -1 | -y
2 4 | x|_R2oR 12 4| RoRZR 1o 6 | x+2y
4 6 | 2 4 6 | 2 0 10 | z+4y



Figura 4.1

u + v se obtiene de la
regla del paralelogramo.

Figura 4.2

En cada casow = au +
Bv para valores adecuados
deay B.

A\
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1 -1 -y} R=R+R, (1 0 | x/6-2y/3

R,—1R, R,— R, — 10R,
—= 2 10 1| (x+2p)/6]— 01 | x/6+ /3
0 10 | z+4y 0 0 | =5x/3+2y/3+z

Desde la unidad 1 se observa que el sistema tiene una solucion unicamente si —5x/3 + 2y/3 +
z = 0; o multiplicando por —3, si

5x —2y—3z=0 “@)

La ecuacion (4) es la ecuacion de un plano en IR* que pasa por el origen.
Este ultimo ejemplo se puede generalizar para probar el siguiente hecho interesante:

El espacio generado por dos vectores diferentes de cero en IR’ que no son paralelos es
un plano que pasa por el origen.

En los problemas 22 y 23 se encuentra la sugerencia de una demostracion.

/T

Se puede dar una interpretacion geométrica de este resultado. Vea los vectores de la figura
4.1. Se conoce la interpretacion geométrica de los vectores 2u, —u y u + v, por ejemplo. Ha-
ciendo uso de éstos, se observa que cualquier otro vector en el plano de u 'y v se puede obtener
como una combinacion lineal de u y v. La figura 4.2 muestra cuatro situaciones diferentes en
las que un tercer vector w en el plano de u y v se puede escribir como au + Bv para valores
adecuados de ey B.

<)

Observacion. En las definiciones 2 y 3 se uilizaron dos términos diferentes: “genera” y “espacio

generado”. Se hace hincapié en que un conjunto de vectores v,, v,, . . . , v, genera a V'si todo
vector en ¥ se puede escribir como una combinacién lineal dev,, v,, . . ., v ; pero
El espacio generado por los n vectores v,, v,, . . . , v, es el conjunto de combinaciones lineales de

estos vectores.

Estos dos conceptos son diferentes —aun cuando los términos se parezcan—.

Se cierra esta seccion con la mencién de un resultado util. Su demostracion no es dificil y
se deja como ejercicio (vea el problema 24).

/ Bv
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TEOREMA E Seanv, v, ...,v.,v _,,»n+ 1vectores que estan en un espacio vectorial V. Siv,,
V, ...,V generaa V,entoncesv,Vv, ...,V Vv  también genera a V. Es decir, si se agre-
gan uno o mas vectores a un conjunto generador se obtiene otro conjunto generador.

AUTOEVALUACION

I. ;Cuales de los siguientes pares de vectores no pueden generar a R*?

(G 206 200 2B oG

Il. ;Cuales de los siguientes conjuntos de polinomios generan a P,?
a) 1, x* b) 3,2x,— x* c)1+x,2+2x,)c2 d) L1+x,1+x7

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos

3 1) (2
L. - esta en el espacio generado por { J,( J}

1)\ 4
2) (-1
IV. | 2 |esta en el espacio generado por 4| O |,
3 4 3

V. {1, X, x2, x° ,...,x'OOOO} genera a P.

1 0)(O0O 1)(0 0) (0O O
VI. 5 ] 5 genera a M,,.
0 0)\0 0)\1 0)\0 1
1) (7) (-8)]
211 . 3
VII. gen ol es un subespacio de IR”.
3) {4
1) (7) (-8)]
201 0
VIIl. gen 0 es un subespacio de R*.
-1]1]0 8
3) (4 2 J

IX. Si ! , 2 genera a R?, entonces ! , 2 , - también genera R?.
2 3 2 3 -3

Desarrollo de competencias 4.4

De los problemas 1 al 16 determine si el conjunto dado de vectores genera el espacio vectorial
dado.

e () e (39



11.

13.

14.

15.

16.

17.

*18.

19.

20.

21.

22.

**23.

24,
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- 1) (2) (5
En R?2: 0 ) 3 , ! 4. EnR*: s 5
1)\4)\ -2 1)(2)\5
-1) (5 0 0) (-1
.EnR: 2] 2[,]|2 6. EnR* 5] |—1],|—1
3 313 1 3 5
1) (0) (0 2) (3) (1
.EnR: |1 1[,|0 8. EnR*:|o|,|1[,[1],
1) (1 2) {1
EnR’ (1, —1,2),(1,1,2), (0,0, 1) 10. EnR%: (1, —1,2),(—1,1,2),(0,0, 1)
EnP:1-x3-x 12. En P 1 —x,3 —x%x

En P:x* + x> —Lx+6

2 1)(0 0)(3 —-1}(0 O
En M,,: , > >
0 0){2 1){0 0)1I3 1
1
En M. ; ,

22°

—

0y (1 2)Y(4 -1\ (=2 5

o)to 0)'\3 0)le6 o

— 0 0Y(0O 1 0Y(o 0 1) (0 0 0)Y(O O OY(0 O O
= 0 0))lo o oJlo 0 0){1 0 o)lo 1 0)lo o0 1

Demuestre que dos polinomios de grado menor o igual a dos, no pueden generar P,

—

(=)

Sip,p, ...,p, genera P, demuestre quem =n + 1.

Demuestre que si u 'y v estan en gen {v,, v,, . . ., ¥,}, entonces u + v y ou estan en gen
{vV, Vo . .., V), [Sugerencia: Utilizando la definicion de espacio generado escribau + vy
au como combinaciones lineales de v, v,, ..., v,.]

Demuestre que el conjunto infinito {1, x, x%, x’, . . .} genera P, el espacio vectorial de poli-
nomios.

Sea H un subespacio de V' que contiene a v, v,, . . ., v, Demuestre que gen {v,V,, ...,V }
€ H. Es decir, gen {v,, v,, ..., V,} es el subespacio mds pequerio de V que contiene a v,
Vyooou V.

n

_ _ 3 P
Seanv, = (x,,y,,2,) ¥V, = (x,, »,, z,) en R”. Demuestre que si v, = ¢v, entonces gen {v,, v,}
es una recta que pasa por el origen.

En el problema 22 suponga que v, y v, no son paralelos. Demuestre que H = gen {v, v,} es
un plano que pasa por el origen. ;Cual es la ecuacion del plano? [Sugerencia: Si (x, y, z) €
H, escriba v = a,v, + a,v, y encuentre una condicion respecto a x, y y z tal que el sistema
de 3 X 2 resultante tenga una solucion.]

Pruebe el teorema 2. [Sugerencia: Siv € V, escriba v como una combinacién lineal de v,,

Vy ..., V.,V . conelcoeficiente de v , igual a cero.]
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25. Demuestre que M,, se puede generar con matrices invertibles.

26. Sean {u,u,,....,u}y{v,.v,, ...,v } dosn-vectores en un espacio vectorial V. Suponga
que
Vl = Cl”lll + cllzll2 + o+ alnll”
v, =a,u +a,u, +---+a,u

v, =a.u ta,u, +---+a u

nn-n

Demuestre que si

a, 4, - o4q,

.21 ‘22 .Zn * 0

anl anZ arm
Entonces gen {u,, u,, ..., u,} = gen {v,v,, ..., V,}.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

l. a,b,d . b,d . v IV. F V.V VI. V
VII. F VIII. V IX. V

m INDEPENDENCIA LINEAL

En el estudio del algebra lineal, una de las ideas centrales es la de dependencia o independencia
lineal de los vectores. En esta seccion se define el significado de independencia lineal y se mues-
tra su relacion con la teoria de sistemas homogéneos de ecuaciones y determinantes.

. . . 1 2
(Existe una relacion especial entre los vectores v, = (2 Y V2=, ? Por supuesto, se
puede apreciar que v, = 2v; o si se escribe esta ecuacion de otra manera,
2v,—v,=0 (0))

En otras palabras, el vector cero se puede escribir como una combinacion no trivial de v, y v,
(es decir, donde los coeficientes en la combinacion lineal no son ambos cero). ;Qué tienen de

1 -4 -5
especial los vectores v, =2, v,=| 1| y v,=| 8(? La respuesta a esta pregunta es
3 5 19

mas dificil a simple vista. Sin embargo, es sencillo verificar que v, = 3v, + 2v,; reescribiendo
esto se obtiene

v, +2v,—v, =0 )

Se ha escrito el vector cero como una combinacion lineal de v,, v, y v,. Parece que los dos vec-
tores en la ecuacion (1) y los tres vectores en la ecuacion (2) tienen una relacion mas cercana
que un par arbitrario de 2-vectores o una terna arbitraria de 3-vectores. En cada caso, se dice
que los vectores son linealmente dependientes. En términos generales, se tiene la importante
definicion que a continuacion se presenta.
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DEFINICION Dependencia e independencia lineal
Seanv,,v,, ...,V nvectores en un espacio vectorial V. Entonces se dice que los vectores
son linealmente dependientes si existen 7 escalares ¢, ¢,, . . . , ¢, o todos cero tales que
v, teyv, o +ev =0 3)

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente indepen-

dientes.
Para decirlo de otra forma, v, v,, ... , v, son linealmente independientes si la ecuacion c¢,v,
+ ¢, + - -+ + ¢y, = 0 se cumple tnicamente para ¢, = ¢, = - - - = ¢, = 0. Son linealmente

dependientes si el vector cero en V' se puede expresar como una combinacion lineal de v, v,,
..., v, con coeficientes no todos iguales a cero.

Nota. Se dice que los vectores v, v,, . . ., v, son linealmente independientes (o dependientes), o
que el conjunto de vectores {v,, v,, . ..,V } es linealmente independiente (o dependiente). Esto
es, se usan las dos frases indistintamente.

(Como se determina si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente? El
caso de 2-vectores es sencillo.

TEOREMA n Dependencia e independencia lineal

Dos vectores en un espacio vectorial son linealmente dependientes si y solo si uno de
ellos es un multiplo escalar del otro.

DEMOSTRACION Primero suponga que v, = ¢v, para algin escalar ¢ # 0. Entonces ¢cv, — v, =0y v, y v, son
linealmente dependientes. Por otro parte, suponga que v, y v, son linealmente dependien-
tes. Entonces existen constantes ¢, y ¢, al menos uno distinto de cero, tales que c,v, + ¢,v,
= 0. Si ¢, # 0, entonces dividiendo entre ¢, se obtiene v, + (c,/c,)v, = 0, o sea,

Es decir, v, es un multiplo escalar de v,. Si ¢, = 0, entonces ¢, # 0y, por lo tanto, v, = 0
= Ov,.

m Dos vectores linealmente dependientes en R*

2 -6

-1 3 . .
Los vectores v, = Y V= | som linealmente dependientes ya que v, = —3v,.
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EJEMPLO 2

Espacios vectoriales

Dos vectores linealmente dependientes en I2®

EJEMPLO 3

1 2
Los vectores | 2 | y | 5| son linealmente independientes; si no lo fueran, se tendria | 5|=
1 cl\4 -3 -3
c¢|2|=|2c|.Entonces2 = ¢,5 =2cy —3 = 4c, lo cual es evidentemente imposible para cual-

4 4c
quier nimero c.

Determinacién de la dependencia o independencia lineal de tres vectores en I2*

B Solucion

EJEMPLO 4

1 2 0
Determine si los vectores | =2 |,| =2 | y | 1 | son linealmente dependientes o independientes.
3 0 7
1 2 0 0
Suponga que ¢, | =2 |+¢,| =2 |+ ¢, | 1 |=0=] 0 |. Entonces multiplicando y sumando se ob-
3 0 7 0
¢, +2¢c, 0
tiene | —2¢, —2¢, + ¢, |=|0|. Esto lleva al sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres
3¢, + Te, 0
incognitas ¢, ¢,y ¢y
¢, +2c, =0
—2¢,+2¢, + ¢,=0 “)
3¢, +7¢,=0

De este modo, los vectores seran linealmente dependientes si y sélo si el sistema (4) tiene solu-
ciones no triviales. Se escribe el sistema (4) usando una matriz aumentada y después se reduce
por renglones. La forma escalonada reducida por renglones de

12 0 | o 1o o |
2 =2 1 | ofe|0 1 0 |
3.0 7 | o 00 1 |

Este tltimo sistema de ecuaciones se lee ¢, = 0, ¢, = 0, ¢, = 0. Por lo tanto, (4) no tiene solucio-
nes no triviales y los vectores dados son linealmente independientes.

Determinacion de la dependencia lineal de tres vectores en I°

B Solucion

1 3 11
Determine si los vectores [ =3 [,| 0 | y | =6 | son linealmente dependientes o independientes.
0)\4 12
1 3 11 0
La ecuacion ¢ | =3 | +¢, |0 |+ ¢, | =6 |=| 0 | conduce al sistema homogéneo
0 4 12 0
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¢, +3c, +11c, =0
—3c — 6¢,=0 5)
4c, +12¢,=0

1

Escribiendo el sistema (5) en la forma de matriz aumentada y reduciendo por renglones, se
obtiene

13 11 | o 13 11 | o
30 =6 | o| "o 927 | o~
0 4 12 | 0 0 4 12 |0
131 |o 10210
"o 1 3ol "lo1 3]0
0 4 12 |0 000 |0

Nos podemos detener aqui ya que la teoria de la seccion 1A muestra que el sistema (5) tiene un
numero infinito de soluciones. Por ejemplo, la Gltima matriz aumentada se lee

¢, +2,=0
¢, +3c, =0
Si se hace ¢, = 1, se tiene ¢, = —3 y ¢, = —2, de manera que, como puede verificarse,
1 3 11 0
=2|-31-3]0|+|—=6|=|0|ylos vectores son linealmente dependientes.
0 4 12 0

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DEPENDENCIA LINEAL EN R?

En el ejemplo 3 se encontraron tres vectores en IR? que eran linealmente independientes. En
el ejemplo 4 se encontraron tres vectores que eran linealmente dependientes. ;Qué significado
geométrico tiene esto?

Suponga que u, v y w son tres vectores linealmente dependientes en I2’. Se pueden tratar
los vectores como si tuvieran un punto terminal en el origen. Entonces existen constantes ¢, ¢,
y ¢;, no todas cero, tales que

cutcyv+ew=0 (6)

Suponga que ¢, # 0 (un resultado similar se cumple si ¢, # 0 o ¢, # 0). Entonces se pueden divi-
dir ambos lados de (6) entre ¢, y reacomodar los términos para obtener

Cl CZ
w=——u—-—=v=A4u+ By
C3 c3
donde 4 = —¢ /e,y B = —c,/c, Ahora se demostrara que u, vy w son coplanares. Se calcula

w-(uXv)=(4uX Bv)=-uXv)=Au-(uXv)]+ B[v:(uXyv)]
=A4-0+B-0=0
porque uy v son ambos ortogonalesau X v. Sean = u X v. Sin = (), entonces uy v son parale-

los (y colineales). Asi u, vy w estan en cualquier plano que contiene tanto a u como a vy por
consiguiente son coplanares. Si n # (), entonces uy v estan en el plano que consiste en aquellos
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vectores que pasan por el origen que son ortogonales a n. Pero w esta en el mismo plano porque
w- n=w- (uXy)=0.Esto muestra que u, v y w son coplanares.

En el problema 66 se pide al lector que demuestre que si u, vy w son coplanares, son lineal-
mente dependientes. Se concluye que

Tres vectores en I2* son linealmente dependientes si y sélo si son coplanares.

La figura 4.3 ilustra este hecho utilizando los vectores en los ejemplos 3 y 4.

z z
A A
0, 1,7)
(11, =6, 12)
. (15 _23 3)
Figura 4.3
Dos conjuntos de tres 0 y
vectores. (2 -2 0)
X
a) b)
Estos tres vectores Estos tres vectores
son independientes son independientes
y no coplanares y coplanares
La teoria de sistemas homogéneos nos habla acerca de la dependencia o independencia lineal
de los vectores.

TEOREMA E Un conjunto de n vectores en IR” es siempre linealmente dependiente si n > m.
Seanv,,v,,..., v, nvectores en R” e intentemos encontrar constantes c,, ¢,, . . . , ¢, NO
todos cero tales que

ey teyv,+---+cyv =0 7)
11 12 In
aZl a22 azn oz g
Seav, = 7 [,v,=| 7 |,---,v,=[ " | Entonces la ecuacion (7) se convierte en
ml amZ mn

a.c ta,c,+---+ac = 0
a,c ta,c,+--+a,c =0

®

a.cta c +:--+a c =0
ml 1 m2-2 mn-n

Pero el sistema (8) es el sistema 2.4.1 y, seglin el teorema 2.4.1, tiene un nimero infinito
de soluciones si n > m. De esta forma, existen escalares c,, ¢,, . . . , ¢, no todos cero, que
satisfacen (8) y, por lo tanto, los vectores v, v,, . . . , ¥, son linealmente dependientes.
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m Cuatro vectores en I® que son linealmente dependientes

2 4 18 2

Los vectores [ =3 |,| 71, —=11| y | =7 | son linealmente dependientes ya que constituyen un
4]\ -6 4 3

conjunto de cuatro vectores de 3 elementos.

Existe un corolario importante (y obvio) del teorema 2.

COROLARIO Un conjunto de vectores linealmente independientes en " contiene a lo mas n vectores.

=

Nota. El corolario se puede expresar de otra forma. Si se tienen n vectores de dimensién # li-
nealmente independientes, no se pueden incluir méas vectores sin convertir el conjunto en uno
linealmente dependiente.

Del sistema (8) se puede hacer otra observacion importante cuya prueba se deja como
ejercicio (refiérase al problema 32 de la presente seccion).

11 12 1n
Sea A — a21 a22 aZn
aml am2 e amn

Entonces las columnas de 4 consideradas como vectores, son linealmente dependientes
si y solo si el sistema (8), que se puede escribir como Ae¢ = 0, tiene soluciones no triviales.

G
&

Aqui ¢ =

m Soluciones a un sistema homogéneo escritas como combinaciones

lineales de vectores solucion linealmente independientes
Considere el sistema homogéneo

x +2x,—x,+2x,=0 )

3x,+7x,+x,+4x,=0
B Solucion  Haciendo una reduccion de renglones:

12 -12 |0 12 -1 20
37 140 01 4 =210
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El altimo sistema es
X -9x,+6x,=0
x,+4x,—-2x,=0

Se ve que este sistema tiene un niimero infinito de soluciones, que se escriben como una combi-
nacion lineal de los vectores columna:

X, 9x, — 6x, 9 -6
X —4x, + 2x —4 2
’ = ’ “l=x +x, (10)
X, X, 1 0
x, X, 0
9 -6
-4 2 , . . . ,
Observe que | y ol soluciones linealmente independientes para (9) porque ningu-
0 1

no de los dos es miltiplo del otro (el lector debe verificar que sean soluciones). Como x,y x,
son numeros reales arbitrarios, se ve de (10) que el conjunto de soluciones al sistema (9) es un
subespacio de R* generado por estos dos vectores solucién linealmente independientes.

Los siguientes dos teoremas se deducen directamente del teorema 3.

TEOREMA E Seanv,,v,,..., v, nvectores en R" y sea 4 una matriz de n X n cuyas columnas son v,,
v, . ...V, Entonces, v, v,, ..., v son linealmente independientes si y solo si la unica
solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial x = 0.

DEMOSTRACION Este es el teorema 3 para el caso m = n.

TEOREMA E Sea 4 una matriz de n X n. Entonces det 4 # 0 si y solo si las columnas de 4 son lineal-
mente independientes.

DEMOSTRACION Del teorema 4 y del teorema de resumen 3.10.4, las columnas de 4 son linealmente

independientes < 0 es la tinica solucién a Ax = 0 < det 4 # 0. Aqui, < significa “siy
solo si”.

El teorema 5 nos lleva a extender nuestro teorema de resumen.

TEOREMA E Teorema de resumen

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces las ocho afirmaciones siguientes son equivalentes;
es decir, cada una implica a las otras siete (de manera que si una es cierta, todas son
ciertas).

i) 4 es invertible.
ii) La unica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).

iii) El sistema Ax = b tiene una solucion unica para cada n-vector b.
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TEOREMA E

DEMOSTRACION
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iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n X n, I .
v) 4 es el producto de matrices elementales.

vi) La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.

vii) det 4 # 0.

viii) Las columnas (y renglones) de 4 son linealmente independientes.

La unica parte que no se ha demostrado hasta el momento es que los renglones de 4 son
linealmente independientes < det 4 # 0. Las columnas son independientes < det A # 0
& det A" = det 4 # 0 (vea el teorema 3.8.4) & las columnas de 4’ son linealmente inde-
pendientes. Pero las columnas de A son los renglones de 4. Esto completa la prueba.

El siguiente teorema combina las ideas de independencia lineal y conjuntos generadores en R".

Cualquier conjunto de n vectores linealmente independiente en 2" genera a R".

11 12 1n
aZl a22 aZn . . .
Seanv =| 7 |,v,=| “|[,...,v,=| " |, vectores linealmente independientes y sea
1
% anl anZ amn
v=| 2|, un vector en R". Debemos demostrar que existen escalares c,, ¢,,..., ¢, tales que
2 V=c¢V, toy,+ oty
Es decir
xl 11 12 1n
x a a a
Yl=e| 2 |tq| 2 [+.te| an
‘xn anl anZ ann

En (11) se multiplican componentes, se igualan y se suman para obtener un sistema de
n ecuaciones con n incégnitas ¢,, ¢,, . .., ¢,

a, ¢ + a,c, F oo a,.c =X

a,,c, ar a,,c, A 0o0ar a,c, =X, (12)

a.c t+a.c,+...ta c =x
nl~1 n2-2 nn-n n

Se puede escribir (12) como 4A¢ = v, donde

11 12 In Cl

a a a (@
A= 7 Ty e=|
nl an2 ann Cn

Pero det 4 # 0 ya que las columnas de A4 son linealmente independientes. De manera
que el sistema (12) tiene una solucién unica ¢ por el teorema 6 y el teorema queda de-
mostrado.



200 UNIDAD 4

EJEMPLO 7

Espacios vectoriales

Observacion. Esta demostracion no sélo muestra que v se puede escribir como una combina-
cion lineal de los vectores independientes v,, v,, . . ., v, sino también que esto se puede lograr
de una sola manera (ya que el vector solucion ¢ es Ginico).

Tres vectores en R* generan I si su determinante es diferente de cero

EJEMPLO 8

21 3
Los vectores (2, —1,4), (1,0,2) y (3, —1, 5) generan [ B8 porque [-1 0 -1/ = —1#0y,porlo
tanto, son independientes. 4 2 5

Todos los ejemplos que se han dado hasta ahora han sido en el espacio R". Esto no re-
presenta una restriccion tan grande como parece. Se puede demostrar que diferentes espacios
vectoriales de apariencia muy distinta tienen, en esencia, las mismas propiedades. Por ejemplo,
se vera que el espacio P, es fundamentalmente el mismo que """ Se dira que dos espacios
vectoriales con esta forma son isomorficos.

Este importante resultado tendra que esperar hasta la unidad 5. Mientras tanto, se daran
algunos ejemplos en espacios diferentes a R".

Tres matrices linealmente independientes en M,,

B Solucion

EJEMPLO 9

En M., sean 4 o 2 A -4 A -Lol Determine si A,, A,y A
s . — S = = . Tmi 1 5
2 T3 a1 T 23 0) 75 1 21 A2 Y S

son linealmente dependientes o independientes.

Suponga que ¢,4, + ¢,4, + ¢;4, = 0. Entonces

0 00 1 0 2 -1 1 4 -1 0 1
=c tc, tc
0 0 O 31 -1 2 30 1 21
¢, —c,—c c, 2¢, +4c, +c,
3c,+2c,+c, ¢ +3c,+2c, -c tc,

Esto nos proporciona un sistema homogéneo de seis ecuaciones con tres incégnitas, ¢,, ¢, y ¢,
en el cual resulta bastante sencillo verificar que la tnica solucion es ¢, = ¢, = ¢; = 0. De este
modo, las tres matrices son linealmente independientes.

Cuatro polinomios linealmente independientes en P,

B Solucion

En P, determine si los polinomios 1, x, x”y x* son linealmente dependientes o independientes.

Suponga que ¢, + ¢,x + ¢;x* + ¢,x’ = 0. Esto debe cumplirse para todo numero real x. En par-
ticular, si x = 0, se obtiene ¢, = 0. Entonces, haciendo x = 1, —1, 2 se obtiene, sucesivamente,

o+ ¢+ c4=0
-, + ¢ - c4=0
202+4c3+8c4=0
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El determinante de este sistema homogéneo es

1 1 1
-1 1 =1|=12#0
2 4 8

De manera que el sistema tiene una solucion unica ¢, = ¢, = ¢, = ¢, = 0 y los cuatro polinomios
son linealmente independientes. Esto se puede ver de otra forma. Se sabe que cualquier polino-
mio de grado 3 tiene a lo mas tres raices reales. Pero si ¢, + ¢,x + ¢;x* + ¢,x’ = 0 para algunas
constantes diferentes de cero ¢, ¢,, ¢;, y ¢, y para todo nliimero real x, entonces se ha construido
un polinomio ctbico para el que todo nimero real es una raiz, lo cual es imposible.

Tres polinomios linealmente independientes en P,

W Solucion

En P,, determine si los polinomios x — 2x?, x* —4xy —7x + 8x” son linealmente dependientes
o independientes.

Sea ¢ (x — 2x7%) + cz(x2 —4x) + (= 7x + 8x%) = 0. Reacomodando los términos se obtiene
(¢, —4c,=T7c,)x=0
(=2¢,+ ¢, + 8c3)x2 =0
Estas ecuaciones se cumplen para todo x si y solo si

¢, —4c,=7c,=0

—2¢,+ ¢, +8c;=0

Pero para el teorema 2.4.1, este sistema de dos ecuaciones con tres incognitas tiene un nimero
infinito de soluciones. Lo que muestra que los polinomios son linealmente dependientes.
Si se resuelve este sistema homogéneo, se obtiene, sucesivamente

[1 -4 -7 | 0] {1 -4 -7 | 0]
—_—
2 1 38 | 0 0 -7 -6 | 0

25
1 -4 -7 ] o0 1o -=1o5o0
R 6 | R 7
0o 1 = 0 6
o1 = 0
7 7|
. o 25 6 . . _
Asi, se puede dar un valor arbitrario a c,, ¢, = 703 y ¢, = —703. Si, por ejemplo, ¢; = 7,
entonces ¢, = 25, ¢, = —6y se tiene

25(x — 2x3) — 6(x> — 4x) + 7(—=7x + 8x3) = 0

AUTOEVALUACION

I. ;Cuales de los siguientes pares de vectores son linealmente independientes?

W) 20 (9
o) oG
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Il. ;Cual de los siguientes pares de vectores es un conjunto generador de *?

01 IS H R E
o (GG o)

lll. ;Cual de los siguientes conjuntos de vectores debe ser linealmente dependiente?

a)(d a)l(d) (g

a) ||| e b) (Z](;N;] o |blle |

c)\f c)\f i
al(d)|(g)(J
dy |bl,|el,|n]||k
i)l

Aquia, b, ¢, d, e, f, g h, i, k, y [ son nimeros reales.
Indique si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas

IV. Siv,,v,,...,v, sonlinealmente independientes, entonces v, v,, ..., V,, v, también
son linealmente independientes.

V. Siv,, Vv, ...,V son linealmente dependientes, entonces v,, v,, . . ., v, v, ., también

son linealmente dependientes.

n+1

VI. Si 4 es una matriz de 3 X 3 y det 4 = 0, entonces los renglones de 4 son vectores
linealmente dependientes en IR°.

VII. Los polinomios 3, 2x, —x” y 3x* son linealmente independientes en P,.

. 1 0 0 1 0 1 2 3 . . .
VIIl. Las matrices 5 . y son linealmente independientes
0 0 0 0 1 0 -5 0
en M,,.

Desarrollo de competencias 4.5

De los problemas 1 al 27 determine si el conjunto de vectores dado es linealmente dependiente
o independiente.

2) (4
1. (1);[_1] 2. |-1(;| 2
2)\=3 4)( 7
2) ( 4
.(_lj,[_sJ 4. | -1];| -2
4)’\ 20 N

0

(30 <

37
0) |1



11.

13.

15.

17.
19.
21.
22.

23.

24,

25.

*26.
*27.
28.

*29.

30.
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_3}( 1];( 4] 8. |of:|1]:]1
2)110) \ -5 | 1o
0 =3 7
0;]1[;]0 10. | 4(;-1];
0 2 3118
-1 4 -3 7) (1
0 1], —1 12 411 -11;11
3) -1 1 2 3)18
1 3 0 5 1 3 0 5
-2 0 4 0 _
: : : 14. 2 : 0 : 4 : 0
1 21| -1 3 1 211 -1 3
1)\=2)1-1) -1 1)\-2 1) \-1
1) (4) (=2) (7 -2\ (3 0) (-1
-1[;{0(;| 3|1 16. 41,101[,| 6/, 5
2)10 2 0)(5) (-1 -2
EnP:1—x,x 18. En P,: —x, x> — 2x, 3x + 5x°

EnP:1—x,1+xx 20. En Pix, X —x,x° — x
En Pix —1,(x = 1)(x —2), (x — I)(x — 2)(x — 3), x*

EnP3:2x,x3—3,1+x—4x3,x3+18x—9

EnM.2—10—341
204 o)l 5)\l7 =5
SeaM,l—l -1 0 1 1)(0 1
210 6){ 3 1){-1 2){1 0
SeaM'_10238_5 4 -1 2 3
201 2)0\7 «4a)\l7 6) 2 3)\-1 4

En C[0, 1]: sen x, cos x

En C[0, 1] x, yx, Ix

Determine una condicién sobre los nimeros a, b, ¢ y d tal que los vectores
linealmente dependientes.

sean

all 12 13
Encuentre una condicién sobre los niimeros a, tal que los vectores | a,, |.| a,, |V | 4,
sean linealmente dependientes. a

31
1 2) (3

(Para qué valor(es) de a seran linealmente dependientes los vectores | 2 [,| =1 |,] e |?
3 4) |4
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31.

32.

33.

34.

3s.

*36.

37.

2 (4) [«
(Para qué valor(es) de « seran linealmente dependientes los vectores | =3 [,| 6,| 1 [?
[Sugerencia: observe con atencion.] 11l=2]12
Pruebe el teorema 3. [Sugerencia: observe con atencion el sistema (8).]
Demuestre que si los vectores v,, v,, . . . , v, son linealmente dependientes en ", con m <
n,ysiv  escualquier otro vector en IR”, entonces el conjunto v, v,, ..., v,V , es lineal-
mente dependiente.
Demuestre que siv,, v,, . . ., v, (n = 2) son linealmente independientes, entonces también

losonv,V,...,v,,dondek <n.

Demuestre que si los vectores v, y v, diferentes de cero en IR” son ortogonales, entonces el
conjunto {v,, v,} es linealmente independiente.

Suponga que v, es ortogonal a v,y v, y que v, es ortogonal a v,. Siv,, v, y v, son diferentes
de cero, demuestre que el conjunto {v,, v,, v} es linealmente independiente.

Sea 4 una matriz cuadrada (de n X n) cuyas columnas son los vectores, v,, V,, . .., v,. De-
muestre que v,, v,, . . . , v, son linealmente independientes si y sdlo si la forma escalonada
por renglones de 4 no contiene un renglén de ceros.

De los problemas 38 al 44 escriba las soluciones a los sistemas homogéneos dados en términos
de uno o mas vectores linealmente independientes.

38.
39.

40.

41.

42,

43.

44,
45.

X, +x,+x,=0
x— x+7x;—x,=0
2x, + 3x, = 8x,;+x, =0
X +x,+x,=0
X, —x,—x;=0
X +2x,— x;=0
2x, + 5x, +4x,=0
x+ xn+tx,— x,— x,=0
—2x, +3x, —x, +4x, — 6x,=0
X, +x,+x,=0
x,—x,=0
X, +2x,—3x,+5x,=0
Seau = (1,2, 3).
a) Sea H = {v e R* u-v=0}. Demuestre que H es un subespacio de IR°.
b) Encuentre dos vectores linealmente independientes en H. Denominelos x y y.
¢) Calculew = x X y.
d) Demuestre que u 'y w son linealmente dependientes.

¢) D¢ una interpretacion geométrica de los incisos @) y ¢) y explique por qué d) debe ser
cierto.

Observacion. Si V = {v € R*: v = au para algiin niimero real o} entonces ¥ es un subespacio
de R’ y H se llama complemento ortogonal de V.

46.

Elija un vector u# 0 en R*. Repita los pasos del problema 45 comenzando con el vector que
eligid.



47.
48.
*49.
50.

51.
52.
53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.
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Demuestre que cualesquiera cuatro polinomios en P, son linealmente dependientes.
Demuestre que dos polinomios no pueden generar a P,.
Demuestre que cualesquiera n + 2 polinomios en P, son linealmente dependientes.

Demuestre que cualquier subconjunto de un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes es linealmente independiente [nota: esto generaliza el problema 34].

Demuestre que cualesquiera siete matrices en M., son linealmente dependientes.

Pruebe que cualesquiera mn + 1 matrices en M son linealmente dependientes.

mn

Sean S, y S, dos conjuntos finitos linealmente independientes en un espacio vectorial V.
Demuestre que S, N S, es un conjunto linealmente independiente.

Demuestre que en P, los polinomios 1, x, x’, . .. X", son linealmente independientes [suge-
rencia: por supuesto, esto es cierto si n = 1. Suponga que 1, x, x*, . . . x"~' son linealmente
independientes y demuestre que esto implica que 1, x, X%, . . . X" también son linealmente
independientes. Esto completa la prueba por induccién matematica).

Sea {v,,v,, ..., v, } un conjunto linealmente independiente. Demuestre que los vectores v,,
vV, + Vv, v, +v,+v,...,v,+v,+ -+ v sonlinealmente independientes.
Sea § = {v,,V,, ...,V } un conjunto linealmente independiente de vectores diferentes de

cero en un espacio vectorial V. Demuestre que al menos uno de los vectores en S se puede
escribir como una combinacidn lineal de los vectores que le preceden. Es decir, demues-
tre que existe un entero k = ny escalares a}, a,, . . ., a,_, tales que v, = av,, a,v,, . . .,

o, .V

k—1"k—1°

Sea {v,, v,, ...,V } un conjunto de vectores que tiene la propiedad de que el conjunto {v,
v} es linealmente dependiente cuando i # j. Demuestre que cada vector del conjunto es un
multiplo de un solo vector de ese conjunto.

Sean f'y g en C'[0, 1]. Entonces el wronskiano® de 'y g esta definido por
S(x) g(x)
f(x) g'(x)

Demuestre que si /'y g son linealmente dependientes, entonces W( f, g)(x) = 0 para todo
x € [0, 1].

W(f,elx)=

Determine una definicion adecuada para el wronskiano de las funciones f, f, . . ., f, €
c" o0, 1.

Suponga que u, vy w, son linealmente independientes. Pruebe o desapruebe: u + v, u + w
y u + w son linealmente independientes.

(Para qué valores reales de ¢ son linealmente independientes los vectores (1 —¢, 1 + ¢)y
1+ec1—=0)?

Demuestre que los vectores (1, a, ), (1, b, b*) y (1, ¢, ¢*) son linealmente independientes si

aFb,atcyb#c.

Sea {v,V,,...,v,} unconjunto linealmente independiente y suponga que v ¢ gen {v,,

V,, ...,V }. Demuestre que {v,,v,, ..., Vv,} esun conjunto linealmente independiente.

Asi denominado por el matematico polaco Jozef Marfa Hoene-Wronski (1778-1853). Hoene-Wronski pasé la mayor

parte de su vida adulta en Francia. Trabajo en |a teorfa de determinantes y fue conocido también por sus escritos criticos
sobre filosoffa de las matematicas.
1 V10, 1] es el conjunto de funciones cuyas (n — 1)-ésimas derivadas estan definidas y son continuas en [0, 1].
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64. Encuentre un conjunto de tres vectores linealmente independientes en IR* que contenga a

2 -1 2) (-1
los vectores | 1 [y| 3|| sugerencia: encuentre un vector v ¢ gen<| 1|,| 3
2 4 2 4

65. Encuentre un conjunto linealmente independiente de vectores en P, que contenga a los
polinomios 1 — x?y 1 + x%

ul vl Wl
66. Supongaque u=|u, |,v=|v, |y w=[w, |, son coplanares.

u v w.

3 3 3

a) Demuestre que existen constantes a, b y ¢ no todas cero tales que
au, +bu, +cu, =0
av, +bv, +cv, =0
aw, +bw, +cw, =0

b) Explique por qué

ul u2 u3
det = v, v, v, [=0
woow, W

1 2

¢) Use el teorema 3 para demostrar que u, vy w son linealmente dependientes.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

I. Todos Il. Todos . b,d IV. F V.V
VI. V VII. V Vill. F

EXd Bases v DIMENSION

Se ha visto que en IR? conviene escribir vectores como una combinacion lineal de los vectores

1 0 0
1 0
i= (0) y j= (J En I’ se escribieron los vectores en términos de [0 |, [ 1| y [0 |. Ahora
., . 0 0 1
se generalizara esta idea.
DEFINICION n Base
Un conjunto finito de vectores {v,, v,, ..., V,} es una base para un espacio vectorial V'si
i) {v,.v, ..., v} eslinealmente independiente.
ii) {v,v,,...,v } generaa V.

Ya se han analizado algunos ejemplos de bases. En el teorema 4.5.7, por ejemplo, se vio que
cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en 2" genera a R". De esta forma,
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Todo conjunto de n vectores linealmente independiente en IR" es una base en R".

En R" se define

Puesto que los vectores e, son las columnas de una matriz identidad (que tiene determinante 1),
{e, e, ... e} esun conjunto linealmente independiente y, por lo tanto, constituye una base
en R". Esta base especial se denomina base candnica en IR”. Ahora se encontraran bases para
algunos otros espacios.

Base canodnica para P,

Por el ejemplo 4.5.9, los polinomios 1, x, x* y x*son linealmente independientes en P, para el
ejemplo 4.4.3, estos polinomios generan P,. Asi, {1, x, x, x} es una base para P,. En general,
los monomios {1, x, x>, x*, . . ., X"} constituyen una base para P Esta se denomina la base
canonica para P .

Base candnica para M,,

1 0Y(O 1)(0 O 00
Se vio en el ejemplo 4.4.6, que , R eneran a
Jemp q (0 O) (0 0) (1 OJ Y (0 1) g
¢ c

. 2 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 .
M,,. Si =c +c, +c, +c, = , entonces es eviden-
¢ ¢, 00 00 10 0 1) 1o o

teque ¢, = ¢, = ¢, = ¢,= 0. Asf, estas cuatro matrices son linealmente independientes y forman
una base para M,,, lo que se denomina base canénica para M.,,.

Una base para un subespacio de I*

W Solucion

Encuentre una base para el conjunto de vectores que se encuentra en el plano

X
r=3y|:2x=y+3z=0

z

En el ejemplo 4.2.6 se observd que 1t es un espacio vectorial. Para encontrar una base, primero
X

se observa que si x y z se escogen arbitrariamente y si | ¥ | € m, entonces y = 2x + 3z. Asi, los

vectores en 7 tienen la forma z

X X 0 1 0
2x+ 3z |=|2x|+| 3z |=x|2|+2z| 3
z 0 z 0 1
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1 0
Lo cual muestra que |2 [ y | 3 | generan a 7. Como es evidente que estos dos vectores son
0 1

linealmente independientes (porque uno no es multiplo del otro), forman una base para .

Siv,, v, ...,V esuna base para V, entonces cualquier otro vector v e V'se puede escribir como
v=rc¢yv,+cv,+ -+ cyv. Puede escribirse de otra manera como una combinacion lineal de
los vectores v;? La respuesta es no (vea la observacion que sigue a la demostracion del teorema
4.5.7, parael caso V' =R").

Si{v,V, ...,V } esunabase para Vysiv e V, entonces existe un conjunto unico de
escalares ¢, ¢,, ..., c talesquev=cyv, + ¢V, + - +cv.

Existe cuando menos un conjunto de dichos escalares porque {v,, v,,..., Vv, } generaa V.
Suponga entonces que v se puede escribir de dos maneras como una combinacion lineal
de los vectores de la base.

Es decir, suponga que

v=cy, tev,+- - +ey =dv +dy,+---+dy

n

Entonces, restando se obtiene la ecuacién
(¢, —d)v, +(c,—d)v,+ -+ (c,—d), =0

Pero como los v, son linealmente independientes, esta ecuacion se cumple si y sélo
sic, —d,=¢,—dy=---=¢,—d =0.Asi,c,=d.,c,=d,...,c, =d yelteorema
queda demostrado.

Se ha visto que un espacio vectorial tiene multiples bases. Una pregunta surge de manera
natural: jcontienen todas las bases el mismo ntiimero de vectores? En IR’ la respuesta es: por su-
puesto, si. Para ver esto, se observa que cualesquiera tres vectores linealmente independientes
en I’ forman una base. Pero menos vectores no pueden formar una base ya que, como se vio
en la seccion 4.4, el espacio generado por dos vectores linealmente independientes en R* es un
plano —y un plano no es todo R*—. De manera similar, un conjunto de cuatro vectores o
mas en ° no puede ser linealmente independiente, pues si los tres primeros vectores en el con-
junto son linealmente independientes, entonces forman una base; por lo tanto, todos los demas
vectores en el conjunto se pueden expresar como una combinacion lineal de los primeros tres.
Entonces, todas las bases en R* contienen tres vectores. El siguiente teorema nos indica que la
respuesta a la pregunta anterior es si para todos los espacios vectoriales.

Sif{u,u,...,u}y{v,v,...,v }son basesen un espacio vectorial V, entonces m = n;
es decir, cualesquiera dos bases en un espacio vectorial ¥ tienen el mismo numero de
vectores.

Sea S, ={u,u,...,u }yS, ={v,v, ...,v } dosbases para V. Debe demostrarse que

m = n. Esto se prueba mostrando que si m > n, entonces S, es un conjunto linealmente
independiente, lo que contradice la hipotesis de que S, es una base. Esto demostrara que

u
" Esta prueba se da para espacios vectoriales con bases que contienen un nimero finito de vectores. También se manejan

los escalares como si fueran nimeros reales; pero la prueba funciona también en el caso complejo.
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m = n. La misma prueba demostrara que n = m y esto prueba el teorema. Asi, basta
demostrar que sim > n, entonces S, es dependiente. Como S, constituye una base, todo
u, se puede expresar como una combinacion lineal de las v,. Se tiene

ll1 = (JUV1 F alzvz 9P oo TF aann

w,=a,v,+a,v,+ ...ta,v, )
uw =a v +a,v,+..+a v,
Para demostrar que S, es dependiente, deben encontrarse escalares ¢, ¢,, . . ., ¢,, no
todos cero, tales que
cu, +cou+---+cu =0 2)
Sustituyendo (1) en (2) se obtiene
ca v, +apv,+ - +a,v)+ca,yv, +a,y,+ - +a,yv)
+oF Cm(amlvl + amZVZ oot amnvn) = 0 (3)
La ecuacion (3) se puede reescribir como
(aye, + aye, + o+ a,c )V, Hape, + aye, + 0+ a0V,
+---+(a,c,ta,c,+--+a,c)v=0 @)
Pero como v, v,, . . . , v, son linealmente independientes, se debe tener
a.c +a,c,+...+a c =0
a,c, +a,c, +...+a c =0 5)
ac ta,c +..ta c =0
El sistema (5) es un sistema homogeéneo de n ecuaciones con las m incognitas ¢, ¢,, . . ., ¢,,
y como m > n, el teorema 2.4.1, dice que el sistema tiene un nimero infinito de solucio-
nes. De esta forma, existen escalares ¢, ¢,, . . . , ¢, , no todos cero, tales que (2) se satisface

y, por lo tanto, S| es un conjunto linealmente dependiente. Esta contradiccion prueba que
m = n si se cambian los papeles de S| y S,, se demuestra que n = m y la prueba queda
completa.

Por este teorema se puede definir uno de los conceptos centrales en el algebra lineal.

Dimension
Si el espacio vectorial V tiene una base con un numero finito de elementos, entonces la
dimension de V' es el nimero de vectores en todas las bases y }'se denomina espacio vec-

torial de dimension finita. De otra manera, }"se denomina espacio vectorial de dimension
infinita. Si V= {0}, entonces se dice que V' tiene dimension cero.

Notacién. La dimension V' se denota por dim V.

Observacion. No se ha demostrado que todo espacio vectorial tiene una base. Pero no se re-
quiere para que la definicion 2 tenga sentido, ya que si V tiene una base finita, entonces V es de
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dimension finita. De otra manera, } tiene dimensién infinita. Por lo tanto, con el fin de demos-
trar que V tiene dimension infinita, solo es necesario demostrar que ¥ no tiene una base finita
lo que se puede hacer probando que V contiene un niimero infinito de vectores linealmente
independientes (vea el ejemplo 7).

La dimension de R”

EJEMPLO 5

Como n vectores linealmente independientes en IR” constituyen una base, se observa que

dimR" =n

La dimensién de P,

EJEMPLO 6

Para el ejemplo 1 y el problema 4.5.47, los polinomios {1, x, x*, . . ., x"} constituyen una base
en P . Entoncesdim P, = n + 1.

La dimensién de M,

EJEMPLO 7

=

0
m
S
>
W

En M, sea A, la matriz de m X n con un uno en la posicion ij y cero en otra parte. Es sencillo

demostrar que las matrices Al.j parai=1,2,...,myj=1,2,..., nforman una base para M _ .
Asi, dim M, = mn.

P tiene dimension infinita

DEMOSTRACION

TEOREMA n

En el ejemplo 4.4.7, se observo que ninglin conjunto finito de polinomios genera a P. Entonces
P no tiene una base finita y, por lo tanto, es un espacio vectorial de dimension infinita.
Existe un gran numero de teoremas sobre la dimensién de un espacio vectorial.

Suponga que dim V' = n. Siu, u,, . .., u,_ es un conjunto de m vectores linealmente
independientes en V, entonces m = n.

Seav,,v,,...,v unabase para V. Sim > n, entonces, igual que en la prueba del teorema
2, se pueden encontrar constantes ¢, ¢,, . . . , ¢, no todas cero, tales que la ecuacion (2)
se satisface. Esto contradice la independencia lineal de los vectores u,. Asi, m = n.

Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimension finita V. Entonces H tiene
dimension finita y

dim H = dim V 6)

Sea dim V' = n. Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes en H es
también linealmente independiente en V. Por el teorema 3, cualquier conjunto lineal-
mente independiente en H puede contener a lo mas n vectores. Si H = {0}, entonces
dim A = 0. Si dim H # {0}, sea v, # 0 un vectoren H'y H, = gen {v,}. Si H, = H,
dim H = 1y la prueba queda completa. De lo contrario, elija av, € H tal quev, ¢ H,
y sea H, = gen {v,, v,}, y asi sucesivamente. Continuamos hasta encontrar vectores
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linealmente independientes v, v, . . . , v, tales que / = gen {v,, v,, ..., v, }. El proceso
tiene que terminar porque se pueden encontrar a lo mas n vectores linealmente indepen-
dientes en H. Entonces H = k = n.

El teorema 4 tiene algunas consecuencias interesantes. Presentaremos dos de ellas.

C[o, 11y C"[0, 1] tienen dimensioén infinita

Sea P[0, 1] el conjunto de polinomios definido en el intervalo [0, 1]. Entonces P[0, 1] C ([0, 1].
Si la dimensién de C[0, 1] fuera finita, entonces P[0, 1] también tendria dimension finita. Pero
segun el ejemplo 7, no es asi. Por lo tanto CJ0, 1] tiene dimensién infinita. De manera similar,
como P[0, 1]1C C'[0, 1] (ya que todo polinomio es diferenciable), también se tiene que la dimen-
sién de C'[0, 1] es infinita.

En términos generales

Cualquier espacio vectorial que contiene un subespacio de dimension infinita es de di-
mension infinita.

Los subespacios de I*

Se puede usar el teorema 4 para encontrar fodos los subespacios de R*. Sea H un subespacio de
’. Existen cuatro posibilidades; H = {0}, dim H = 1, dim H = 2 y dim H = 3. Si dim H = 3,
entonces H contiene una base de tres vectores linealmente independientes v , v,, v, en . Pero
entonces v,, v,, v, también forman una base para R°, y asi, H = gen {v,, v,, v,;} = R’. Por lo
tanto, la inica manera de obtener un subespacio propio de R’ es teniendo dim H = 1 o dim
H =2.Sidim H = 1, entonces H tiene una base que consiste en un vector v = (a, b, ¢). Sea x
en H. Entonces x = #(a, b, ¢) para algiin nimero real 7 [puesto que (a, b, ¢) genera a H]. Six =
(x, y, z), esto significa que x = at, y = bt, z = ct. Pero ésta es la ecuacién de una recta en R* que
pasa por el origen con la direccion del vector (a, b, ¢).

Ahora, suponga que dim H = 2yseav, = (a,, b, ) yVv, = (a,, b,, ¢,) una base para H. Si
X = (x,y,z) € H, entonces existen numeros reales s y  tales que x = sv, + tv, 0 (x, y, z) = s(q,,
b, ¢,) + t(a, b,, c,). Entonces

X = Sa1 + taz
y = sh, + b, 0]
zZ= SCl + IC2

Seav, = (a, B, v) = v, X v,. Entonces del teorema 3.4.2, parte iv), se tienev,.v, =0y v, - v, =
0. Ahora calculamos

ax+ By +vyz=o(sa, +ta,)+ B(sb, + b))+ y(sc, + tc,)
=(oa, + Bb, + yc,)s + (aa, + Bb, + yc, )t
=(V, v)s+ (v, v,)i=0

Ast, si (x, y, z) € H, entonces ax + By + yz = 0, lo que muestra que H es un plano que pasa
por el origen con vector normal v, = v, X v,. Por lo tanto se ha demostrado que
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Los unicos subespacios propios de R* son los conjuntos de vectores que se encuentran
en una recta o un plano que pasa por el origen.

Espacios de solucion y espacio nulo

EJEMPLO 11

EJEMPLO 10

Sea A una matrizde m X nysea S = {x € R": Ax = 0}. Seanx, € SyXx, € S; entonces A(x, +
X,) = Ax, + Ax, =0 + 0 = 0y A(ax,) = a(4x,) = a0 = 0, de manera que S es un subespacio
deR" ydim S = n. S se denomina espacio de solucion del sistema homogéneo Ax = 0. También
se denomina espacio nulo de la matriz A.

Una base para el espacio de solucion de un sistema homogéneo

B Solucion

EJEMPLO 12

Encuentre una base (y la dimensién) para el espacio de solucion S del sistema homogéneo
X+2y— z=0
2x — y+3z=0

Aqui =] 2
ulr A=
q 2 -1

por renglones, se encuentra, sucesivamente,

-1
3). Como 4 es una matriz de 2 X 3, S es un subespacio de R*. Reduciendo

01 -11]0 01 -1 |0
-z -1
Entonces y = zy x = —z de manera que todas las soluciones son de la forma | z [. Asi, | 1
z 1

es una base para Sy dim S = 1. Observe que S es el conjunto de vectores que se encuentran en
larectax = —t,y=t,z=1.

Una base para el espacio de solucion de un sistema homogéneo

B Solucion

Encuentre una base para el espacio de solucion S del sistema

2x— y+3z=0
4x =2y +6z=0
—6x+3y—92=0

Reduciendo renglones se obtiene

2 -1 3]0 2 =13 |0
4 2 6 | 0|————f0 00 |0
6 3 -9 |0 0 00 |0
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Lo que da una sola ecuacion: 2x — y + 3z = 0. Ses un plano y, por el ejemplo 3, una base esta

1 0
dadapor|2|y |3|ydimS =2.
0 1

Antes de dar por terminada esta seccion, demostraremos un resultado util para encontrar
una base para un espacio vectorial arbitrario. Se ha visto que n vectores linealmente indepen-
dientes en IR" constituyen una base para R". Este hecho se cumple para todo espacio vectorial
de dimensioén finita.

Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en un espacio vectorial
de dimensién 7 constituyen una base para V.

Sean v, v,, ..., v, nvectores. Si generan el espacio V, entonces constituyen una base.
De lo contrario, existe un vectoru e Vtal queu ¢ gen {v,,v,, ...,V }. Esto significa
que los n + 1 vectores v, v,, . . ., v, u son linealmente independientes. Para ver esto,
observe que si

ey, tey,+ o -+ev +c,u=0 ®

Entonces ¢,,, = 0, porque de lo contrario podriamos escribir u como una combinacion
lineal de v, v,, . . ., v, dividiendo la ecuacion (8) entre c,,, y poniendo todos los térmi-
nos, excepto u, en el lado derecho. Pero si ¢, , = 0, entonces (8) es

ey, teyv,+---+cev =0
Lo que significa que ¢, = ¢, = - - - = ¢, = 0 ya que los v, son linealmente independientes.
Ahora sea W = gen {v,, V,, . . ., v, u}. Como todos los vectores entre las llaves estan
en V, Wes un subespacio de V. Como v,, v,, . .., v , uson linealmente independientes,
forman una base para W, y dim W = n + 1. Pero por el teorema 4, dim W =< n. Esta

contradiccion muestra que 7o existe el vectoru € Vtalqueu ¢ gen {v,,v,, ...,V }. Asi,
V,,V,, ...,V generaa Vy, por lo tanto, constituye una base para V.

AUTOEVALUACION

Indique cudles de los siguientes enunciados son verdaderos
I. Cualesquiera tres vectores en IR* forman una base para R’
Il. Cualesquiera tres vectores linealmente independientes en I2* forman una base para R°.
lll. Una base en un espacio vectorial es tnica.

IV. Sea H un subespacio propio de R*. Es posible encontrar cuatro vectores linealmen-
te independientes en H.

X
V. Sea H=1| y|:2x+11y—17z=0¢. Entonces dim H = 2.

z

VI. Sea {v,, v,, ..., v} una base para el espacio vectorial V. Entonces no es posible
encontrar un vector v e Vtal queu ¢ gen {v,V,, ...,V }.

VII. 20 s 03 s 00 , 0 0 es una base para M,,.
0 0/J\0 0){=7 0){0 12
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Desarrollo de competencias 4.6

De los problemas 1 al 13 determine si el conjunto dado es una base para el espacio vectorial a
que se refiere.

1.

3
5.
7

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

EnP:1—xx 2. EnP;:=3x, 1 + X, X’ =5
.EnPZ:—Zx,x+3x2,x+2 4. Ean:xz—l,xz—Z,x2—3

EnP:11+x1+x,1+x 6. EnP:1+x,2+x3+x,1
. EnP3:3',x3—4x+6,x2

EnM'31 3 2) (=5 1)(0 1
240 o){lo o))l 0 6)\0 —7
0) (0 0 0Y(0 O

En M, : N s b s , , donde abed # 0
0 0)lo o)\c 0){0 d

EM—IO 2 1Y(-6 1) (7 =2)(0 1
n m.,: 5 5 5 5
213 1)1 4 5 8/t o)lo o

H={x e R:x—y=0%:(,1),44)
H={x,y)e R:x+y=0}(,-1)
H={(x,y) e R:x+y=0},-1),(-33)

Encuentre una base en R’ para el conjunto de vectores en el plano 2x —y — z = 0.
Encuentre una base en R* para el conjunto de vectores en el plano 3x — 2y + z = 0.
Encuentre una base en R* para el conjunto de vectores en la recta x/2 = y/3 — z/4 = 0.
Encuentre una base en R’ para el conjunto de vectores en la recta x = 3¢,y = —2¢,z = £.
Demuestre que los iinicos subespacios propios en IR* son rectas que pasan por el origen.
EnR*sea H = {(x, y, z, w): ax + by + cz + dw = 0}, donde a.,b,c,d # 0.

a) Demuestre que H es un subespacio de R*.

b) Encuentre una base para H.

¢) (Cuanto vale dim H?

En R" un hiperplano que contiene a 0 es un subespacio de dimensién n — 1. Si H es un
hiperplano en R" que contiene a 0, demuestre que

H={(x,xy...x):ax +ax,+ - +ax =0}
donde a,, a,, . . ., a, son niimeros reales fijos, no todos cero.
En I’ encuentre una base para el hiperplano

H = {(x, X, X3, X, X5): 2x, = 3x, + x; + 4x, — x;, = 0}

De los problemas 22 al 28 encuentre una base para el espacio de solucion del sistema homogé-

neo dado.
22. x— y=0 23. x—2y=0 24. 2x + y=0
—2x+2y=0 Ix+ y=0 x—=3y=0
25. x—y—z=0 26. x—3y+ z=0
2x—y+z=0 —2x+2y—3z=0

4x — 8y + 5z =



27.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

*37.

38.

39.

40.

*41.

42.

43.

4.6 Basesy dimension 215

2x + 3y —4z=0 28. 2x—6y+4z=0
x— y+ z=0 - x+3y—2z=0
2x + 8y — 10z =0 —3x+9—6z=0
Encuentre una base para D,, el espacio vectorial de matrices diagonales de 3 X 3. ;Cual es

la dimensién de D,?
(Cual es la dimensién D , el espacio de matrices diagonales de n X n?

Sea S el espacio vectorial de matrices simétricas de n X n. Demuestre que S es un subes-
paciode M, yquedim S = [n(n + 1)}/2.

Suponga quev,, v,, ..., Vv, son vectores linealmente independientes en un espacio vectorial
V' de dimension n'y m < n. Demuestre que {v,, v,, . . ., v, } se puede aumentar a una base
para V. Esto es, existen vectoresv, .., v, .,,...,V, talesque {v, v, ..., v} esuna base

[sugerencia: vea la demostracion del teorema 5.

Sea {v,,Vv,,...,v }unabaseen V.Seanu, =v,u,=v, +tv,u,=v, +Vv,+v,....,u =v
+ v, + -+ +v_.Demuestre que {u,, u,, ..., u} estambién una baseen V.

1

Demuestre que si {v,, V,, . . ., v } genera a V, entonces dim V = n. [Sugerencia: utilice el
resultado del problema 4.5.56.]

Sean H'y K dos subespacios de V tales que H < Ky dim H = dim K < co. Demuestre que
H=K.

Sean H'y K dos subespacios de V. Defina H+ K={h+k:he Hyk e K}.
a) Demuestre que H + K es un subespacio de V.
b) Si H N K = {0}, demuestre que dim (H + K) = dim H + dim K.

Si H es un subespacio vectorial de dimension finita }, demuestre que existe un subespacio
unico Kde Vtalquea) HN K= {0} yb)H+ K= V.

Demuestre que dos vectores v, y v, en I2* con puntos terminales en el origen son colineales
siy sélo sidim gen {v,v,} = 1.

Demuestre que los tres vectores v, v, y v, en I’ con puntos terminales en el origen son
coplanares si y sélo si dim gen {v,, v,, v,} = 2.

Demuestre que cualesquiera n vectores que generan un espacio V de dimension n forman
una base para V. [sugerencia: demuestre que si los n vectores no son linealmente indepen-
dientes, entonces dim V' < n].

Demuestre que todo subespacio de un espacio vectorial de dimensioén finita tiene una
base.

Encuentre dos bases para IR* que contengan a (1, 0, 1, 0) y (0, 1, 0, 1) y no tengan otros
vectores en comun.

(Para qué valores del numero real a los vectores (a, 1, 0), (1,0, @) y (1 + a, 1 — a) constitu-
yen una base para R*?

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

. F . v . F IV. F V.V VI. V VIl. V
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E®J RANGO, NULIDAD, ESPACIO DE LOS RENGLONES Y ESPACIO
DE LAS COLUMNAS DE UNA MATRIZ

En la seccion 4.5 se introdujo la nocidn de independencia lineal. Se demostrd que si 4 es una ma-
triz invertible de # X n, entonces las columnas y los renglones de 4 forman conjuntos de vectores
linealmente independientes. Sin embargo, si 4 no es invertible (de manera que det 4 = 0), o si 4
no es una matriz cuadrada, entonces estos resultados no dicen nada sobre el numero de ren-
glones o columnas linealmente independientes de A. Eso es lo que se estudiara en esta seccion.
También se mostrara la forma en la cual se puede obtener una base para el espacio generado de
un conjunto de vectores mediante la reduccion por renglones.
Sea A una matrizdem X ny sea

El espacio nulo de una matriz 1)
N,={xeR" 4x =0}

Entonces, como se vio en el ejemplo 4.6.10, N, es un subespacio de R".

DEFINICION n Espacio nulo y nulidad de una matriz

N, se denomina el espacio nulo de 4 y v(4) = dim N, se denomina nulidad de 4. Si N,
contiene soélo al vector cero, entonces v(A4) = 0.

Nota. El espacio nulo de una matriz también se conoce como kernel.
EJEMPLO 1 Espacio nulo y nulidad de una matrizde 2 x 3

1 2 -
Sea A=( 5 3]. Entonces, como se vio en el ejemplo 4.6.11, N, esta generado por

1
-1
I,yv(4) =1.
1
EJEMPLO 2 Espacio nulo y nulidad de una matriz de 3 x 3
2 -1 3 1 0
Sea A4=| 4 -2 6. Entonces por el ejemplo 4.6.12, 3 2 [, 3 |} es una base para N, y
-6 3 -9 0
v(A) = 2.
TEOREMA n Sea A una matriz de n X n. Entonces A es invertible si y s6lo si v(4) = 0.
DEMOSTRACION De acuerdo al teorema de resumen [teorema 4.5.6, partes i) y ii)], 4 es invertible si y s6lo

(=

si la tnica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial x = 0. Pero segiin
la ecuacion (1), esto significa que A4 es invertible siy s6lo si N, = {0}. Asi, 4 es invertible
siy solo siv(4) = dim N, = 0.
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TEOREMA E

DEMOSTRACION

(=

DEFINICION E
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Imagen de una matriz

Sea A una matriz de m X n. Entonces la imagen de 4, denotada por Im(4), esta dada
por

Im(4) = {y € R": Ax = y para alguna x € R"} 2)

Sea A una matriz de m X n. Entonces la imagen de 4 Im(4) es un subespacio de R™.

Suponga quey, y y,, estan en Im(4). Entonces existen vectores X, y X, en IR" tales que
y, = AX, yy, = Ax,. Por lo tanto

Alax)) =adx, =ay, y AKX, + X)) = AX, + AX, =y, +Y,

Por lo que ay, y y, + Yy, estan en Im(A4). Asi, del teorema 4.3.1, Im(A4) es un subespacio
de R™.

Rango de una matriz

Sea 4 una matriz de m X n. Entonces el rango de 4, denotado por p(A), esta dado por

p(A4) = dim Im(A4)

Se daran dos definiciones y un teorema que facilitaran en cierta medida el calculo del rango.

Espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz

Si A es una matriz de m X n, sean {r,,r,, ..., r, } losrenglonesde 4y {c,.¢c,, ..., ¢}
las columnas de A. Entonces se define

R, = espacio de los renglones de 4 = gen {r,,r,,....1 } A3

> m

C, = espacio de las columnas de 4 = gen {¢, ¢, ..., ¢} )

Nota. R es un subespacio de R" y C, es un subespacio de R".

Se ha introducido una gran cantidad de notacién en tan sélo tres paginas.
Antes de dar un ejemplo, se demostrara que dos de estos cuatro espacios son los mismos.



218 UNipap 4 Espacios vectoriales

TEOREMA B Para cualquier matriz 4, C, = Im(4). Es decir, la imagen de una matriz es igual al espa-
cio de sus columnas.

DEMOSTRACION Para demostrar que C, = Im(4), se demuestra que Im(4) = C, e Im(4) = C,.

i) Se quiere probar que Im(4) = C,. Suponga que y € Im(4). Entonces existe un
vector X tal que y = Ax. Pero como se observo en la seccion 3.2. Ax se puede ex-
presar como una combinacion lineal de las columnas de 4. Por lo tanto,y € C,,
de manera que Im(4) € C,.

ii) Se quiere probar que Im(4) & C,. Suponga que y € C,. Entonces y se puede ex-
presar como una combinacion lineal de las columnas de 4 como en la ecuacién
(3.2.9). Sea x el vector columna de los coeficientes de esta combinacion lineal.
Entonces, igual que en la ecuacién (3.2.9), y = Ax. Asi, y € Im(A4), lo que prueba
que Im(4) = C,.

Calculo de N, »(A), imagen A, p(A), R, y C, para una matrizde 2 x 3

1 2 -1
Sea A=( 5 ) 3). A es una matriz de 2 X 3.

i) Elespacio nulode A = N, = {x € R’: Ax = 0}. Como se vio en el ejemplo 1,
-1
N, = gen 1
1

ii) La nulidadde A = v(4) =dim N, = 1.

iii) Se sabe que Im(4) = C,. Las primeras dos columnas de 4 son vectores linealmente inde-
pendientes en 2° y, por lo tanto, forman una base paralR*. La Im(4) = C, = R°.

iv) p(4) = dim Im(4) = dim R? = 2.

v) Elespacio de los renglones de A = R, = gen {(1, 2, —1), (2, —1, 3)}. Como estos dos vecto-
res son linealmente independientes, se ve que R, es un subespacio de dimension dos de [ D3
Del ejemplo 4.6.9, se observa que R, es un plano que pasa por el origen.

En el ejemplo 3 iv) se observa que p(4) = dim R, = 2, lo que no es una coincidencia.

TEOREMA n Si 4 es una matriz de m X n, entonces
dim R, = dim C, = dim Im(4) = p(A4)

L DEemoSTRACION Como es usual, se denota por a; 1a componente ij de A. Debemos demostrar que dim R,
= dim C,. Los renglones de 4 se denotan porr,,r,,...,r ,yseak =dim R,. Sea S =
{S,, S, . .., s, } una base para R ,. Entonces cada renglén de A se puede expresar como
una combinacion lineal de los vectores en S, y se tiene, para algunas constantes a,,
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I =0o.8s, + 8, T 000 9P oS,

(C))

r,= aZISl aF 062252 Sttt a2ksk

L, =08 t Q8+ +0,85
Ahora la componente j de r; es ;. Entonces si se igualan las componentes j de ambos
lados de (5) y se hace s, = (s,;, 5, - . . 5,), se obtiene

a, =0, +o,s, totas,

ay, =08, + 08, ot 0,

k)
es decir,
4 oy 12 Ay
S ET R E e ER N e ©)
amj @, ., @ s

1i

2i

Sea a; el vector . Entonces como el lado izquierdo de (6) es la columna j de 4, se

o
mi
o . ., . —
observa que cada columna de 4 se puede escribir como una combinacion lineal de &,
—> — o o - —> —
a,, ..., a,loquesignifica que los vectores @, @, . . ., a,, generana C, y
dim C, =k =dim R (@)

Pero la ecuacion (7) se cumple para cualquier matriz 4. En particular, se cumple para
A'.Pero C,,= R,y R, = C,. Como de (7) dim C,, = dim R, se tiene

dim R, = dim C, @®)

Combinando (7) y (8) la prueba queda completa.

Calculo de Im(A) y p(A) para una matriz de 3 x 3

W Solucion

2 -1 3
Encuentre una base para Im(A4) y determine el rangode 4= 4 -2 6.
-6 3 -9
Comor, =2r, yr, = —3r, se ve que p(4) = dim R, = 1. Asi, toda columna en C, es una base
2
para C, = Im(A4). Por ejemplo, | 4 | es una base para Im(A4).
—6

El siguiente teorema simplificara los calculos de la imagen, el rango y la nulidad.
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UNIDAD 4

TEOREMA E

DEMOSTRACION

TEOREMA E

Espacios vectoriales

Si A es equivalente por renglones a B, entonces R, = R,, p(4) = p(B) y v(4) = v(B).

Recuerde que segun la definicion 3.4.3, A es equivalente por renglones a B si A se puede
“reducir” a B mediante operaciones elementales con renglones. Suponga que C es la
matriz obtenida al realizar operaciones elementales en 4. Primero se muestra que R, =
R.. Como B se obtiene realizando varias operaciones elementales con los renglones de
A, el primer resultado, aplicado varias veces, implicara que R, = R,.

Caso I: Intercambio de dos renglones de A. Entonces R, = R porque los renglones de
Ay C son los mismos (escritos en diferente orden).

Caso 2: Multiplicacion del renglén i de 4 por ¢ # 0. Si los renglones de 4 son {r,,r,, .. .,
r,...,r }, entonces los renglones de Cson {r,,r,,...,cr,...,r, }. Esobvio quecr, =
c(r) yr=(1/c)(cr). De esta forma, cada renglén de C es un multiplo de un renglén de 4
y viceversa, lo que significa que cada rengloén de C esta en el espacio generado por los
renglones de A4 y viceversa, Se tiene

R,SR.yR-SR, porlotantoR.=R,

Caso 3: Multiplicacion del renglon i de 4 por ¢ # 0y suma del mismo al renglén j. Ahora
los renglones de Cson {r,r,,...,r,..., 37 @l 0 00 g r }. En este caso
r,=(r +cr)—cr
Lﬂ_J
renglon jde C  renglon ide C
De manera que todos los renglones de A se pueden expresar como una combinacioén
lineal de los renglones de C'y viceversa. Entonces, como antes,

R,SR.yR.SR, porlotanto R.= R,

Se ha demostrado que R, = R,. Por lo tanto p(R,) = p(R,). Por tltimo, el conjunto
de soluciones de Ax = 0 no cambia bajo las operaciones elementales. Asi, N, = N,, y
entonces v(4) = v(B).

El teorema 5 es de suma importancia. Indica, por ejemplo, que el rango y el espacio de los
renglones de una matriz son lo mismo que el rango y el espacio de los renglones de la forma
escalonada de dicha matriz. No es dificil probar el siguiente teorema (vea el problema 50).

El rango de una matriz es igual al nimero de pivotes en su forma escalonada por ren-
glones.

Calculo de p(A) y R, para una matriz de 3 x 3

1 -1 3

Determine el rango y el espacio de los renglonesde 4=| 2 0 4 |. Laforma escalonada por
I -1 3 -1 3 1

renglonesde Aes |0 1 —1|=B. Como B tiene pivotes, p(4) = dim R, = 2. Una base para

0 0 O

R, consiste en los primeros dos renglones de B:

R, =gen {(1,—-1,3),(0,1, —1)}
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El teorema 5 es util cuando se quiere encontrar una base para el espacio generado por un
conjunto de vectores.

Determinacién de una base para el espacio generado por cuatro vectores en I

Encuentre una base para el espacio generado por

1 -2 0 -2
vi=| 2, v,=| 0|, v,=| 4| v,=|-4
-3 4 -2 6

Se expresan los vectores como renglones de una matriz 4 y después se reduce la matriz a la for-
ma escalonada por renglones. La matriz que se obtiene tendra el mismo espacio de renglones

1 2 3
12 -3 |
2 0 4 0 1 -3 ,
que 4. La forma escalonada por renglones de es , que tiene
0 4 =2
0 0 0
2 -4 6
0 0 0
dos pivotes.
1 0
Entonces una base para gen {v,, v,, v, v,} es ¢| 2|,| 1 |;. Por ejemplo,
-3 _l
2
0
-2 1 .
0|==-2] 2|+4
4 -3 1
2

Existe un camino relativamente sencillo para encontrar el espacio nulo de una matriz.

Calculo del espacio nulo de una matrizde 4 x 4

W Solucion

1 2 -4 3
. 2 5 6 -8
Encuentre el espacio nulo de 4=
0 -1 -14 14
3 6 -12 9

La forma escalonada por renglones reducidos de A4 es

1 0 -32 31

0 1 14 -14
U=

0 0 0 0

0 0 0 0
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Siguiendo el mismo razonamiento que en la prueba del teorema 5, las soluciones a Ax = 0 son

X

X,

X

las mismas que las soluciones a Ux = 0. Six = , entonces Ux = 0 da como resultado

Xy

X, —32x3 +31x, =0
x, + 14x3 —14x4 =0

x, =32x, —31x,
x, =—14x, +14x,

De manera que si x € N,, entonces

32x, - 3lx, 32 =31
—14x, +14x, -14 14
X = =X, + X,
X, 0 0
X, 1 1
_\f_‘
32) (=31 base para N,
-14 14
Estoes, N, = gen ,
! 1 0
0 1

El procedimiento usado en el ejemplo 7 siempre se puede utilizar para encontrar el espacio nulo
de una matriz.
Se hace aqui una observacion geométrica interesante:

Todo vector en el espacio de los renglones de una matriz real es ortogonal a todo vector

en su espacio nulo.
|

En notacion abreviada esto se describe como R, L N,. Para ver por qué, considere la ecua-
cion Ax = 0. Si 4 es una matriz de m X n, entonces se tiene

11 12 1n xl O
a21 aZZ a2 n x2 — 0
aml amZ amn xn O

Sir, denota el i-ésimo renglon de A4, se ve de la ecuacion anterior quer, - x = 0 parai =1, 2,

....m.Asi,six € N,entoncesr, L xparai=1,2,...,m. Perosiy € R, entoncesy = ¢ r,
+ -+ ¢, r, ,paraalgunas constantes ¢, ¢,, . .., ¢,. Entoncesy - x = (¢,;r, + ¢,r, +- -+ ¢ 1, )
"X=c¢r X+er,cx+---+c¢r - x=0,loqueprueba la afirmacion.
32) (=31
. -14 14
En el ejemplo 7, R, = gen {(1,0, —32, 31), (0, 1, 14, —14)} y N, = gen at 0
0 1

El lector debe verificar que los vectores de la base para R, en efecto, son ortogonales a los
vectores de la base para N,.
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El siguiente teorema da la relacion entre el rango y la nulidad.

TEOREMA E Sea 4 una matriz de m X n. Entonces

p(A) + v(A) =n

Es decir, el rango de 4 mas la nulidad de 4 es igual al nimero de columnas de 4.

L DEMOSTRACION Se supone que k = p(A) y que las primeras k columnas de 4 son linealmente indepen-
dientes. Sea ¢, (i > k) cualquier otra columna de 4. Como ¢, c,, . . ., ¢, forman una base
para C, se tiene, para algunos escalares a, a,, . . ., a,,
c.=ac +ac, + - +ac,

Asi, sumando —a,¢,, —a,c,, . . ., —aq,c, sucesivamente a la i-ésima columna de A4, se
obtiene una nueva matriz B de m X n con p(B) = p(A4) y v(B) = v(A) con la columna i
de Bigual a 0." Esto se hace a todas las demés columnas de A (excepto las primeras k)
para obtener la matriz

11 a12 1k 0 0 0
D= @y @ a, 0 0 0
a a a 0 0 o 0

mk

Donde p(D) = p(A) y v(D) = v(A4). Mediante un posible reacomodo de los renglones de
D, se puede suponer que los primeros k renglones son independientes. Después se hace
lo mismo con los renglones de (esto es, sumar multiplos de los primeros k renglones a
los ultimos m — k) para obtener una nueva matriz:

a“ alz oca alk O cao O

a, Aay Ay 0 0
F=la, a, - a, 0 0
0 0 0 0

O O oo O O cao O

donde p(F) = p(A) y v(F) = v(A). Ahora es obvio que si i > k, entonces Fe, = 0, de ma-
neraque E, = {e . e, ...,e  esunconjunto lincalmente independiente de n — k vec-
tores de V,. Ahora se demostrard que £, genera N,. Sea x € N, un vector de la forma

T Esto se deduce considerando A’ (las columnas de A son los renglones de A).
Recuerde que e, es el vector con un uno en la posicién i y cero en las otras posiciones.

-
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EJEMPLO 8

Espacios vectoriales

Entonces

a,,x, aF a,x, AF cooar a,.x,

a,x, ta,x, +...t a,,x,
. . . 0
’ 0
0=Fx=|a,x +a,x, +..ta,x |= :
0 :
. 0

0

El determinante de la matriz del sistema homogéneo de k£ X k dado es diferente de cero,
ya que los renglones de esta matriz son linealmente independientes. De esta forma, la
Unica solucion al sistema es x, = x, = - - - = x, = 0. Entonces X tiene la forma

0,0,...,0,x,, b Xpps - -5 X,) =X 1€ T X8, e

Esto significa que £, genera N, de manera que v(F) = n — k = n — p(F) lo que completa
la prueba.

Nota. Se sabe que p(A) es igual al nimero de pivotes # la forma escalonada por renglones de
Ay es igual al numero de columnas de la forma escalonada por renglones de A4 que contienen
pivotes. Entonces, del teorema 7, v(4) = numero de columnas de la forma escalonada por ren-
glones de A que no contienen pivotes.

llustracion de que p(A) + v(A) = n

EJEMPLO 9

=

1 2 -1
Para A= ( ) ) 3] se calculd (en los ejemplos 1 y 3) que p(4) = 2 y v(A4) = 1; esto ilustra

que p(A4) + v(A4) = n(=3).

llustracion de que p(A) + v(A) = n

B Solucion

TEOREMA E

DEMOSTRACION

1 -1 3
Para A= 2 0 4| calculev(A).
-1 3 1

En el ejemplo 5 se encontrd que p(A4) = 2. Asi, v(4) = 3 — 2 = 1. El lector puede demostrar esto
-2
directamente resolviendo el sistema Ax = 0 para encontrar que N, = gen 1
|

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces 4 es invertible si y solo si p(A4) = n.

Por el teorema 1, A4 es invertible si y sélo si v(4) = 0. Pero por el teorema 7, p(4) = n —
v(A4). Asi, 4 esinvertible siy solo si p(4) = n —0 = n.
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Ahora se demostrara la aplicacion del concepto de rango, para determinar si un sistema de
ecuaciones lineales tiene soluciones o si es inconsistente. De nuevo, se considera el sistema de m
ecuaciones en # incognitas:

a,x, +a,x, +---+a,x =b

1n""n 1

A X, tayx, +-ta,x = bz

C))

a x +a x +--+a x =b
ml™'1 m2772 mn”"n m

lo que se escribe como Ax = b. Se utiliza el simbolo (A4, b) para denotar la matriz aumentada
dem X (n + 1) obtenida (como en la seccion 2.3) agregando el vector b a A.

El sistema Ax = b tiene cuando menos una solucién siy sélosib € C,. Esto ocurrira si
y solo si 4 y la matriz aumentada (A4, b) tienen el mismo rango.

Sie,c,,...,c sonlascolumnas de 4, entonces podemos escribir el sistema (9) como

Xe +xe+--+xe =b (10)
El sistema (10) tendra solucion si y solo si b se puede escribir como una combinacion
lineal de las columnas de A. Es decir, para tener una solucion debemos tener b € C,. Si
b e C,, entonces (4, b) tiene el mismo numero de columnas linealmente independientes
de A4 asi que 4 y (4, b) tienen el mismo rango. Sib ¢ C,, entonces p(4, b) = p(4) + 1y
el sistema no tiene soluciones. Esto completa la prueba.

Uso del teorema 9 para determinar si un sistema tiene soluciones

B Solucion

Determine si el sistema
2x, +4x, + 6x3 =18

4xl +5x, + 6x3 =24
2xl +7x, + 12x3 =40

tiene soluciones.

2 4 6 1 2 3
Sea A=[4 5 6 |. Laforma escalonada por renglonesde Aes [0 1 2[yp(4) =2.La
2 7 12 0 0 O
2 4 6 | 18
forma escalonada por renglones de la matriz aumentada (4, b) = 4 5 6 | 24 | es
123 |9 2 7 12 | 40
0 1 2 | 4 |, que tiene tres pivotes, por lo que p(4, b) = 3y el sistema no tiene solucion.
00 0 |1

Uso del teorema 9 para determinar si un sistema tiene soluciones

Determine si el sistema
X, —x,+ 2x3 =4
2)(1 +x, —3x, =-2
4x1 —x,+ x,= 6

tiene soluciones.
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B Solucion

TEOREMA m

Espacios vectoriales

1 -1 2
Sea 4=|2 1 =3|. Entoncesdet A =0 de manera que p(4) < 3. Como la primera columna
4 -1 1

no es un multiplo de la segunda, es evidente que las primeras dos columnas son linealmente
independientes; asi p(4) = 2. Para calcular p(A4, b) se reduce por renglones:

1 -1 2 | 4 1 -1 2 | 4
2 1 =3 | 2| —— |0 3 -7 | -10
4 -1 1 | 6 0 3 -7 | -10

Se ve que p(A4, b) = 2 y existe un numero infinito de soluciones para el sistema (si hubiera una
solucién unica se tendria det 4 # 0).

Los resultados de esta seccion permiten mejorar el teorema de resumen, visto por tltima
vez en la seccidn 4.5.

Teorema de resumen

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces las siguientes diez afirmaciones son equivalentes;
es decir, cada una implica a las otras nueve (si una se cumple, todas se cumplen).

i) A4 esinvertible.
ii) La unica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).
iii) Elsistema Ax = b tiene una solucién unica para cada n-vector b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad, 7 , de n X n.
V) A se puede expresar como el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.
vii) Las columnas (y renglones) de 4 son linealmente independientes.
viii) det 4 # 0.
ix) v(4) = 0.
x) p(A4) = n.

Mas aun, si una de ellas no se cumple, entonces para cada vector b e R”, el sistema Ax
= b no tiene solucion o tiene un nimero infinito de soluciones. Tiene un nimero infinito
de soluciones si y solo si p(A) = p(4, b).

AUTOEVALUACION

Elijja la opcion que complete correctamente los siguientes enunciados.

1 2 3 4
I. Elrangodelamatriz| 0 2 -1 5 |es
0 0 3 7

a) 1 b) 2 o3 d) 4
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VL.

VII.

La nulidad de la matriz en el problema 1 es

a) 1 b) 2 c)3 d) 4

Si una matriz de 5 X 7 tiene nulidad 2, entonces su rango es
a) 5 b) 3 c) 2 d) 7

¢) No se puede determinar sin mas informacion.

En el problema IV dim C, =
a) 1 b) 2 )3

VIIl. En el problema I dim R, =
a) 1 b) 2 ¢ 3 d) 4
Falso-verdadero
IX. En cualquier matrizdem X n, C, = R .

X. En cualquier matrizde m X n, C, = Im(A4).

Desarrollo de competencias 4.7

227

1 2
. El rango de la matriz | 2 —4 | es
3 6
a) 1 b) 2 )3
. La nulidad de la matriz en el problema IV es
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3
Si 4 es una matrizde 4 X 4 y det 4 = 0, entonces el valor maximo posible para p(A4)
es
a) 1 b) 2 03 d) 4

De los problemas 1 al 20 encuentre el rango y la nulidad de la matriz dada.

12 1 -1 2 1 -2
1. 2. 3.
3 4 3 1 0 2 —1
_ 1 -2
o (7132 5 e 6. 12 4
12 -6 -4 3 v '
-1 0 4 1 6
1 -1 2 -1 2 1 1 -1
7.13 1 4 8.2 -4 =2 9.0 1
5 -1 8 -3 6 3 1 0
1 =1 2 0 4 2 0 2 3
10. {0 1 4 11. [0 0 6 12. | -1
0 6 1 0 —1 2 4 7
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1 -1 2 3 -1 1 00 1 -1 2
0 1 0 1 - -1 01 2
13. 14. 0 ! 00 15.
1 01 0 0 0 -2 1 1 =2 5 4
0O 0 0 1 0 0 11 2 -1 1 -1
1 -1 2 3 -1 -1 0 0
D2 -4 =6 0 0 23 300
L A 18. [0 0 0
3 6 9 3 -1 0 4 006
0 0 1 1 2 3
19. |0 0 2 20. |0 O 4
1 2 4 0 0 6

De los problemas 21 al 27 encuentre una base para la imagen y el espacio nulo de la matriz
dada.

21. La matriz del problema 2 22. La matriz del problema 7
23. La matriz del problema 8 24. La matriz del problema 10
25. La matriz del problema 15 26. La matriz del problema 16

27. La matriz del problema 17

De los problemas 28 al 32 encuentre una base para el espacio generado por los conjuntos de
vectores dados.

1) (2) (-1
28. | 4|1, 3
2 (2] |-4

29. (1,-2,3),(2,—1,4),(3, —3,3),(2, 1, 0)
30. (1, =2, 1), (=1, =1, 4), (3, =3, 3), (0, 1, 0)
31. (17 _19 1> _1)’ (29 0> 07 1)a (49 _2: 2a 1), (7> _37 3’ _1)

1) (0 1) (0
o1 (1]1-2]12
32. ) 5 )
o111 -2112
1) {0 1) ({1

De los problemas 33 al 37 utilice el teorema 9 para determinar si el sistema dado tiene alguna
solucidn.

3. x, +x,— x,=7 4. x +x,— x,=7 35. x,+ x,=0
4xl—x2+5x3=4 4x, —x, +5x, =4 x, + x3=2
6x1+x2+3x3=20 6x, +x, +3x, =18 2x1—3x2=3

36. x, —2x,+ x,+ x,= 2 37. X, —2x,+ x,+ x,= 2
3x, +2x, —2x, =38 3x, +2x, —2x, =8
4, — x,— x,= 1 dx,— x,— x, =

1
5x, -|—3x3 - X, = -3 5x, +3x,— x,= 0
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38.

39.

40.

41.
42.

43.

*44,

45.

46.

47.
48.

49.

50.

Demuestre que el rango de una matriz diagonal es igual al nimero de componentes dife-
rentes de cero en la diagonal.

Sea A una matriz triangular inferior de n X n con ceros en la diagonal. Demuestre que
p(4) <n.

Demuestre que si 4 es una matriz de m X ny m < n, entonces a) p(4d) =my b) v(4) =
n—m.
Demuestre que para cualquier matriz 4, p(4) = p(A4").

Sean Ay Bmatricesde m X nyn X p, respectivamente. Demuestre que p(4B) = min (p(4),
p(B)).

Sea A una matriz de m X n 'y sean By C matrices invertibles de m X m'y n X n, respecti-
vamente. Pruebe que p(4) = p(BA) = p(AC). Es decir, si se multiplica una matriz por una
matriz invertible, el rango no cambia.

Sean A y B matrices de m X n. Demuestre que si p(4) = p(B), entonces existen matrices
invertibles C'y D tales que B = CAD.

Sea 4 una matriz de 5 X 7 con rango 5. Demuestre que el sistema lineal 4x = b tiene cuan-
do menos una solucioén para cada 5-vector b.

Suponga que cualesquiera k renglones de 4 son linealmente independientes mientras que
cualesquiera k& + 1 renglones de 4 son linealmente dependientes. Demuestre que p(4) = k.

Si B = CAD, donde Cy D son invertibles, demuestre que p(A4) = p(B).

Sea A una matriz de m X n. Suponga que para todo y e IR" existe una x € R" al que Ax =
y. Demuestre que p(4) = m.

Si A es una matriz de n X n, demuestre que p(A) < n si y s6lo si existe un vector x € R" tal
quex #0y Ax = 0.

Pruebe que el rango de una matriz es igual al numero de pivotes en su forma escalonada
por renglones [sugerencia: Demuestre que si la forma escalonada por renglones tiene k
pivotes, entonces dicha forma tiene exactamente k renglones linealmente independientes].

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

) II. a) . a IV. a) V. b) VL. ¢
VIL. a) VIl. ) IX. F X. V

MANEJO DE LA CALCULADORA

Existe una forma sencilla para determinar el rango, la imagen y el espacio de los ren-
glones de una matriz en la HP 50g, que consiste en encontrar la forma escalonada por
renglones (REF) o la forma escalonada por renglones reducidos (RREF) de la matriz.
Por ejemplo, suponga que se introduce la matriz

3
9

b
I
Y Bl
|\ I TN
S N W

|
—_
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Oprima la siguiente secuencia de teclas:

[] ww [l wn
XX 1ICsPe (3 )

G @D ED WD E>)

I I IR IGRT

A continuacion oprima el comando que calcula la forma escalonada por reglones de la
matriz que se encuentra en el primer renglén de la calculadora

ALPHA)|(ALPHA)|(C R)| E)(_ F)|(enter)|

El resultado es

1 3 4

REF(4)=|0 1 %

;|\1 Wlhs W

Es claro que p(4) = 3, R, = gen {(l, 3, 4,3), (0,1,11/6,4/3),(0,0,1,7/16)}; como p(A4) = 3,
A tiene tres columnas linealmente independientes, por lo que

C,=imagen4=gen |5, 9,9
1) {—1) 12

yud)=4—-3=1.

En los problemas 51 al 54 utilice una calculadora para encontrar el rango, la imagen, el
espacio generado y la nulidad de la matriz dada.

& 6 sla 63 s 037 048 —-0.70 -1.16
B 046 -039 2.09 0.83

51. | =35 51 =223 -207 -325 52.

257 —148 958 1067 1162 052 0.87 =157 104
- 0.67 035 029 -033

.0284 —-.0311 -.0207 .0431 .0615
-0511 -1216 -.1811 .0904 .0310

53. [ —.0965 —-4270 -5847 3574 2160
0795 .0905 .1604 —-.4730 .0305
—-0110 -3365 -4243 3101 .5210
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37 81 29 58 33 -19 102
—48 91 306 38 205 0 58
53 215 47 -11 38 423 99
-85 10 335 20 172 19 -160
-80 316 594 7 339 442 -119
=71l 46 -416 83 201 88 144

54.

m CAMBIO DE BASE

. .. (1) ._(0 .,
EnR? se expresaron vectores en términos de la base canénica i = (O) = ( 1]. En " se definié

la base canonica {e,, e,, ... e }. En P se definio la base estandar como {1, x, X% ..., x"}. Estas
bases se usan ampliamente por la sencillez que ofrecen a la hora de trabajar con ellas. Pero en
ocasiones ocurre que es mas conveniente alguna otra base. Existe un nimero infinito de bases
para elegir, ya que en un espacio vectorial de dimension n, cualesquiera n vectores, linealmente
independientes, forman una base. En esta seccion se vera como cambiar de una base a otra
mediante el calculo de cierta matriz. 1 0

Iniciaremos por un ejemplo sencillo. Sean u, =( ]y u, =( ) Entonces, B, = {u, u,} es

1 1
la base canénica en R°. Sean v, = ( ] yV,= [ 2). Como v, y v, son linealmente independientes

(porque v, no es un multiplo de v,), B, = {v,, v,} es una segunda base en R*. Sea x = [X‘J un

vector en R*. Esta notacion significa que

1 0
x=| "= X, + X, =xu, +xu,
X, 0 1

Es decir, x estd expresado en términos de los vectores de la base B,. Para hacer hincapié en este
hecho, se escribe
X
_ 1
(X)B1 _( J
x2

Como B, es otra base en I°, existen escalares ¢, y ¢, tales que
X =V, + oV, (1)

Una vez que se encuentran estos escalares, se puede escribir

C
(X)B7 ) ( | J
2 c,

para indicar que X esta ahora expresado en términos de los vectores en B,. Para encontrar los
numeros ¢, y ¢,, se escribe la base anterior (u; y u,) en términos de la nueva base (v, y v,). Es

sencillo verificar que
1y 2(1) 3(-1) 2 3
= = — —_— = — —_— 2
“1 [0) 5(3) 5( 2) 5T @

N

1 1
ng + sz
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es decir,
2 1
5 5
(w)B, = S0 Y (u,)B, = 1
s 5
Entonces, de (2)y (3)
\L 2 3 1 1
X=)Cllll'|')C2112=)CI ng—gvz +x2 gV1+gV2
2 1 3 1
= gx1+§x2 Vl+ —§x1+gx2 v,
Asi, de (1),
1
cl=§xl+gx2
1
cz=—§xl+§x2
o)
1 2 1
X t-x, - =
NS 5 5 _ 5 5%
0, =| |- =
c, 1 3 1 |\x,
—-—x +—-x, - =
5 55
) . 3
Por ejemplo, si (X)Blz 4 , entonces
21 2
5 50 3 5
X = =
R I (4) B
55 5
Verificacion:
2. B
2 13 2(1) 13(-1 5 5 3 1 0
—V,——V,=— -— = = =3 -4
5 5 5(3 502 §_2_6 —4 0 1
5 5
=3u, —4u,

La matriz 4= se denomina matriz de transicion de B, a B,, y se ha demostrado que

DlWw u| o
| = | —

(%), = A(X),, )

En la figura 4.4 se ilustran las dos bases ! R 0 y ! , - .
0 1 3 2

Es sencillo generalizar este ejemplo, sin embargo antes es necesario ampliar la notacién.
Sea B, = {u,u,...,u}yB, ={v,v,...,v} dosbases para un espacio vectorial real V' de
dimension n. Sea x € V. Entonces x se puede escribir en términos de ambas bases:

Xx=bu +bu,+bu 5)



Figura 4.4

3
a) Expresion de (_4) en

términos de la base

e )]

0
1

)

3
b) Expresion de [ J en
-4

términos de la base

|

1
3

)

-1
2

)
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0 1 I T
1
1
! 3
' T =2y, - By
: [—4] Lo
| 1 s
: 3
_ I 1
4u 2y 1 3 1 —EV _ 5
---------- ! 4=3ul—4u2 5027 |26
- 5
a) b)
y
X=cyV, tey,+cy, (6)
bl
. b, iy
donde las b, y ¢, son nimeros reales. De donde (x), = denota la representacion de x en
1
bﬂ
terminos de la base B,. Esto no es ambiguo porque los coeficientes b, en (5) son tnicos, segun el
cl
. c . .. ..
teorema 4.6.1. De igual manera, (x), =| ? | tiene un significado similar. Suponga
2
Cﬂ
quew, =au +au,+- --+auyw,=bu +bu + -+ bu. Entoncesw, +w, = (a, +

bpu, + (a, + b)u, + - - -+ (a, + b )u , de manera que
(w, + WZ)B| = (WI)B| + (WZ)B|

Es decir, en la nueva notacion se pueden sumar vectores igual que como se suman en R". Los
coeficientes de la “suma’ de vectores son las sumas de los coeficientes de los dos vectores indi-
viduales. Mas aun, es sencillo demostrar que

a(w), = (aw),

Ahora, como B, es una base, cada u; en B, se puede escribir como una combinacion lineal de las

v,. Asi, existe un conjunto unico de escalares a, dy, ..., 4,, talesqueparaj=1,2,...,n
u=ayv tav,t--+ay @)
o sea,
a

a,.
(), =| ®)
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DEFINICION n Matriz de transicion

La matriz 4 de n X n cuyas columnas estan dadas por (8) se denomina matriz de transi-
cion de la base B, a la base B,. Esto es,

11 12 13 1n
a a a a
21 22 23 2
A=\ 7 7 . )]
anl anz an3 o ann

(ul)gz (uz)Bz (u3)BZ o (un)Bz

Nota. Sise cambia el orden en el que se escriben los vectores de la base, entonces también debe
cambiarse el orden de las columnas en la matriz de transicion.

TEOREMA n Sean B, y B, bases para un espacio vectorial V. Sea A la matriz de transicién de B, a B,.
Entonces paratodox € V
(X)y, = AX),, (10)
DEMOSTRACION Se usa la representacion de x dada en (5) y (6):

=

de (5)

X=bu +bu +---+bu

n

de (7)

=b(a,Vv, tav,+ - +a,v)+b(ay +ay,+: - +a,v)
+---+b(ay +tay,+ -+ayv)

=(a,b, +anb, + -+ a,b)v, + (ayb, + ayb, + -+ a,b v,
+---+ (@b +a,b,+---+ahb)v

de (6)
=cv, Ty, + -ty 1€)
Asi de (11)
@, l ab+ a,b+--+ab
(x), = G = a21b1 + azzbz ot aann
B, ; : : :
cn anlbl + an2b2 ot annbn
11 12 1n b1
_| % agz @, blz = A(X)B 12)
a a b

nl 11 nn n
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Antes de dar mas ejemplos, se probara un teorema que es de suma utilidad para los calculos.

Sea A la matriz de transicion de B, a B,, entonces A~! es la matriz de transicion de B,
aB,.

Sea Cla matriz de transicién de B, a B,. Entonces de (10) se tiene

(X)p, = C(X)y, 13)
Pero (x),, = A(x), y sustituyendo esto en (13) se obtiene
(X), = CA(X), (14

Se deja como ejercicio (vea el problema 45 de la presente seccion) demostrar que (14) se
cumple para todo x en ¥ sdlo si CA = I. Por lo tanto, del teorema 3.4.7, C = A™', y el
teorema queda demostrado.

Observacion. Este teorema hace especialmente sencillo encontrar la matriz de transicion a par-
tir de una base canoénica B, = {e,, e,, ... e } en R" a cualquier otra base en R". Sea B, {v, v,,
..., V,} cualquier otra base. Sea C la matriz cuyas columnas son los vectores v,, v,, . . ., V,.

Entonces C es la matriz de transicion de B, a B, ya que cada vector v, esta expresado ya en tér-
minos de la base candnica. Por ejemplo,

1 1 0 0 0
3 3
= =10+31—20+40
-2 -2 0 0 1 0
4 4 0 0 0 1

By

Asi, la matriz de transicién de B, a B, es c

Procedimiento para encontrar la matriz de transicion de la base canénica a la base B, =
YV Voo V i}

i) Se escribe la matriz C cuyas columnas son v,, v,, ..., V..

n

ii) Se calcula C'. Esta es la matriz de transicion que se busca.

Nota. La matriz de transicion es Unica respecto al orden en que se escriben los vectores de la
base B,.

Expresion de vectores en I’ en términos de una nueva base

W Solucion

3 0 x
EnR’sea B, = {i,j, k} ysea B,=4|0[,|-1|,| 1|;.Six=|y| e K, escriba x en términos
0 {2 z
de los vectores en B,.
1 3 0
Primero se verifica que B, es una base. Esto es evidente ya que |0 -1 1| = 8 # 0. Como
1 0 0 2 0 2

u =|0[,u,=|1|yu,=|0|, deinmediato se ve que la matriz de transicién C, de B, a B, esta
0 0 1
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dada por
1 3 0
c=10 -1 1
2 0 =2

Asi, de acuerdo al teorema 2 la matriz de transiciéon 4 de B, a B, es

) 2 6 3
A=C“=g 2 2 -1
2 6 -1
1
Por ejemplo, si (x), = | -2 |, entonces
4
1
(20 (Y [ 2 ‘1‘
=2 2 -1||=2|==| 2= =
(s, =g 8 4
2 6 -1){ 4 ~14
7
4
Para verificar, observe que
1 3 0 1 1 0 0
1 1 7
—|0f+—|-1|-—=| l|=|-2|=1]0]|-2]1]|+4|0
4 4 4
2 0 =2 4 0 0 1

Expresion de polinomios en P, en términos de una nueva base

W Solucion

En P, la base canénica en B, = {1, x, x’}. Otra base es B, = {4x — 1, 2x* —x, 3x> +3}. Sip =
a, + a,x + a,x*, escriba p en términos de los polinomios en B,.

Primero verifique que B, es una base. Si ¢,(4x —1) + 62(2)62 —-x) + 03(3x2 + 3) = 0 para toda x,
entonces al reacomodar los términos se obtiene

(—¢, + 3c)l + (4e, — ¢,))x + 2c, + 3¢y x> =0

Pero como {1, x, x*} es un conjunto linealmente independiente, se debe tener

—c +3¢, =0
e, — ¢, =0
2¢, + 3¢, =0

-1 0 3

El determinante de este sistema homogéneoes | 4 —1 0| = 27+ 0, lo que significa que ¢, =

0 23

-1 0 3
¢, = ¢, =0eslaunicasolucion. Ahora (4x—1), =| 4|, 2x* - x), =[-1|y(3+ 3x2)Bl =(0]|.
0 2 3
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Asi,
-1
C=| 4 -1
0

[\ (=]
W O W

es la matriz de transicion de B, a B, de manera que

| -3 6 3
A=C"'=—|-12 3 12
8 2 1

S

0
es la matriz de transicion de B, a B,. Como (a, +a,x +a,x*), =| a, |, se tiene
1

a2

. -3 6 3)(aq,

(a, +ax+ azxz)BZ = >7 -12 -3 12| q,
8 2 1){aq

1
E[—3a0 + 6a, + 3a,]

1
= E[—l2a0 = 3a, +12a,]

1
E[&zO + 2a1 + a,]

Por ejemplo, si p(x) = 5x* —3x + 4, entonces

15
(e 3 ;Z
(5x* =3x+4), =—|-12 =3 12||-3|=| =
27 ¢ 2 1l s 27
31
27
o) verifique esto

5x* =3x+4= —£(4x— 1)+2(2x2 —x)+£(3x2 +3)
27 27 27

Conversion de una base a otra en R?

W Solucion

Sean B = {G], (_?)} y B, = {(i], (_i]} dos bases en %, Si (X),, = [l[jl j, exprese X en tér-
2

minos de los vectores de B,.

Este problema es un poco mas dificil porque ninguna de las dos bases es candnica. Deben ex-
presarse los vectores de B, como una combinacion lineal de los vectores en B,. Es decir, deben
encontrarse constantes a,,, a,,, d,,, a,, tales que

[ (o) > (e
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Lo que conduce a los siguientes sistemas:

2a, —5a, =3 2a,, —Sa,, =2
da, +3a, =1 Y 4a, +3a,=—1
Las soluciones son a,, = ! a, = > a, = ! ya, = > Entonces
n- % T T i T oY e T T
13 13 26 13

(14 1
A=—
261-10 -10

1
L(1a 18 |3g04b+e)
(X)B = =
>~ 26|10 -10){ 5,

10
—%(b] +b,)

en base candnica

7
Por ejemplo, x = (4); entonces

de manera que

41
7y 114 1)(3) | 2
4), 26(-10 -10)-1 20

26

Es decir, jverifique!

7 \_L 41(2) 20(-5
4) 26\4) 26| 3
Haciendo uso de la notacioén de esta seccion se puede deducir una manera conveniente

para determinar si un conjunto de vectores dado en cualquier espacio vectorial de dimension
finita es linealmente dependiente o independiente.

TEOREMA E Sea B, = {v, V,, ..

.,V } una base del espacio vectorial V" de dimension n. Suponga
que

11 a, 1n
a a a
2 2
(XI)Bl = .1 ’(XZ)BI = . ,-..,(X,,)B1 =|
a a

nl n2 @

nn
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DEMOSTRACION

B Solucion
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Sea
11 12 1n
A= a.21 a?Z a%n
anl an2 e ann
Entonces x,, X,, . . ., X, son linealmente independientes si y s6lo si det 4 # 0.
Seana, a,, ..., a lascolumnas de 4. Suponga que
cx,tex, - F+ex =0 s)

Después, si se emplea la suma definida anteriormente, se puede escribir (15) como
(ca, +ca,+---+ca), =(0), (1e6)

La ecuacién (16) da dos representaciones del vector cero en V en términos de los vecto-
res de la base B,. Como la representacion de un vector en términos de los vectores de la
base es unica (por el teorema 4.6.1) se concluye que

ca tca +---+ca =0 a7)
Donde el cero de la derecha es el vector cero en IR". Pero esto prueba el teorema ya que la

ecuacion (17) incluye a las columnas de 4, que son linealmente independientes si y sélo
sidet 4 # 0.

Determinacién de si tres polinomios en P, son linealmente

dependientes o independientes

En P,, determine si los polinomios 3 —x, 2 + x* y 4 + 5x —2x” son linealmente dependientes
o independientes.

3 2
Si se utiliza la base B, = {1, x, x’} se tiene (3 - x), =[-1[2+ xz)Bl =| 0],y +5x —2x),
4 32 4 0 1
= | 5| Entoncesdet A=|-1 0 5|= —23#0, con lo que los polinomios son indepen-
-2 01 =2
dientes.

Determinacion de si cuatro matrices de 2 X 2 son linealmente

dependientes o independientes

. . 1 2) (-1 3)(2 -1 1 4 .
En M,, determine si las matrices R s y son linealmente depen-
. o . 3 6 -1 1 0 1 4 9
dientes o independientes.



240 UNipaDp 4 Espacios vectoriales

B Solucion Utilizando la base estandar B, = {(1 0),(0 1}(0 OJ’(E ?J,} se obtiene

0 0oJlo 0){1 O
1 -1 21
2 -1 4
det A= =O
3 -1 0 4
6 1 9

de manera que las matrices son dependientes. Observe que det 4 = 0 porque el cuarto renglon
es la suma de los tres primeros. Ademas, observe que

1 2 -1 3 2 -1 1 4 00
-29 -7 + + 20 =
36 -1 1 0 1 4 9 00
lo que ilustra que las cuatro matrices son linealmente dependientes.

AUTOEVALUACION

Elija el inciso que complete correctamente los siguientes enunciados.

I. La matriz de transicion en I’ de la base ! , 0 a la base 2 , - es .
0)\1 3)\—4
2) 2 -3 5) 2 3 o -4 3 J) -4 -3
3 —4 3 —4 -3 2 3 2
2 -3 1 0
Il. La matriz de transicion en I de la base {(3} (_4}} a la base {(OJ’ (1)} es :
b) 2 3 ) -4 3 d) -4 3
-3 4 -3 2 3 2
lll. La matriz de transicién en P, de la base {1, x} a la base {2 + 3x, —4 + 5x} es

2 3 2 4 1(5 -3 1(5 4
& (—4 5) 4 [3 5) g 5[4 2] L Z[—3 2]

Desarrollo de competencias 4.8

En los problemas 1 al 7 escriba (xj e IR en términos de la base dada.

00 00 00 B

I CHT oo

X
De los problemas 8 al 14 escriba | y | € R?en términos de la base dada.

z
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0) (1 1)(0) (1 1) (1) (1 1) (-1} (0
8 00,11 9 0,11 10. (O[] 1|,|1 11 of,] 11],]1
1) 11 —-1)10) (1 0) {1 -1 0f\1
0)(0) (1 2) (-1 3 a)l (b c
12. (O [,|1},]1 13. | 1|,| 4],|-=2 14. [0 |,| d |,| e |,donde adf #0
1)1 3 5)\-4 o)lo)\f

De los problemas 15 al 17 escriba los polinomios a, + a,x + a,x* en P, en términos de la base
dada.

15. 1, x —1,x* -1 16. I,x+ 1, (x + 1)(x + 2) 17. x+ 1, x —1,x* —1

) (2 -1 o 11)(20 01)(0-=2
18. En M,, escriba la matriz 4 )0 términos de la base tollsillziollo 4

19. En P, exprese el polinomio 2x* —3x* + 5x — 6 en términos de la base polinomial 1, 1 + x, x
i e

5 2 1) (2 . .
20. En " suponga que (x), =( 1), donde B, = {(J, (3]} Escriba x en términos de la base

21. En P, exprese el polinomio 4x* —x + 5 en términos de la base polinomial 1, 1 —x, (I —x)’,
(1 —x)*.

2 1 0) (1
22. En R’ suponga que(x) —1|,donde B, = {| =1|,| 1]|,|0|;. Escriba x en términos de
4 0) -1/ 11
3 0
la base B, = 4|0, 1
0)\- 5

4 1) (—1
23. EnR?, (x) ( donde B, = {[ j, ( 1)} Escriba x en términos de la base

=00 |

24. En P, (x)B [ ] donde B, = {1 — x, 3x, x* —x —1}. Escriba x en términos de la base
x, 1 +x

, X + X7}

De los problemas 25 al 34 utilice el teorema 2 para determinar si el conjunto de vectores dado es
linealmente dependiente o independiente.

25. En P2 +3x +5x% 1 = 2x + X%, =1 + 6x°
26. En P 3+ 52— x+4x% 4+ 2x

27. EnP;2 +x, X +x+ 1
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28. Ean:x+4x2, 2 4+2x,2+ x+ 12x°
29. En Py —2 +4x —2x°,3 + x,6 + 8x
30. EnP:xX’ + Lx+1,x+2,x +4

31. EnPi 1+ 3% —1 = 3x + 43"+ 5x%, 2 4+ 5x — 6,4 + 6x + 3x° + 7x°

2 0 -3 2 1 0 11 2
32. En M,; R R ,
3 4 7 1 -1 3 -5 =5
1 -3)(1 4)(-1 6)(0 O
33. En M, , , ,
2 4 50 -1 3 30

0 h
34. En M ; “ R be , d e , § donde acfk # 0
0 o)Jlo oJ\f 0)\,; &k

35. En P seanp, p,, ...,p,,, h + 1 polinomios tales que p(0) = Oparai=1,2,...,n+ 1.
Demuestre que los polinomios son linealmente dependientes.

*[Caicuto]  36. En el problema 35, en lugar de p,(0) = 0, suponga que p” = Oparai=1,2,...,n+ ly
para algunaj con 1 =j = n, donde p” denota la j-ésima derivada de p,. Demuestre que los
polinomios son linealmente dependientes en P .

37. En M, sean A, A,, ..., A, ,mn matrices cuyas componentes en la posicion 1,1 son cero.
Demuestre que las matrices son linealmente dependientes.

*38. Suponga que los ejes x y y en el plano se rotan en sentido positivo (al contrario de las ma-
necillas del reloj) un angulo 6 (medido en radianes). Esto da nuevos ejes que se denotan por
(x", y"). ¢(Cuales son las coordenadas x, y de los vectores de la base i y j rotados?

39. Demuestre que la matriz del cambio de coordenadas en el problema 38 esta dada por

4= cos6 sen0
—sen® cos@)

-4
40. Sien los problemas 38 y 39, 6 = 7/6 = 30°, escriba el vector ( ] en términos de los nue-
vos ejes coordenados x" y . 3

41. Si 6 = 7/4 = 45°, escriba ( ) en términos de los nuevos ejes coordenados.

4
42. Si6 = 27/3 = 120°, escriba (5) en términos de los nuevos ejes coordenados.

43. Sea C = (¢,) una matriz invertible de n X ny sea B, = {v,v,, ..., V,} una base para el
espacio vectorial. Sea

cl 1 Cl 2 Cl n
C C C
= 21 = = 22 = 2n
¢ : c, 21 ¢, :
cnl B cn2 B cnn B,

Demuestre que B, = {¢, c,, ..., ¢, } es una base para V.

44. Sean B,y B, dos bases para el espacio vectorial ' de dimension 7y sea Cla matriz de tran-
sicion de B, a B,. Demuestre que C ™' es la matriz de transicion de B, a B,.
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45. Demuestre que (x) 5 = CA(x) 5, Para toda x en un espacio vectorial V'siy sélo si CA = [
[sugerencia: Sea x, el vector i en B,. Entonces (), tiene un uno en la posicién i y un cero

. 1

en otra parte. ;Qué puede decirse sobre CA(x)) Bl?]'

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

L. ¢ Il. a) . d)

EX] Bases orTONORMALES

EnR" se vio que n vectores linealmente independientes constituyen una base. La base candnica

E={e.e, ...e }eslademayor uso. Estos vectores tienen dos propiedades:
ij)e-e=0 SLiFj
ii)e -e =1
DEFINICION n Conjunto ortonormal en "

Se dice que un conjunto de vectores S = {u,, u
normal si

L, ..., u} enR" es un conjunto orto-

u-u =0 Sii#j (0))
u-u =1 2)

Si so6lo se satisface la ecuacion (1), se dice que el conjunto es ortogonal.

Como se trabajara ampliamente con el producto escalar en esta seccion, recordaremos
algunos hechos basicos (vea el teorema 3.2.1). Sin mencionarlos de nuevo en forma explicita, se
utilizaran en el resto de esta seccion.

Siw, vywestan en R" y & es un nimero real, entonces

urv=v-u ?3)
@+v) - w=u-w+v-w @)
u-(vEw=u-v+u-w 5)
(au) - v = a(u - v) (6)
u - (av) = a(u - v) ™)

Ahora se presenta otra definicion util.

DEFINICION E Longitud o norma de un vector

Siv e R", entonces la longitud o norma de v, denotada por |v|, estd dada por

M=yv-v ®
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EJEMPLO 1

Espacios vectoriales

. o ) ) o
Nota. Siv = (x|, X,,...,X,), entoncesv - v = XX, F et X Esto significa que

vv=0yv:-v=0 siysélosiv=10 9

De esta forma se puede obtener la raiz cuadrada en (8), y se tiene

V=4Vv-v=0 paratodav e R” (10)
v =0 siysélosiv=10 11)

La norma de un vector en P2

EJEMPLO 2

Seav = (x,y) € R?, entonces |v| = 4/ x* + y* cumple con la definicién usual de longitud de un
vector en el plano.

La norma de un vector en I3

EJEMPLO 3

(=

Seav = (x, y, z) € R’, entonces |v| = / x* + y* + z* como en la seccion 3.3.

La norma de un vector en I°

TEOREMA n

DEMOSTRACION

Seav = (2, —1,3,4, —6) € R°, entonces |v| = \/4+1+9+16+36=\/66.

Ahora puede establecerse otra vez la definicion 1:

Un conjunto de vectores es ortonormal si cualquier par de ellos es ortogonal y cada uno
tiene longitud 1.
|

Los conjuntos de vectores ortonormales son bastante sencillos de manejar. Se vera un
ejemplo de esta caracteristica en la unidad 5. Ahora se probara que cualquier conjunto finito
de vectores ortogonales diferentes de cero es linealmente independiente.

SiS={v,v,,...,V,} esunconjunto ortogonal de vectores diferentes de cero, entonces
S es linealmente independiente.

Suponga que ¢,v, + ¢,v, + - - - + ¢,v, = 0. Entonces, para cualquieri = 1,2, ...,k
0=0-v,=(cv,+c,v, +---+cVv,+---+¢V,)V,
=c, (v, v)tc, (vyv)Ft ot (v, v)+ -t (v, V)
2] 2
=¢ 04 @000k ¢, |v| +---+¢,0=c |V|
i i k i

Como v, # 0 por hipdtesis, |V,-|2 > 0y setiene ¢, = 0. Esto es cierto parai = 1,2, ..., k,
lo que completa la prueba.

Abhora se vera como cualquier base en R" se puede “convertir” en una base ortonormal. El
método descrito a continuacion se denomina proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt."

]
T Jorgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuario danés que estuvo muy interesado en la ciencia de la medida.
Erhardt Schimdt (1876-1959) fue un matematico aleman.
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TEOREMA E Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Sea H un subespacio de dimension 7 de R". Entonces H tiene una base ortonormal.’

DEMOSTRACION Sea S = {v,,v,,...,v, } una base de H. Se probari el teorema construyendo una base
= ortonormal a partir de los vectores en S. Antes de dar los pasos para esta construccion,
se observa el hecho sencillo de que un conjunto de vectores linealmente independiente
no contiene al vector cero (vea el problema 25).

Paso 1. Eleccion del primer vector unitario

Vl
Sea u = ﬂ 12)
v
1
Entonces
v v 1
—| [ v )=
u -u | | | > (v1 Vl) 1
\4 v, |V1|
De manera que |u,| = 1.
Paso 2. Eleccion de un segundo vector ortogonal a u,
. 2 u-v u-v
Se verifica que en R7, el vector w =u — ——v es ortogonal a v. En este caso ——V es
v v|

la proyeccion de u sobre v. Esto se ilustra en la figura 4.5.
Resulta que el vector w dado es ortogonal a v cuando w y v estan en IR” para cual-
. . . V-u
quier n = 2. Observe que como u, es un vector unitario, —-u, = (v-u,) u, para cual-
quier vector v. | 1|

Sea

V=V, — (v, "u)u 13)
entonces

viou=v,-u —(v,ru)(u-u)=v,-u —(v-u)l=0

de manera que v; es ortogonal a u,. Mas aun, por el teorema 1, u, y v, son linealmente in-

. vV, u
dependientes. v, # 0 porque de otra manera v, =(v,-u )u = %vl, lo que con-
v
1
tradice la independencia de v, y v,.
Paso 3. Eleccion de un segundo vector unitario
Sea
Vs
u, = (14)
V2

entonces es evidente que {u,, u,} es un conjunto ortonormal.
Suponga que se han construido los vectores u,, u,, . . . u, (k < m) y que forman un
conjunto ortonormal. Se mostrara como construir u, _ ,.

Paso 4. Continuacion del proceso
Sea

’

Vi1 = Yea — (Vk+l 'ul) UG = (Vk+l ’uz) W, == (Vk+1 'uk) u, 1s)

[
* Observe que H puede ser R en este teorema. Es decir, R” mismo tiene una base ortonormal.
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Figura 4.5

El vector w=u — u~2vv
M

es ortogonal a v.

EJEMPLO 4

Espacios vectoriales

Yy
A |
u —2 V=W
v
u
u-v
——V =proy _u
A\ 2 v
/ V|
> X
0
entonces parai=1,2,...,k

4

Vi W=V cu = (v cu)(upeu) = (v cu) (u, )

e () () = (v ) (8, W)
Perow - u; = 0sij#iyu, - u = 1. Porlo tanto,

2 el . — . =
Vi %W = Vi 2 W= Vi 2 UL 0

, , . . . . ,
Asi, {u,, u,, ...u, v, }esunconjunto linealmente independiente, ortogonal y v, ., # 0.

Paso 5

p— ! ’ .
Seau,,, =v,, /Iv,, | Entonces es claro que {u , u,,...,u,,u,_ } esun conjunto ortonor-
mal y se puede continuar de esta manera hasta que k£ +1 = m con lo que se completa
la prueba.

Nota. Como cada u, es una combinacion lineal de vectores v, gen {u,, u,, .
subespacio de gen {v,, v,,
son iguales.

.., u, }esun
..,V } ycomo cada espacio tiene dimension k, los espacios

Construccion de una base ortonormal en I3

B Solucion

Construya una base ortonormal en R* comenzando con la base {v., v, v.} = J| 1
12722 73

12 o)\

Se tiene |v,| = \/2_, entonces u, = 1/\/5 . Entonces

0
1 1
0 12 0 2 2
v =v2—(v2 ul)u1= 1 —% 1/\/5 =|1]- % = %
1 0 1 0 1

~1W6
= 1/\/8 . Continuando, se tiene

216

Como

’
V2

1
2
=V32,u, =213 %
1




W Solucion

vi=v,— (v, u)u, — (v, - wu,

1 12
“fol|-Llivz|-L
1

NG N

2l o

~1\6
16 |=
246
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Bases ortonormales

AN AN — N —

247

|
WIN W[ W

13

Por ultimo |v}| = J12/9 = 2/4/3 de manera que u3=£ ~2/3 |=| = 1//3 |. Asi, una base orto-
N2 (=16 ) (143 23) | W3

1/\/5 s 1/\/g , —1/\/3 . Este resultado debe verificarse.

0 2106 || 143

2/3

normal en I’ es

Una base ortonormal para un subespacio de R?

Encuentre una base ortonormal para el conjunto de vectores en R* que esta sobre el plano
x
T=9|y|:2x—y+3z=0;.

z

Como se vio en el ejemplo 4.6.3, una base para este subespacio de dos dimensiones

1 0 15
esv =|2| vy v,=|3|. Entonces |v1|=\/§y u1:V1/|v1|: 2/\/5 .
0 1 0

Continuando, se define

o ulS wia
— W u|

—6/J70
| 3170 |.
54070

Por tltimo, |[vj| = ¥70/25 =+70/5 de manera que u, = v/

’
v2

5
J70

— W Ln|o

145 ) (=670
2405 1, 34070
0 5//70

observa que 1) los vectores son ortogonales, 2) cada uno tiene longitud 1y 3) cada uno satisface
2x —y + 3z =0.

De esta forma, una base ortonormal es . Para verificar esta respuesta, se
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Enlafigura 4.6a se dibujaron los vectores v, v, y u,. Enla figura 4.6b se dibujaron los vectores

61 [_¢ 6

5 5 5

12 12 , , 3
|5 =|- 5 y se sumo a v, usando la regla del paralelogramo para obtener v, = 3|

0 0 1

Por ultimo, u, es un vector unitario a lo largo de v’.
Abhora se definira un nuevo tipo de matriz que sera muy util en los capitulos que siguen.

DEFINICION E Matriz ortogonal

Una matriz Q de n X n se llama ortogonal si Q es invertible y

0'=0 (16)

Figura 4.6

Los vectores u, y u, for-
man una base ortogonal
para el plano generado por

6
los vectores v, y v,. N
3
N 3
N
s
N
Observe que si Q' = @', entonces Q'Q = 1.
No es dificil construir matrices ortogonales, de acuerdo al siguiente teorema.
TEOREMA E La matriz Q de n X n es ortogonal si y solo si las columnas de Q forman una base orto-
normal para R".
L DEemOSTRACION Sea
11 12 In
D) 2 9y %
a,6 a, .. a,
Entonces
all aZl anl

S}

2n "7 nn
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Sea B = (b;) = Q'Q. Entonces

b =a, a,+a, a, +--+a,a =¢. ¢ a7

)

donde ¢, denota la i-ésima columna de Q. Si las columnas de Q son ortonormales, en-
tonces

_Jo sii#j
bij_{l sii=j (s)

Es decir, B = I. Inversamente, si ' = Q"' entonces B = I de manera que (18) se cumple
y (17) muestra que las columnas de Q son ortonormales. Esto completa la prueba.

Una matriz ortogonal

1N2) (1B (143

Del ejemplo 4, los vectores | 1/4/2 , 13 - 1/J/3| forman una base ortonormal en I,

0 W3] |13
N2 —1e 143

Asi, la matriz Q = 1N2 16 =13 es una matriz ortogonal. Para verificar esto se

0 216 1N3
observa que
N2 12 0 Y[1N2 —1le 1A
00=|-1\6 16 216 |[1N2 16 -113|=
13 <13 1B o 2nl6 1A

En la prueba del teorema 2 se definid v, = v, — (v, - u,)u,. Pero como se ha visto, (v, * u)u
5 2 2 2 1771 2 1771
= proy, Vv, (ya que |u,|* = 1). Ahora se ampliara este concepto de proyeccion sobre un vector a
1
proyeccion sobre un subespacio.

[
S = O
—_ o O

AUTOEVALUACION
Indique si las siguientes aseveraciones son falsas o verdaderas

I. El conjunto {(1, 1), (1, —1)} es un conjunto ortonormal en IR?.

V2 ) V272
lll. Toda base en " se puede convertir en una base ortonormal utilizando el proceso
de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

Il. El conjunto {(%, ! ],( I -1 ]} es un conjunto ortonormal en R?.
2

1 1
IV. La matriz [1 IJ es ortogonal.

12 1A2
1W2 —12

V. La matriz { ] es ortogonal.
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Elija el inciso que responda la siguiente pregunta

VI. ;Para cuales de las siguientes matrices Q"' es igual a Q"

16 , 1410 6/\/%]
& (3 —2) 310 2140

)1/\/5 6//40
C
3410 —2/440

Desarrollo de competencias 4.9

De los problemas 1 al 17 construya una base ortonormal para el espacio o subespacio vectorial

dado.
1. EnR?, comenzando con los vectores basicos G], (_ 11] .
2. H={(x,y) e R x +y =0}.
3. H={(x,y) e R*: x —y =0}.
4. H= {(x,y) e R*:ax + by = 0}.
5. EnR?, comenzando con (ZJ, (;J, donde ad — bc # 0.
6. m={(x,y,2):2x —y—z=0} 7. 7= {(x,y,2):3x — 2y + 6z =0}
8. m={(x,y,2) e R x+2y+32=0} 9. L={(x,y,z):xI2=yl3 =z/4}
10. L={(x,y,2):x=3t,y=—2t,z = t; t real}
11. L={(x,y,2)eRx=1ty=2t,z=-2tt e}
12. H={(x,y,z,w) e R*: 2x =y + 3z — w = 0}
13. 7 = {(x,y, z): ax + by + ¢z = 0}, donde abc # 0
14. L = {(x, y, z): xla = yb = zlc}, donde abc # 0
15. H = {(x,, X,, X3, X,, x5) € R’ 2x, — 3x, + x, + 4x, — x, = 0}
16. H = {(x,, X,, X;, X,, x;) € R’ x, + 2x, — 2x, — x, — x, = 0}
17. H es el espacio de soluciones de
x—3y+ z=0
—2x+2y—3z=0
4x —8y+5z=0
*18. Encuentre una base ortonormal en IR* que incluya los vectores

!
2
1/\/5 1
0 2
u, = y u, =
1 1/\/5 2 l
0 2
1
2

[Sugerencia: primero encuentre dos vectores v, yv, para completar la base.]
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W= WIN Wl

19. Demuestre que Q = es una matriz ortogonal.

Wl W= WM

WIN WIN W~

20. Demuestre que si Py Q son matrices ortogonales de n X n, entonces PQ es ortogonal.

21. Verifique el resultado del problema 20 con

. 12 —1A2 y oo 113 —+8/3
N2 12 NYE 1/3

22. Demuestre que si Q es una matriz ortogonal simétrica, entonces Q° = I.

23. Demuestre que si Q es ortogonal, entonces det Q = * 1.
sen cos t

es ortogonal.
cost —sent

24. Demuestre que para cualquier nimero real ¢, la matriz 4 = (

25. Sean u, y u, dos vectores ortonormales en IR". Demuestre que |u, — u,| = /2.
26. Siu,, u,, ..., u son ortonormales, demuestre que

w,+u,+ - +uf=luf+uf+ - +uf=n

b -b
27. Encuentre una condicidon sobre los numeros a y b tales que {(a]’ [ J} y {(a], ( J}
forman una base ortonormal en R”. b)\-a b a
28. Demuestre que cualquier base ortonormal en IR* es de una de las formas dadas en el pro-
blema 27.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION
. F . v n. v IV. F V. VvV VL. ¢)

m EsSPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Esta seccion utiliza los conocimientos sobre las propiedades elementales de los nimeros com-
plejos (unidad 1) y requiere alguna familiaridad con el material del primer afio de calculo.

En la seccién 3.2 se vio como se podian multiplicar dos vectores en IR” para obtener un
escalar. Este producto escalar se denomina también producto interno. Otros espacios vectoriales
tienen productos internos definidos. Antes de ofrecer una definicién general, se observa que en
" el producto interno de dos vectores es un escalar real. En otros espacios (vea el ejemplo 2 si-
guiente) el resultado del producto interno es un escalar complejo. Por lo tanto, para incluir todos
los casos, en la siguiente definicion se supone que el producto interno es un nimero complejo.

DEFINICION n Espacio con producto interno

Un espacio vectorial complejo ¥ se denomina espacio con producto interno si para cada
par ordenado de vectores u y v en ¥, existe un numero complejo unico (u, v), denomina-
do producto interno deu y v, tal que siu, vy westan en 'y @ e C, entonces
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i) (v,v)=0

ii) (v,v)=0siysolosiv=0
i) (u,v+w)=(u, v)+(u,w)
iv) (u+v,w)=(u, w)+(v,w)

V) (wv)=(v, w
vi) (ou, v)=o(u,v)

vii) (u, ov) = a(u, v)

La barra en las condiciones v) y vii) denota el conjugado complejo.

Nota. Si (u, v) es real, entonces (u, v) = (u, v) y se puede eliminar la barra en v).

Un producto interno en R"

EJEMPLO 2

" es un espacio con producto interno con (u, v) = u - v. Las condiciones iii)-vii) estan conteni-
das en el teorema 3.2.1. Las condiciones i) y ii) estan incluidas en el resultado 4.9.9.

Un producto interno en C"

EJEMPLO 3

Se definié un espacio vectorial en €" en el ejemplo 4.2.12. Sean X = (X}, X5, . .., X)) Yy = (V>
Yy -, y,)en €" (recuerde que esto significa que los elementos x, y y, son niimeros complejos).
Entonces se define

X, y)=x7, +tx,75+ - +x7 )

Para demostrar que la ecuacion (1) define un producto interno, se necesitan algunos hechos
sobre los nimeros complejos. Si el lector no esta familiarizado, consulte el apéndice 2. Para i),

— — — 2 2 2
(X, X)=xX +Xx,X, +++-+x X —|xl| +|x2| +~-+|xn|

Asi, i) y ii) satisfacen ya que |x | es un nimero real. Las condiciones iii) y iv) se deducen del hecho
dequez(z, + z,) = z,z, + z,z, para cualeisqulera numeros complejos Z,2,Y 2y La condicion v)
se deduce del hecho de que z;z, = Z,Z, y Z, = z, de manera que x, y, = x,y,. La condicion vi) es
obvia. Para vii) (u, av) = (av,u) = (av, u) = a(Vv, u) = a(u, v). Aqui se usaron vi) y v).

Producto interno de dos vectores en C3

EJEMPLO 4

EnC'seanx = (1 + i, —3,4 —=3i)yy = (2 —i, —i, 2 + i). Entonces

% Y)=(1+0)2—i)+(=3) (=) + (4=3)) 2+1)
=1+ R+H+(3)H+@-3)2-0)
=(1+3i)-3i+(5-10i)=6—-10i

Un producto interno en Cla, b]

Suponga que a < b; sea V = Cla, b] el espacio de las funciones de valores reales continuas en
el intervalo [a, b] y defina

(9= f g @
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Se vera que esto también es un producto interno."
h(f, )= bez (t) dt 2 0.Es un teorema basico del calculo quesi f € C[a, b], f 20sobre
[a, b] y J.b f (t) dt =0, entonces f = 0 sobre [, b]. Esto prueba i) y ii), iii)-vii) se deducen de los

hechos basicos sobre integrales definidas.
Nota. En Cla, b] se supone que los escalares son niimeros reales y que las funciones son de va-
lores reales, de manera que no nos preocupamos por los complejos conjugados; sin embargo, si

las funciones son de valores complejos, entonces de todas maneras se puede definir un producto
interno. Vea mas detalles en el problema 27.

El producto interno de dos funciones en C[0, 1]

DEFINICION E

Sea f(1) = e C[0, 1]y g(t) = (4 —1) e C[0, 1]. Entonces

"2 N L T _ 4_l3_ﬁ
(fo=]r@-na=] @& t)dt_(3 4)

L3

, 12

Sea 7 un espacio con producto interno y suponga que uy v estan en ¥/ Entonces
i) uy vson ortogonales si (u, v) = 0.

ii) La norma de u, denotada por |Ju||, esta dada por

[lull =/ (u, w) 3)

Nota 1. Aqui se usa la doble barra en lugar de una sola para evitar confusién con el valor
absoluto. Por ejemplo, en el ejemplo 7 ||sen 7|| denota la norma de sen ¢ como un “vector” en
C[0, 27r] mientras que |sen #| denota el valor absoluto de la funcién sen z.

Nota 2. La ecuacion (3) tiene sentido ya que (u, u) = 0.

Dos vectores ortogonales en C?

En € los vectores (3, —i) y (2, 6i) son ortogonales porque
(3= ), (2,60)) =3 -2 + (=) (6i) = 6 + (i) (~6i) = 6= 6 =0

ademds "(3,—1')“ =33+ (=) () =+10.

Dos funciones ortogonales en C[0, 2r]

En CJ0, 27r] las funciones sen ¢ y cos ¢ son ortogonales ya que

21 1 2 cos 2t |>*
(sent,cost)=‘[ sentcostdt=—J sen 2t dt = — =0
0 270 4 o

[
¥ Esta no es la Unica manera de definir un producto interno sobre C[a, b], pero es la mas comun.
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DEFINICION E

TEOREMA n
TEOREMA E
EJEMPLO 8

Espacios vectoriales

Ademas,

"sen t " vz

(sen ¢, sen ¢)

M or 1/2
= JO sen2tdt]

r 1/2
_ % [ =cos2r) dt]

_—l t_senZt 2"
2 2 )|,

=Vr

Si se observan las demostraciones de los teoremas 4.9.1 y 4.9.2, se ve que no se utilizé el hecho
de que V'=R". Los mismos teoremas se cumplen en cualquier espacio con producto interno V.
A continuacién se enumeran, por conveniencia, después de dar una definicion.

Conjunto ortonormal

El conjunto de vectores {v,, v,, ...,V } es un conjunto ortonormal en V' si

(v, vj) =0 parai#j )

Vil =y (v, v) =1 6))

Si solo (4) se cumple, se dice que el conjunto es ortogonal.

Cualquier conjunto finito de vectores ortogonales diferentes de cero en un espacio con
producto interno es linealmente independiente.

Cualquier conjunto finito linealmente independiente en un espacio con producto interno
se puede convertir en un conjunto ortonormal mediante el proceso de Gram-Schmidt.
En particular, cualquier espacio con producto interno tiene una base ortonormal.

Una base ortonormal P,[0, 1]

B Solucion

Construya una base ortonormal para P,[0,1].

Se comienza con la base estandar {1, x, x*}. Como P[0, 1] es un subespacio de C[0, 1], se puede

usar el producto interno del ejemplo 4. Como J.Ol 1>dx =1, se haceu, = 1. Después v, = v, —

1 1 ., 1 |
(v, u)u,. En este caso (v,, u,) = IO (x-Ddx= > Asi, v =x— 5 l=x- > Luego se calcula

172

o] [afe e 55
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Entonces u, —2\/7(x— j \/7(2x—1) Asi

’

Vi =V, = (Vi u)u, — (v, ),

. 1,
Se tiene (v, u)) = '[Ox dx=-y

W | —

(vs,u2)=ﬁj;x2 Q2x—T1)dv=+3 jol(zf —xz)dx=%
Asi,

) 1 3 1
V3=x2—§—?[\/§(2x—1):|=x2—x+g

_ Lj(x _x+_j }
S

’
3

_ 1

- .[o
.X'S x xz X

= _——— ———+—
5 2 9 6 36

6\/—

172
=20 4= x ——+—de}

12
11
0

Entonces u, = 6\/2(x2 —Xx +%j =\/§(6x2 — 6x + 1). Por tltimo, una base ortonormal es

(1, 32x = 1), 562> — 6x + 1)}

Un conjunto ortonormal infinito C[0, 277]

En C|0, 277] el conjunto infinito

1 1 1
sen Xx, cos Xx, sen 2x, cos 2x,.. sen nx, —— Cos Hx,...
{\Fzﬂ T T S e e }

es un conjunto ortonormal. Esto es cierto ya que si m # n, entonces

2r

2w 2
JO sen mx cos nx dx = JO sen mx sen nx dx = J.O cos mx cos nx dx =0

Para probar una de estas igualdades se observa que

27 1 p2r
_[0 sen mx cos nx dx = 5 IO [sen (m+n)x+sen(m— n)x} dx

2
=0

1| cos (m+n)x L cos (m—n)x ||*”
m+n m-—n

0

ya que cos x es periddica con periodo 27r. Se vio que ||sen x|| = \/; Ast, ||(1/\/;) sen x|| = 1.
Las otras igualdades se deducen de forma similar. Este ejemplo proporciona una situacion en la
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que tenemos un conjunto ortonormal infinito. De hecho, aunque esto esta mas alla del alcance
de este libro elemental, es cierto que algunas funciones en C[0, 27r] se pueden expresar como
combinaciones lineales de las funciones en S. Suponga que f' e C[0, 277]. Después, si se escribe
f como una combinacion lineal infinita de los vectores en S, se obtiene lo que se denomina la
representacion por series de Fourier de f.

AUTOEVALUACION
Complete las siguientes afirmaciones con el inciso correcto

I. En C[0, 1], (x, x°) =

1 1 ! :
a) — b) ~ 7 9 3 7%
) 3 ) 3 )3 ) i

Il. En C[0, 1], |l =
1 1 ! ! :
a) — b) - R D3 7%
)3 )3 )3 )3 ’s

M. En€ (1 +i,2-3i), Q2 —i,—1+2i) =
a) —7+2i b) 7+8i ¢) 4-3i d) 4+3i €) —2+5i
IV. En@ (1 +i,2—-3i)| =

a) —5-10i b) 15 ¢) 15 d) 7 e) V7

Desarrollo de competencias 4.10

*[CaLcuo]

1. Sea D, el conjunto de las matrices diagonales de n X n con componentes reales bajo las
operaciones usuales de matrices. Si A y Bestan en D , defina

(4,B)=a,b,, + a,b,,+---+a b

hn- nn
Pruebe que D, es un espacio con producto interno.
2. Si A € D,, demuestre que ||4|| = 1 siy sélo si @ +ad+rad =1
3. Encuentre una base ortonormal para D, .

2 0 -3 0
4. Encuentre una base ortonormal para D, comenzando con 4= 0 1 y B= o af

5. En € encuentre una base ortonormal comenzando con la base (1, i), (2 —i, 3 + 2i).
6. Encuentre una base ortonormal para P[0, 1].

7. Encuentre una base ortonormal para P,[—1, 1]. Los polinomios que se obtienen se deno-
minan polinomios normalizados de Legendre.

8. Encuentre una base ortonormal para P,[a, b], a < b.

9. Si A =(ay) es una matriz real de n X n, la traza de A, que se escribe tr 4, es la suma de las
componentes de la diagonal de A:tr 4 = a,, + a,, + -~ -+ a . En M _defina (4, B) = tr
(AB"). Demuestre que con este producto interno M es un espacio con producto interno.

nn

10. SiA € M, , demuestre que || 4’ = tr(44") es la suma de los cuadrados de los elementos de

A [nota: aqui ||4|| (4, A)”, utilice la notacion del problema 9].



11.
12.

13.

14.

15.

16.
*17.

*18.

*[Carcuto]

*[CaLcuo]

*22.

*23.

24.

25.

*26.

19.
20.

21.
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Encuentre una base ortonormal para M,,.

Se puede pensar en el plano complejo como en un espacio vectorial sobre los reales con
vectores basicos 1,i. Siz =a + ibyw = ¢ + id, defina (z, w) = ac + bd. Demuestre que
éste es un producto interno y que ||z|| es la longitud usual de un numero complejo.

Sean a, b y c tres nimeros reales distintos. Sean p y ¢ en P, y defina (p, q) = p(a)q(a) +
p(b)q(b) + p(c)g(o).

a) Demuestre que (p, ¢) es un producto interno en P,.

b) (Es (p, q¢) = p(a)q(a) + p(b)q(b) un producto interno?

EnE’, si x= (xlj yy= (y' J, sea (X, y): = x,p, + 3x, y,. Demuestre que (x, y) es un pro-

X, Vs
2
-3

EnRsea (x,y) = x,y, — X,0,. (Es éste un producto interno? Si no lo es ;jpor qué?

ducto interno en 2%

Con el producto interno del problema 14, calcule

*

Sea V un espacio con producto interno. Demuestre que |(u, v)| < [[ul| ||v|]. Esto se denomina
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Utilizando el resultado del problema 17, demuestre que [Ju + v|| = |[ul| + ||v]|. Esta se deno-
mina desigualdad del triangulo.

En P,[0, 1] sea H el subespacio generado por {1, x*}. Encuentre H*.

En C[—1, 1] sea H el subespacio generado por las funciones pares. Demuestre que H* con-
siste en las funciones impares [sugerencia: f es impar si f(—x) = —f(x) yes parsi f(—x) =
S

H = P,[0, 1] es un subespacio de P[0, 1]. Escriba el polinomio 1 + 2x + 3x* —x* como A(x)
+ p(x), donde h(x) € Hy p(x) € H".

Encuentre un polinomio de segundo grado que mejor se aproxime a sen Ex en el intervalo
[0, 1] en el sentido del error cuadratico medio.

Resuelva el problema 22 para la funcion cos gx.

Sea A una matriz de m X n con elementos complejos. Entonces la transpuesta conjugada de
A, denotada por A*, esta definida por (4%), = a,. Calcule A* si

1-2i 3+4i
A =
2i -6
Sea A una matriz invertible de n X n con elementos complejos. A4 se denomina unitaria si
A" = A*. Demuestre que la siguiente matriz es unitaria:
1 |
T - 5 + E
A= 2
1 |

V2202

Demuestre que una matriz de n X n con elementos complejos es unitaria si y solo si las
columnas de 4 constituyen una base ortonormal para C".
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*[Cacuto]  27. Se dice que una funcién f es de valores complejos sobre el intervalo (real) [a, b] si f(x) se
puede expresar como

S(x) = f,(x) + f5(x)i, x € [a, b]

donde f, y £, son funciones de valores reales. La funcién de valores complejos f'es continua
sif, yf, son continuas. Sea CVa, b] el conjunto de funciones de valores complejos que son
continuas en [a, b]. Para f'y gen CV]a, b], defina

b R
(fr2)=] 1 (x) () ax (15)
Demuestre que (15) define un producto interno en CV{a, b].

28. Demuestre que f(x) = sen x + i cos x y g(x) = sen x — i cos x son ortogonales en CV[0, 7r].
29. Calcule|jsen x + i cos x|| en CV[0, ).

RESUMEN

*  Un espacio vectorial real J es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con
dos operaciones denominadas suma (denotada por x + y) y multiplicacion por un escalar
(denotada por ax) que satisfacen los siguientes axiomas:

i) Six e Vyy e V,entoncesx +y e V (cerradura bajo la suma).
ii) Paratodox,yyzen V,(x +y)+z=x+(y +z) (ley asociativa de la suma de vectores).

iii) Existe un vector 0 € Vtal que paratodox € V,x +0 =0+ x =x (el 0 se llama
vector cero o idéntico aditivo).

iv) Si x e V, existe un vector —x en V tal que x + (—x) = 0 (—x se llama inverso
aditivo de x).

v) Sixyyestanen V, entoncesx +y =y + X (ley conmutativa de la suma de vecto-
res).

vi) Six € V'y a es un escalar, entonces ax € V (cerradura bajo la multiplicacion por
un escalar).

vii) Six yyestanen V'y « es un escalar, entonces a(x + y) = ax + ay (primera ley
distributiva).

viii) Six e VyayBsonescalares, entonces (a + B)x = ax + 8x (segunda ley distributiva).

ix) Six € V'y ay Bson escalares, entonces a(8x) = (aSX) (ley asociativa de la multi-

plicacion por escalares).
X) Paracadax e V, Ix =x
* ElespacioR" = {x,,x,,...,x}:x, e Rparai=1,2,...,nj}.
¢ Elespacio P, = {polinomios de grado menor que o igual a n}.
*  Elespacio Cla, b] = {funciones reales continuas en el intervalo [a, b]}.
* Elespacio M, = {matrices de m X n con coeficientes reales}.
* ElespacioC" = {(c;,¢c,,....c):c,e Cparai=1,2,...,n}. €denota el conjunto de ni-
meros complejos.

*  Un subespacio H de un espacio vectorial " es un subconjunto de ¥ que es en si un espacio vec-
torial.
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Un subespacio no vacio H de un espacio vectorial ¥ es un subespacio de V si las dos si-
guientes reglas se cumplen:

i) Six e Hyy € H,entoncesx +y € H.
ii) Six e H,entonces ax € H para cada escalar «.)

Un subespacio propio de un espacio vectorial V" es un subespacio de V diferente de {0} y
de V.

Una combinacién lineal de los vectores v,, v,, . . ., v, en un espacio vectorial V" es la suma de
la forma

v, tay,+- -t ay
donde ar}, av,, . . . , @, son escalares.
Se dice que los vectores v,, v,, . . ., v _en un espacio vectorial /" generan a J'si todo vector
en V' se puede expresar como una combinacion linealde v, v,, ..., v, .
El espacio generado por un conjunto de vectores v,, v,, . . ., v, en un espacio vectorial V" es el
conjunto de combinaciones linealesde v,, v,, ..., v,.
gen {v,,V,, ...,V } esun subespacio de V.

Dependencia e independencia lineal

Se dice que los vectores v, v,, . . ., v, en un espacio vectorial V" son linealmente dependientes
si existen escalares ¢, ¢,, . . . , ¢, no todos cero tales que

ey, tey,+ - +cev =0
Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente independientes.

Dos vectores en un espacio vectorial V' son linealmente dependientes si y solo si uno es
multiplo escalar del otro.

Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en IR" genera a R".

Un conjunto de n vectores en R™ es linealmente independiente si n > m.

Base

Un conjunto de vectores v, v,, . .., v, es una base para un espacio vectorial V'si
i) {v,,v,, ..., v} eslinealmente independiente.

ii) {v,v,...,v}generaal.

Todo conjunto de n vectores linealmente independiente en IR” es una base en R”.

La base canonica en IR” consiste en n vectores

Dimension

Si el espacio vectorial V tiene una base finita, entonces la dimension de J es el nimero de
vectores en cada base y V' se denomina un espacio vectorial de dimension finita. De otra
manera } se denomina espacio vectorial de dimension infinita. Si V= {0}, entonces se dice
que V tiene dimension cero.

La dimensién de V'se denota por dim V.
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Si H es un subespacio del espacio de dimension finita V, entonces dim H =< dim V.

Los tnicos subespacios propios de R* son los conjuntos de vectores que estan en una recta
o en un plano que pasa por el origen.

El espacio nulo de una matriz 4 de n X n es el subespacio de R" dado por
N,=1{x e R": Ax = 0}
La nulidad de una matriz 4 de n X n es la dimension de N, y se denota por v(A4).

Sea A una matriz de m X n. La imagen de A denotado por Im(A), es el subespacio de R"
dado por

Im(A4) = {y € R": Ax = y para alguna x € R"}
El rango de A, denotado por p(A), es la dimension de la imagen de 4.

El espacio de los renglones de A, denotado por R, es el espacio generado por los renglones
de 4 y es un subespacio de R".

El espacio de las columnas de 4, denotado por C, es el espacio generado por las columnas
de A y es un subespacio de R".

Si A es una matriz de m X n, entonces
C,=Im(4)ydim R, = dim C, = dim Im(4) = p(A4)
Mas aun,
p(A) + v(4) =n
El sistema Ax = b tiene al menos una solucioén si y soélo si p(A4) = p(A4, b), donde (A4, b) es
la matriz aumentada que se obtiene al agregar la columna del vector b a A.
Teorema de resumen
Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A4 esinvertible.
ii) La unica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucidn trivial (x = 0).
iii) El sistema Ax = b tiene una solucion Unica para cada n-vector b.
iv) 4 es equivalente por renglones a la matriz identidad, 7 , de n X n.
v) A se puede expresar como el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.
vii) Las columnas (y renglones) de 4 son linealmente independientes.
viii) det 4 # 0.

ix) v(4) = 0.
X) p(4) = n.
Sea B, = {u,u,,...,u}yB, ={v,v, ...,v } dosbases para el espacio vectorial V. Si
xe Vy
X=bu +bu, +---+bu =cv +cy,+- -+cy,
bl Cl
c
Entonces se escribe (x), =| 7| y (x), =| 7|
b c
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a,,
a,; . . e .
Suponga que (u)), = . Entonces la matriz de transicién de B, a B, es la matriz de
E 3
nXxXn
Y 11 12 In
A — a2] a22 a2n
anl anZ ann

Mas aun, (x), = A(X) ;.

Si A es la matriz de transicion de B, a B,, entonces A" es la matriz de transicion de B,aB,.
a,;
. az,- . . . .
Si (xj)Bl =| ' |paraj=1,2,...,n, entonces x,, X,, . . . , X, son linealmente independien-

a .
nj

tes si y solo si det 4 # 0, donde

a, a, - a,
A= Ay Ay Gy,
nl n2 ann
Los vectores u, u,, . . ., u, en R" forman un conjunto ortogonal siu, - u, = 0 para i # j. Si
ademas,u - u, = lparai=1,2,...,k, sedice que el conjunto es ortonormal.

172

[v| = |v * v|"* se llama longitud o norma de v.

Todo subespacio de R” tiene una base ortonormal. El proceso de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt se puede utilizar para construir tal base.

Una matriz ortogonal es una matriz Q invertible de n X n tal que Q' = Q".

Una matriz de n X n es ortogonal si y sélo si sus columnas forman una base ortonor-
mal para R".

Espacio con producto interno

El espacio vectorial complejo V se llama un espacio con producto interno si para cada par
de vectores u y v en V existe un numero complejo unico (u, v) denominado el producto in-
ternodeuyv, tal quesiu, vywestan en V'y a e C, entonces

i) (v,v) =0
ii) (v,v)=0siysolosiv=0
iii) (w, v+ w)=(u, v) + (u, w)
iv) (w+v,w)=(u, w)+(v,w)
V) (u,v) = (v, u)
vi) (0w, v)=o(u, v)
vii) (u, av)=a(u, v)
Producto interno en C"

Xy)=xy tx,y,+ - +xy
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Espacios vectoriales

* Sea V un espacio con producto interno y suponga que u'y v estan en V. Entonces
u y v son ortogonales si (u, v) = 0

* Lanorma de u, denotada por |Ju||, esta dada por

ul] = y/(u, w)

e Conjunto ortonormal

El conjunto de vectores {v, v,, ..., V,} €s un conjunto ortonormal en }'si

(V%) = 0

lIvil = \/(Vi’vi) =1

Si s6lo se cumple la primera condicion, entonces se dice que el conjunto es ortogonal.

parai#;j

COMPETENCIAS FINALES. UNIDAD 4

De los ejercicios 1 al 13 determine si el conjunto dado es un espacio vectorial. Si lo es, determi-
ne su dimension. Si es finita, encuentre una base para él.

1. Los vectores (x, y, z) en R® que satisfacen x + 2y — z = 0.

Los vectores (x, y, z) en R que satisfacen x + 2y — z < 0.

Los vectores (x, y, z) € R’ que satisfacen x + y + z < 0.

Los vectores (x, y, z, w) en R* que satisfacen x + y + z + w = 0.
Los vectores en R* que satisfacen x —2 =y + 3=z — 4.

Los vectores en R* que satisfacen x + 1 =y =2 =z + 3.

NS R WD

El conjunto de matrices triangulares superiores de n X n bajo las operaciones de suma de
matrices y multiplicacion por un escalar.

o

El conjunto de polinomios de grado = 5.
9. El conjunto de polinomios de grado menor o igual que 4.
10. El conjunto de polinomios de grado 5.

11. El conjunto de matrices de 3 X 2, 4 = (a;), con a,, = 0, bajo las operaciones de suma de
matrices y multiplicacion por un escalar.

12. El conjunto en el gjercicio 8, excepto a,, = 1.

13. Elconjunto S = {f e C[0, 2]: f(2) = 0}.

En los ejercicios 14 al 24 determine si el conjunto dado de vectores es linealmente dependiente

o independiente.
1) (0
16. )

“ () = ()

17. [-1{;{01;] 0 18. | -4 |;] 21;]1-10




19.

21.

1y (—=2)(0
1, 31,5
1){—-1)\1

EnP:1,2-x%3-x7x" - 8x
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20.

S O O
S O = O
S = O O
- o O O

22. En P 11,2+ x°,3-x,7x" - 8x

23. EnM,, :(

RN
S (T T

Usando determinantes, establezca si cada conjunto de vectores es linealmente dependiente
o independiente.

24,

25.

1 3) (-5
2) 14 6

De los ejercicios 26 al 33 encuentre una base para el espacio vectorial y determine su dimen-
sion.

26.
27.
29.
31.
32.

Los vectores en R* que estan en el plano 2x + 3y — 4z = 0.

H={(x,y):2x =3y =0}
veR' :3x—y—z+w=0}

28. H={(x,y);3x+2y=0}
30. {p € P,:p(0) =0}

El conjunto de matrices diagonales de 4 X 4.

M

32

33. M,

De los ejercicios 34 al 41 encuentre el espacio nulo, la imagen la nulidad y el rango de la matriz
dada.

1 -1 3 0 -3 6
34. A= ;_ﬂ 35. A=|2 0 4 36. A=|2 0 6
- 0 2 2 1 -1 4
-2 2 4 1 -1 1 2
37. A=|0 1 4 38. A= o 39.A=3 L
1 -1 0 I
1 -1 2 3
23 0 1 -1 0
40. A=|-1 2 41.A=1 2_33
4 6 -
2 -3 6

3 1 1 0

\ 2) (1) (-1 X
42. En’: x= 1; N 43. EnR’: x=| 4[;|0|,[1],]2
2 1 0 3

44. Ean:x=4+x2;1+x2,1+x,l
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1 0)(1 1)(1 0)(O0O 0}(0 1
45. En M,,: x= ; , s R
. 0 210 0){1 0)(1 1)10 1
31 I 1)(1 -1)({0 O 0 0
46. En M,,: x= ; > > )
01 0 0Jl0 0)\1 1 1 -1
De los ejercicios 47 al 50 encuentre una base ortonormal para el espacio vectorial dado.

2) (-1
47. R? comenzando con la base (3],( 4).

48. {(x,y,2) e R x-y—-z=0}
49. {(x,y,z2)eR:x=y=1z}



Unidad

TRANSFORMACIONES
LINEALES

[ COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Aplicar las transformaciones lineales y sus propiedades para representarlas mediante una ma-
triz de reflexion, dilatacidn, contraccidn y rotacion.

m DEFINICION Y EJEMPLOS

Figura 5.1

El vector (x, —y) es la
reflexion respecto al eje x
del vector (x, y).

El presente capitulo aborda una clase especial de funciones denominadas transformaciones li-
neales que ocurren con mucha frecuencia en el algebra lineal y otras ramas de las matematicas.
Estas tienen una gran variedad de aplicaciones importantes. Antes de definirlas, se estudiaran
dos ejemplos sencillos para ver lo que es posible realizar.

Reflexion respecto al eje x

En R? se define una funcién 7 mediante la férmula T(x]=( xJ. Geométricamente, 7 toma
Y -y

un vector en R? y lo refleja respecto al eje x. Esto se ilustra en la figura 5.1. Una vez que se ha
dado la definicién basica, se vera que 7 es una transformacion lineal de R* en IR°.

A ()

Y
=

T(x’y) = (xa _y)
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EJEMPLO 2

Transformaciones lineales

Transformacion de un vector de produccion en un vector de materia prima

Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos, de los cuales cada uno requiere tres
tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como P,, P,, P,y P,y a los materiales

por R, R,y R,. La tabla siguiente muestra el numero de unidades de cada materia prima que
se requieren para fabricar 1 unidad de cada producto.

Necesarios para producir
1 unidad de

P Py | Py P

Numero de R 5 ) 3 4
unidades 1

de. materia R, 4 ’ 2 1
prima

Surge una pregunta natural: si se produce cierto nimero de los cuatro productos, jcuantas
unidades de cada material se necesitan? Sean p,, p,, p, y p, €l nimero de articulos fabricados

de los cuatro productos y sean r, r, y r, el nimero de unidades necesario de los tres materiales.
Entonces se define

p
: r 21 3 4
p=|" r=|r A=|4 2 2 1
Ps " 331 2
P,
10
: 30 . . . .
Por ejemplo, suponga que p = 2| (Cuantas unidades de R, se necesitan para producir estos
50

numeros de unidades de los cuatro productos? De la tabla se tiene que

n=p-2+p,-1+p,-3+p,-4
=10-2+30-1+20-3+4 50-4 =310 unidades

De manera similar

r,=10-4+30-2+20 -2+ 50-1=190 unidades

7,=10-3+30-3+420-1+ 502 =240 unidades

En general se ve que

2 1 3 4\ (n
42 2 1||72]=],
331 2)| P
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Ap=r

Esto se puede ver de otra manera. Si a p se le conoce como el vector de produccién y a r como
el vector de materia prima, se define la funciéon 7 porr = T(p) = Ap. Esto es, T es la funcioén
que “transforma” el vector de produccion en el vector de materia prima y se hace mediante la
multiplicacion de matrices ordinaria. Como se vera, esta funcion es también una transforma-
cién lineal.

Antes de definir una transformacion lineal, hablaremos un poco sobre las funciones. En la
seccion 1.7 se escribid un sistema de ecuaciones como

Ax =Db

donde A4 es una matrizde m X n,x € R"yb e R". Se pidi6 encontrar x cuando 4 y b se cono-
cian. No obstante, esta ecuacion se puede ver de otra forma: suponga que A se conoce. Enton-
ces la ecuacion Ax = b “dice”: proporcione una x en IR" y yo le daré¢ una b en R"; es decir, 4
representa una funcion con dominio R” e imagen en R".

La funcion que se acaba de definir tiene las propiedades de que A(ax) = aAX si @ es un
escalary A(x +y) = Ax + Ay. Esta propiedad caracteriza las transformaciones lineales.

Transformacion lineal

Sean V'y W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal 7°de " en W es una
funcién que asigna a cada vector v € V un vector unico 7v e Wy que satisface, para
cadauyven Vycada escalar a,

Tu+v)y=Ta+ Tv (0))

T(av) = alyv Q)

TRES OBSERVACIONES SOBRE NOTACION

1. Seescribe T: V' — W para indicar que 7 toma el espacio vectorial real V'y lo lleva al espacio
vectorial real W; esto es, T es una funcidén con ¥ como su dominio y un subconjunto de W
como su imagen.

2. Se escriben indistintamente 7v y 7(v). Denotan lo mismo; las dos se leen “7"de v”. Esto es
analogo a la notacién funcional f(x), que se lee “f'de x”.

3. Gran parte de las definiciones y teoremas en este capitulo también se cumplen para los
espacios vectoriales complejos (espacios vectoriales en donde los escalares son nimeros
complejos). Sin embargo, a excepcion de la breve intervencion de la seccion 5.5, sélo se
manejaran espacios vectoriales reales y, por lo tanto, se eliminara la palabra “real” en el
analisis de los espacios vectoriales y las transformaciones lineales.

Las transformaciones lineales con frecuencia se denominan operadores lineales.
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EJEMPLO 3 Una transformacién lineal de I? en I

x+y -1
2
Sea T: R* — I’ definida por T(xj =| x — y |.Por ejemplo T[ 3} =| 5 |. Entonces

3y -9
x +x, +y +
X, X, X, +x, ! 2 TN T
T + =T N =l xtx, =y~
yl y2 yl y2 3y1+3y2
Xty x, T,
=Xy X,
3y1 3y2
Pero
x ) ntn) oo
X =) :T[yljy X, =0 _T(;]
3y1 ! ?)y2 2
Asi

De manera similar

ax +ay x+y
X ox X
Tl:a( ﬂ=T( jz ax—ay |[=a| x—y ZaT( j
y ay y

3ay 3y

Asi, T es una transformacion lineal.

EJEMPLO 4 La transformacién cero

Sean 'y W espacios vectoriales y defina 7: V' — W por Tv = 0 para todo v en ¥ Entonces
(v, +v,)=0=0+0=17v, + Tv,y T(av) = 0 = a0 = aTV. En este caso, T se denomina la
transformacion cero.

EJEMPLO 5 La transformacion identidad

Sea V un espacio vectorial y defina I: V— V por Iv = v para todo ven V. Aqui es obvio que / es
una transformacion lineal, la cual se denomina transformacion identidad u operador identidad.

EJEMPLO 6 Transformacion de reflexion

X

y
tricos, 7 toma un vector en R* y lo refleja respecto al eje y (vea la figura 5.2).

Sea T:R* - R* definida por T ( ] z( - ] Esfacil verificar que 7'es lineal. En términos geomé-
y



Figura 5.2

El vector (—x, y) es la
reflexion respecto al eje y
del vector (x, ).
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(x’y) (_xsy)

i

> x

Y
=

a) b)

Transformacion de R” — R™ dada por la multiplicacion por una matriz de m x n

EJEMPLO 8

Sea 4 una matriz de m X ny defina 7: R" — R" por 7x = Ax. Como A(X +y) = AX + Ay y
A(ax) = aAx si x y y estan en R", se observa que 7 es una transformacion lineal. Entonces:
toda matriz A de m X n se puede utilizar para definir una transformacion lineal de R" en R". En
la seccidn 5.3 se vera que se cumple el converso: toda transformacion lineal entre espacios vecto-
riales de dimension finita se puede representar por una matriz.

Transformacion de rotacion

Suponga que el vector v= [xj en el plano xy se rota un angulo 6 (medido en grados o radianes)
¥

. . . . , (X
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Llame a este nuevo vector rotado v’ = [ ,].
y

Entonces, como se ve en la figura 5.3, si r denota la longitud de v (que no cambia por la rota-
cion),

X =rcosa y =rsena

x =rcos(f +a) y =rsen(0+a)t
y
', ") A

r
0+a (x’y)
vl r
—
7T_a_0 9
o
> X
x' 0 X

Pero r cos (0 + a) = r cos O cos & — r sen 0 sen «, de manera que

x" =xcosf — ysen 6 3

=

' Esto se deduce de la definicion estandar de cos 6 y sen  como las coordenadas x y y de un punto en el circulo unitario.
Si (x, ¥) es un punto en el circulo de radio r con centro en el origen, entonces x = r cos @ y y = r sen ¢, donde ¢ es el
angulo que forma el vector (x, y) con el lado positivo del eje x.
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EJEMPLO 9

Transformaciones lineales

De manera similar, r sen (0 + a) = rsen 6 cos a + r cos 6 sen a, o sea

y' =Xxsenf + ycos 6 “@)
| ]
Sea
cosf —senf
A = 5
o (sen@ cos@j ©)

Entoncesde (3)y (4),seveque 4, [XJ = (x,] . La transformacion lineal 7: IR* — R* definida por
Y Yy

Tv = A, v, donde A, esta dado por (5), se llama transformacion de rotacién.

Transformacion de proyeccion ortogonal

Sea H un subespacio de R". La transformacion de proyeccion ortogonal P: V' — H se define por

Pv = proy, v 6)
Sea {u,, u,, ..., u} una base ortonormal para /1. Entonces de la definicion 4.9.4, se tiene
Pv=F-ulu + (v u)u, + -+ (v uu, (@)

Como (v, +Vv,)-u=yv,-u+v, uy(ay) u=av-u),seveque P es una transformacion
lineal.

Dos operadores de proyeccion

Figura 5.4

b) Proyeccion sobre el
plano xz:

(i

x x
Se define 7: I’ > R’ por T'| y |=| y | Entonces T es el operador de proyeccién que toma un
z 0

vector en el espacio de tres dimensiones y lo proyecta sobre el plano xy. De manera similar,
X x

T|y |=]| 0 |proyecta un vector en el espacio sobre el plano xz. Estas dos transformaciones se
z z

describen en la figura 5.4.

z z
\ 2 2 2
4 0 4
6 6 6
0 xz-plano
——
4
xy-plano 0
X X

a) b)
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Operador de transposicion

Defina 7: M, — M, por T(A) = A" Como (4 + B)' = A" + B'y (ad)' = aA’, se ve que T,
denominado operador de transposicion, es una transformacion lineal.

Operador integral

Sea J: C[0, 1] — K definida por Jf = [ f(x)dx. Como [ [£(x)+ g(o)ldx = [ f(x)dx +
J: gx)dxy '[Ol af(x)dx = aLl f(x) dx sifygson continuas, se ve que J es lineal. Por ejemplo,

J(x*)= % J se denomina operador integral.

Operador diferencial

ADVERTENCIA

Suponga que D: C'[0, 11— CJ0, 1] se define por Df = f". Como (f + g)' =f" + &'y (af)’
= af’ si f'y g son diferenciables, se ve que D es lineal. D se denomina operador diferencial.

No toda transformacion que parece lineal lo es en realidad. Por ejemplo, defina 7: R — R
por Tx = 2x + 3. Entonces la grafica de {(x, Tx): x € I} es una linea recta en el plano xy;
pero T no es lineal porque T'(x + y) =2(x + y) +3=2x+2y + 3y Tx + Ty = 2x + 3) +
(2y + 3) = 2x + 2y + 6. Las unicas transformaciones lineales de R en IR son funciones de la
forma f(x) = mx para algun numero real m. Asi, entre todas las funciones cuyas graficas son
rectas, las unicas que son lineales son aquellas que pasan por el origen. En algebra y calculo
una funcion lineal con dominio IR esta definida como una funcién que tiene la forma f(x) =
mx + b. Asi, se puede decir que una funcion lineal es una transformacion de R en R si y s6lo
si b (la ordenada al origen) es cero.

Una transformacion que no es lineal

Suponga que T: C[0, 1] — R esta definida por 7'f = f(0) + 1. Entonces 7 no es lineal. Para ver
esto se calcula

T(f+e=(+9+1=/(0) +g0) +1
Tf+ Tg=[f(0) + 1]+ [g(0) + 1] =f(0) + g(0) + 2

Esto proporciona otro ejemplo de una transformacion que puede parecer lineal pero que, de
hecho, no lo es.

AUTOEVALUACION

Falso-verdadero
I. Si T es una transformacion lineal, entonces 7(3x) = 37x.
Il. Si T es una transformacion lineal, entonces 7(x + y) = 7x + Ty.
lll. Si T es una transformacion lineal, entonces 7(xy) = 7x7Y.
IV. Si A esuna matriz de 4 X 5, entonces 7x = AX es una transformacion lineal de R* en I2°.

V. Si 4 es una matriz de 4 X 5, entonces 7x = Ax es una transformacion lineal de I2° en IR*.
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Transformaciones lineales

Desarrollo de competencias 5.1

De los problemas 1 al 38 determine si la transformacioén de ¥ en W dada es lineal.

1.

11.

13.

15.

17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

, 1
748 SHN S I 2 TR LRAT| = J
y) \0 y) \y
x
0
TR:S0:T| = 4. TR SR;T|y|= x]
y X y
z
0
TR SR:T|y|= 6. TR SRLT|y|= ZJ
y x
z z

1 2
'R SR:T|y =[ j 8. "R 5> R T(sz(xzj
2 z Y y
x x2 x y
T"RPSRLET| T = 10. "R S RE T | =
y y Yy X
+
TR:SRL T =[x y] 12. TR RS T xJny
y xX—y y
X, X
T"R"->Kk; T x.z =x +x,++x 14 T"R"5> R, T x.z =|x2|
Xn xn
x x
+
TR->R;T(x)=|" 16. TR SRL T =(x Z]
: z y+w
x w

w

"M —M

nn nn’

T(A) = AB, donde B es una matriz fijaden X n
T-M, — M, T(A) = A'A
T: an - an;

T-M _ — M ;T(A) = BA,donde B es una matriz fija de ¢ X m

mn qn

T(A) = AB, donde B es una matriz fijaden X p

1D, — D ; T(D) = Dz(Dn es el conjunto de matrices diagonales de n X n)
"D, —-D;TD)=I1+D
T:P,— P; T(a, + ax + a,x’) = a, + a,x

T:P,— P; T(a, + a,x + a,X’) = a, + a,x



26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

34.
3s.

36.

37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.
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TR’ > P;Tabc)=(a+b)+(c+d)x
T'R—>P;Ta=a+ax+ax’+ - +ax"

T: P, P T(p(v) = [p0)F

T: P, P T(p(x)) = p(x) + [p(x)F

T: C[0, 1] = C[0. 1 T/ (x) = f*(x)

T: C[0,1]— C[0, 1]; Tf(x) = f(x) + 1

T: C[0, 1]— C[0, 1]; Tf(x) = xf(x)

T:C[0, 1] >R, Tf = jolf(x)g(x) dx, donde g es una funcion fija en CJ0, 1]
T: C'[0, 11— C[0, 1]; Tf = (fg)’, donde g es una funcién fijaen C'[0, 1]
T: C[0, 1] > C[L 21 Tf(x) = f(x = 1)

T: C[0, 1] > K Yfzf(%j

T C[0, 1] > C[0, 1]; TF(x) = £(1) + /()
"M, —R; T(A) = det 4
Sea T: R* — R* dado por T(x, y) = (—x, —y). Describa T geométricamente.

1 4

. . 1 0
Sea T una transformacion lineal de R — R’ tal que T[ jz 2 yT( ]z 0.
Encuentre: 0 3 1

)5 o)

En el ejemplo 8:

a) Encuentre la matriz de rotacion A, cuando 6 = /6.

=3 . , ., .
b) ;Qué le ocurre al vector [ 4] si se le rota un angulo de 7/6 en la direccion contraria a
las manecillas del reloj?

cos@ —senf O

Sea 4, =|sen@® cos@ 0. Describa geométricamente la transformacion lineal 7
0 0 1

R’ — R’dada por 7x = A4,x.
cos@ 0 —senf

Conteste las preguntas del problema 42 para 4,=| 0 1 0
sen8 0 cos6

Suponga que en un espacio vectorial real V, T'satisface T(x +y) = Tx — Ty y T(ax) = aTx
para a = 0. Demuestre que 7 es lineal.
Encuentre una transformacion lineal 7: M,, — M,,.

Si T es una transformacion lineal de ¥ en W, demuestre que 7(x —y) = Tx — Ty.
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47.

48.

*49.

50.

51.

Si T es una transformacion lineal de Ven W, demuestre que 770 = 0. ;Son estos dos vec-
tores cero el mismo?

Sea V un espacio con producto interno y sea u, € V fijo. Suponga que 7: V'— R (o €) esta
definido por 7v = (v, u;). Demuestre que 7 es lineal.

Demuestre que si ¥ es un espacio vectorial complejo con producto internoy 7: V' — € esta
definido por 7v = (u,, v) para un vector fijo u, € V, entonces 7 no es lineal.

Sea Vun espacio con producto interno con el subespacio de dimension finita . Sea {u,,
u,,...,u,} una base para H. Demuestre que 7: V' — H definida por 7v = (v, u))u, + (v, u,)

u, + - - + (v, u,)u, es una transformacion lineal.

Sean V'y W dos espacios vectoriales. Denote por L(V, W) el conjunto de transformaciones
linealesde Ven W. Si T,y T, estanen L(V, W), defina oT,y T, + T, por (aT,)v = a(Tv)
y (T, + T,)v = T\v + T,v. Pruebe que L(V, W) es un espacio vectorial.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION
.V . v . F IV. F V.V

m PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES: IMAGEN Y NUCLEO

=

En esta seccion se desarrollan algunas propiedades basicas de las transformaciones lineales.

TEOREMA n

DEMOSTRACION

Sea T: V' — W una transformacion lineal. Entonces para todos los vectoresu, v, v,,

Vy, ...,V en Vytodoslosescalares a, a,, . . ., @ :

i) 7(00)=0

ii) Tw—v)=Tu—Tv

i) T(ayv, + oy, +...+ayv)=alv, +alv,+...+alv,
Nota. En la parte i) el 0 de la izquierda es el vector cero en V; mientras que el 0 de la
derecha es el vector cero en W,

i) 7(0) = T(0 + 0) = 7(0) + T(0). Asi,

0=70)—T70)=170)+ T0)—T(0)=T(0)
i) Tw@—v)=Tu+ (—1)y]=Tu+ T[(—1)v]=Tu+ (=1)Tv=Tuau— Tv.

iii) Esta parte se prueba por induccion (vea el apéndice 1). Para n = 2 se tiene T'(a,v,
+ av,) = T(av,) + T(a,v,) = o,TV, + a,T'v,. Asi, la ecuacion (1) se cumple para
n = 2. Se supone que se cumple para n = k y se prueba para n = k + 1: T(av,
+ayv,+. . +aytao . v,,)=T(v+ay,+ .. +av)+T(a, v, )Y
usando la ecuacion en la parte iii) para n = k, esto esigual a (o, TV, + a, TV, +.. .+
a,Tv)+a, , Tv, ,, queeslo que se queria demostrar. Esto completa la prueba.

Observacion. 1os incisos i) y ii) del teorema 1 son casos especiales del inciso iii).

Un dato importante sobre las transformaciones lineales es que estan completamente deter-

minadas por el efecto sobre los vectores de la base.
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Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base B = {v,, v,, ...,V }. Sean w,,
W,, ..., W, vectores en W. Suponga que 7,y T, son dos transformaciones lineales de V'
en Wtalesque T)v,= T,v,= w,parai = 1,2, ..., n. Entonces para cualquier vector v e
V,Tyv = Ty;esdecir T, = T,.

Como B es una base para V, existe un conjunto tnico de escalares «,,
quev =ayVv, + ay, + - + a,v,. Entonces, del inciso iii) del teorema 1,

b - -, 0 tales
Tv=T(ayv, +toy,+ -+av)=alyv +alyv,+ - +aly,
=aw taw,+ - +aw

De manera similar
Ty=T(ay, tay,+ -F+av)=aly +a,ly+ -+aly
= oW, + a,W, SO aw,

Por lo tanto, T\v = T)y.

El teorema 2 indica que si T: V' — W'y V tiene dimension finita, entonces solo es necesario
conocer el efecto que tiene 7" sobre los vectores de la base en V. Esto es, si se conoce la imagen
de cada vector basico, se puede determinar la imagen de cualquier vector en V. Esto determina
T por completo. Para ver esto, sean V,V, ...,V Una base en V'y sea v otro vector en V. Enton-
ces, igual que en la prueba del teorema 2,

Iv=aTlv,+taTv,+ - +alv

Asi, se puede calcular 7'v para cualquier vector v e Vsise conocen 7v, T'v,,..., Tv,.

Si se conoce el efecto de una transformacion lineal sobre los vectores de la base,

W Solucion

se conoce el efecto sobre cualquier otro vector

1 0
Sea T una transformacion lineal de IR* en R* y suponga que T| 0 :[i} T :(_ﬂ y
0 5 3 ’ "
Tl0 :[ 3). Calcule T| —4 |.
1 5

3 1 0 0
Setiene| —4 |=3{0|—4|1|+5/0].
0 1

5 0
Entonces
3 1 0 0
T|—4 |=3T|0|—4T|1|+5T|0
5 0 0 1

AP
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TEOREMA E

DEMOSTRACION

(=

EJEMPLO 2

Transformaciones lineales

Surge otra pregunta: siw,, w,, . . . , W_son n vectores en W, jexiste una transformacion lineal
T'talque Tv, = w, parai=1,2,...,n? La respuesta es si, como lo muestra el siguiente teorema.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base B = {v,v,, ...,V }. Sea Wun
espacio vectorial que contiene los vectores w , W,, . . . , W . Entonces existe una transfor-
macioén lineal Gnica T: V' — Wtal que Tv, = w,parai=1,2,...,n.

Se define la funcién 7" como sigue:
i) Tv,=w,

ii) Siv=ayv, +a,y,+ -+ ay, entonces

Iv=aw taw,+ - +aw 1)

n - n

Como B es una base para V, T esta definida para todo v € V; y como W es un espacio
vectorial, 7v e W. Entonces sélo falta demostrar que 7" es lineal; lo que se deduce direc-
tamente de la ecuacion (1). Siu = av, + a,v, + -+ av, yv=06yv, + By, + -+
B,y,, entonces:
T(u+v) =T[(a, +B)V, + (a, + BV, + -+ (a, +B,)V,]

=(a, +B)W, +(a, +B)W, + -+ (a, +B)W,

=(aw, taw,+ --+aw)+(Bw +EwW,+ - +BW)

=Tu+Tv

De manera similar, 7'(av) = aT'v, asi que T es lineal. La unicidad de 7 se obtiene del
teorema 2 y la prueba queda completa.

Observacion. En los teoremas 2y 3 los vectores w,, W,, . . ., W _no tienen que ser independientes
y, de hecho, ni siquiera tienen que ser distintos. Mas atin, se hace hincapié en que los teoremas
se cumplen si V es cualquier espacio vectorial de dimension finita, no sélo R". Observe también
que la dimension de W no tiene que ser finita.

Definiciéon de una transformacion lineal de R? en un subespacio de I*

B Solucion

Encuentre una transformacion lineal de R? en el plano

W= 1 2x—y+3z=0

N R

Del ejemplo 4.6.3, se sabe que W es un subespacio de dos dimensiones de R* con vectores
1 0 . 0
basicos w, =| 2 | y w, =| 3 |. Utilizando la base estandar en *, v, = (Oj yv,= ( IJ’ se define

0 1

0
la transformacion lineal 7 por T[(l)] =12y T((l)) =13
0 1
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Entonces, como lo muestra el analisis que sigue al teorema 2, 7" esta completamente determi-
nada. Por ejemplo,

1 0 5
5 1 0 1 0
T[ ]=T{5[ )—7( ﬂ:ST( )—7T[ j=5 21=7/3|=|-11
=7 0 1 0 1
0 1 =7
De manera mas general,
X
T[x]= 2x+3y
y
y

Ahora se daran dos definiciones importantes en la teoria de transformaciones lineales.

DEFINICION n Nucleo e imagen de una transformacion lineal

Sean V'y W dos espacios vectoriales y sea 7: V'— W una transformacion lineal. Entonces

i) Elnacleo de 7, denotado por nu 7, esta dado por

n7={ve V:Tv=0} 2)

ii) Laimagen de 7, denotado por Im T, esta dado por

ImT={we W:w = Tvparaalgunave V} A3

Observacion 1. Observe que nu 7' es no vacio porque, de acuerdo al teorema 1, 7(0) = 0 de
manera que 0 € nu 7 para cualquier transformacioén lineal 7. Se tiene interés en encontrar otros
vectores en } que “se transformen en 0”. De nuevo, observe que cuando escribimos 7(0) = 0,
el 0 de la izquierda esta en V'y el de la derecha en W.

Observacion 2. Laimagen de T es simplemente el conjunto de “imagenes” de los vectores en V'

= IMAGEN  bajo la transformacion T. De hecho, si w = Tv, se dice que w es la imagen de v bajo T

Antes de dar ejemplos de ntcleos e imagenes, se demostrara un teorema de gran utilidad.

TEOREMA n Si T: V— W es una transformacion lineal, entonces

i) nu 7 es un subespacio de V.

i) Im T es un subespacio de W.

L DEMOSTRACION i) Seanuyvennu 7T;entonces T(w+v) =Tu+Tv=0+0=0y T(au) = aTx =
a0 = 0 de forma que u + vy au estan en nu 7.

ii) Sean wy x en Im T. Entonces w = Tuy x = T'v para dos vectoresu y v en V. Esto
significa que 7(u + v) = 7Tu + 7v =w + x y T(au) = aTu = aw. Por lo tanto,
w + Xy aw estan en Im T.
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EJEMPLO 3

Transformaciones lineales

Nucleo e imagen de la transformacion cero

EJEMPLO 4

Sea Tv = 0 para todo v e V(T es la transformacion cero). Entoncesnu 7= VelIm T = {0}.

Nucleo e imagen de la transformacion identidad

EJEMPLO 5

Sea T'v = v paratodove V(T eslatransformacion identidad). Entoncesnu 7= {0} e Im T = V.

Las transformaciones cero e identidad proporcionan dos extremos. En la primera todo se
encuentra en el nucleo. En la segunda sélo el vector cero se encuentra en el nucleo. Los casos
intermedios son mas interesantes.

Nucleo e imagen de un operador de proyeccion

DEFINICION E

EJEMPLO 6

x) [x
Sea T: R’ — I’ definida por T'| y |=| y |.
0

z
Esto es (vea el ejemplo 5.1.10), T es el operador de proyeccion de R* en el plano xy.

X b 0
SiT| y|=|y|=0=|0 |,entoncesx =y =0.Asi,nu T = {(x,y,z): x =y =0, ze R}, es decir,
z 0

elejez,eIm T = {(x, y, z): z = 0}, es decir, el plano xy. Observe que dim nu 7= 1 y dim
ImT=2.

Nulidad y rango de una transformacion lineal

Si T es una transformacion lineal de V" en W, entonces se define

Nulidad de 7= v»(7") dimnu T’ “)
Rangode 7= p(T) = dim Im T Q)

Observacion. En la seccion 4.7 se definieron el rango, la imagen, el espacio nulo y la nulidad
de una matriz. Segun el ejemplo 5.1.7, toda matriz A de m X n da lugar a una transformacion
lineal 7: R" — R" definida por Tx = 4x. Esevidentequenu 7’= N, ImT=Im A4 = C, »(T)
=v(A)y p(T) = p(A). Entonces se ve que las definiciones de nicleo, imagen, nulidad y rango de
una transformacion lineal son extensiones del espacio nulo, la imagen, la nulidad y el rango
de una matriz.

Nucleo e imagen de un operador traspuesto

Sea V=M ydefinaT-M_ — M por T(A) = A" (vea el ejemplo 5.1.11). Si TA = A" = 0,

mn mn nm

entonces A’ es la matriz cero de n X m por lo que A4 es la matriz cero de m X n. Asi, nu T' = {0}
yesclaro que Im 7= M Esto significa que »(T) = 0y p(T) = nm.
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Nucleo e imagen de una transformacién de P, en P,

EJEMPLO 8

Defina 7: P,— P,por T(p) = T (a, + a,x + a,x’ + a,x’) = a, + a,x + a,x’. Entonces si 7(p) =
0,a,+ax+ a2x2 = 0 para toda x, lo que implica que ¢, = a, = ca, = 0. Asinu T'= {pe P
p(x) =a3x3} elmT=P,v(I)=1yp(T)=3.

1

Nucleo e imagen de un operador integral

Sea V' = CJ0, 1] y defina J: C[0, 1]: — R por Jf = Jolf(x) dx (vea el ejemplo 5.1.12).
Entonces nu J ={f e ([0, 1]: ‘[01 f(x)dx=0}. Sea @ un numero real. Entonces la funcion
constante f(x) = a para x € [0, 1]: estda en C[0, 1]y Jola dx =ca. Como esto se cumple para
todo niimero real «, se tiene que Im J = 2.

En la siguiente seccion se vera que toda transformacion lineal de un espacio vectorial de di-
mension finita en otro se puede representar por una matriz, lo que permitira calcular el nucleo

y la imagen de cualquier transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension finita
encontrando el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente.

AUTOEVALUACION
De los siguientes enunciados, indique si son verdaderos o falsos.

I. Sea T: V— W una transformacion lineal. En ocasiones es posible encontrar tres vec-
tores diferentesv, € V,v,e Vywe Wtales que Tv, = Tv, = w.

Il. Si T'v, = T'v,como en el problema 1, entonces v, —v, € nu 7.

lll. Si T"es una transformacion lineal de v en w, entonces la imagen de 7"es w.

IV. Seav,,v,,...,v unabaseparalR"yseaw ,w,,...,w unabasepara P _ .Entonces
existen dos transformaciones lineales S'y 7 tales que 7v, = w, y Sw, = v, para i =
1,2,...,n.

0 0
V. Si 7: R* > R’ es una transformacion lineal y T [ j =[ j, entonces 7 es la transfor-
macion cero. 0 0

VI. Existe una transformacion lineal 77de R° — IR’ con p(T) = v(T).

. 0 0
VII. Suponga que 7 My, > M, con p(T') = 4. 5i T4 = (0 0], entonces 4 = [8 g)

Desarrollo de competencias 5.2

De los problemas 1 al 13 encuentre nicleo, imagen, rango y nulidad de la transformacion lineal
dada.

X
1. RS R T[x]:[x] 2. TR S RET y :[zj
Y

z

3. TZDZADZ;T[;jZ( 3xj 4. T;D2—>D;T(xj=x+y
Y
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*{Carcuro]

Transformaciones lineales

0

o

*9

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
*24.

25.

X
+
TR SR:T Y :(x ZJ
z y+w
w
1 2
. T M,,— M,,; T(A) = AB,donde B = 0 1

. T'R— P; T(a) = a+ ax + ax’ + ax’

T: I22—>P3;T(z)=a+bx+(a—i-b)x2 + (a — b)x’

"M —M

nn nn’

T(4) = A' +4
T: C'[0,11= C[0,1]; Tf = f*
T: C*[0,1]1— C[0,1]; Tf = f"

T: C[0, 1 - B; Tf = f(%)

T:? > R?% T es una rotacién de 7/3

Sea T: V' — W una transformacion lineal, sea {v,, v,, ...,V } una base para 'y suponga
que Tv,=0parai=1,2,...,n Demuestre que 7 es la transformacion cero.

En el problema 14 suponga que W= Vy Tv,=v,parai =1,2,...,n. Demuestre que T’
es el operador identidad.

Sea T: V— ’. Demuestre que Im T es cualquiera de las siguientes: @) {0}; b) una recta que
pasa por el origen; ¢) un plano que pasa por el origen; d) R°.

Sea T: R’ — V. Demuestre que nu 7 es uno de los cuatro espacios enumerados en el pro-
blema 16.

Encuentre todas las transformaciones lineales de R* en IR” tales que la recta y = 0 se trans-
forma en la recta x = 0.

Encuentre todas las transformaciones lineales de R* en R* que llevan a la recta y = ax a
la recta y = bx.

Encuentre una transformacion lineal 7'de R* — R’ tal que
nu7={xy,z2):2x—y+z=0}

Encuentre una transformacion lineal 7 de R® — R’ tal que
ImT= {(x,y,2):2x =2y + z = 0}.

Defina 7: M,,— M, por TA = A — A" Demuestre que nu 7" = {matrices simétricas de n X n}
e Im 7T = {matrices antisimétricas de n X n}.

Defina T C'[0, 1] — CJ0, 1] por Tf(x) = xf"(x). Encuentre el ntcleo y la imagen de T’

En el problema 5.1.51 se le pidié que demostrara que un conjunto de transformaciones
lineales de un espacio vectorial ¥ a un espacio vectorial W, denotadas por L(V, W) es un es-
pacio vectorial. Suponga que dim V' = n < ooy dim W = m < oco. Encuentre dim L(V, W).

Sea H un subespacio de V"donde dim H = ky dim V' = n. Sea U el subconjunto de L(V, V)
que tiene la propiedad de que si 7'e U, entonces 7h = 0 paratodohe H.
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a) Demuestre que U es un subespacio de L(V, V).
b) Encuentre dim U.

*26. Sean Sy T'en L(V, V) tales que ST es la transformacion cero. Demuestre o contradiga que
TS es la transformacion cero.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION
. V . V m. F IV. F

V. F VI. F Vil. Vv

m REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Si A es una matrizde m X ny T: R" —R" esta definida por 7x = Ax, entonces, como se observo
en el ejemplo 5.1.7, T es una transformacion lineal. Ahora se vera que para foda transformacion
lineal de R" en R™ existe una matriz 4 de m X n tal que Tx = Ax para todo x € R". Este hecho es
de gran utilidad. Como se menciond en la seccion anterior, si 7x = Ax, entoncesnu 7'= N, e Im
T=R, Miasaiun,v(T) =dimnu 7= v(4) y p(T) = dim Im T'= p(A4). Asi se puede determinar el
nucleo, la imagen, la nulidad y el rango de una transformacion lineal de R" — IR™ determinando
el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente. Adicionalmente, una vez que se sabe
que 7x = Ax, se puede evaluar 7x para cualquier x en 2" mediante una simple multiplicacién
de matrices.

Pero esto no es todo. Como se vera, cualquier transformacion lineal entre espacios vecto-
riales de dimension finita se puede representar mediante una matriz.

TEOREMA n Sea T: R" — R una transformacion lineal. Existe entonces una matriz unica de m X n,
A, tal que
Tx = Ax para toda x € " 1
DEMOSTRACION Seaw, = Te,w,=Te, ..., w = Te . Sea A, la matriz cuyas columnas son W, Wy oot

=

w, y hagamos que 4, denote también a la transformaciéon de R" — R", que multiplica
un vector en IR" por 4. Si

— a2i ‘_1 2
w,=| " |parai=1,2,....n
a .
mi
entonces
i~ésima posicion
0
0
11 12 a, - 4, . li
a, a, - a, - a ¥ |a,
_| "1 22 2i 2n | Y2 |
ATei_ . . . . - =Wy
0
a a N A/ ) o a .
ml m2 mi mn 5 mi
0
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EJEMPLO 1

Transformaciones lineales

De esta forma, A,e, = w,parai=1,2,...,n Deacuerdo al teorema 5.2.2, T'y la trans-
formacion 4, son la misma porque coinciden en los vectores basicos.

Ahora se puede demostrar que A4, es Unica. Suponga que 7x = 4, X y que 7x = B, X
para todo x € R". Entonces 4,x = B, X, o estableciendo C,. = 4, — B,, se tiene que
C,x = 0 para todo x € R". En particular, C,e, =0 parai=1,2,...,n Perocomo se
deduce de la demostracion de la primera parte del teorema, C, e, es la columna i de C,.
Asi, cada una de las n columnas de C,. es el m-vector cero, la matriz cero de m X n. Esto
muestra que 4, = B,y el teorema queda demostrado.

Observacion 1. En este teorema se supone que todo vector en " y R esta expresado en térmi-
nos de los vectores de la base estandar en esos espacios. Si se eligen otras bases para R" y R",
por supuesto, se obtendra una matriz 4, diferente. Para ilustrar este caso, vea el ejemplo 4.8.1
o mas adelante, el ejemplo 8.

Observacion 2. La demostracion del teorema muestra que es sencillo obtener 4, como la ma-
triz cuyas columnas son los vectores Te,.

Matriz de transformacion

La matriz 4, en el teorema 1 se denomina matriz de transformacion correspondiente a 7'
o representacion matricial de 7.

Nota. La matriz de transformacion A4, esta definida usando las bases estindar tanto en R"
como en R™. Si se utilizan otras bases, se obtendra una matriz de transformacién diferente. Vea
el teorema 3 de esta seccion.

En la seccion 5.2 se definieron la imagen, el rango, el nucleo y la nulidad de una transformaciéon
lineal. En la seccion 4.7 se definieron la imagen, el rango, el espacio nulo y la nulidad de una
matriz. La prueba del siguiente teorema es consecuencia del teorema 1 y se deja como ejercicio
(vea el problema 44 de esta seccion).

Sea A, la matriz de transformacion correspondiente a la transformacion lineal 7. En-
tonces

i) InT=ImA=C,,
i) p(T) = p(4,)
iii) nu7 = NAT

iv) w(T) = 1(4,)

Representacion matricial de una transformacion de proyeccion

B Solucion

Encuentre la matriz de transformacioén A4, correspondiente a la proyeccion de un vector en
I’ sobre el plano xy.

X x 1 1 0
Aqui T| y |=| y |. En particular, T| 0 |=| 0|, T| 1 |=|1|yT|0|=]| 0 |. Asi,
z 0 0 0 0



W Solucion

W Solucion
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1 00 X 1 0 0)x X
A, =0 1 0|.Observequed, | y|=|0 1 0 y|=|y]|
000 z 0 0 O)\z 0

Representacién matricial de una transformacién de I en R*

x=y
x
+
Defina 7: R enR*por T| y |=| °  °
2x—y—z
—x+y+2z

Encuentre 4, nu 7, Im T, v(T) y p(T).

1 1 0 1 -1 0
: 0 0 1 0 1 0o 1 1
riol=| |, T|1]|=| |, y T|lo|= Asi A, =
2 -1 -1 2 -1 -1
0 1
-1 1 2 -1 1 2

Observe (a manera de verificacion) que

1 -1 O xX—y
o 1 1|7 | y+z

2 —1 1|7 | 2x—y-z
-1 1 2 ‘ —x+y+2z

Abhora se calculan el nticleo y la imagen de A. La forma escalonada por renglones de
-1

. Esta forma tiene tres pivotes, de manera que

\S]

|

—_

|

—_
S O O =
S = = O

yaquep(4d) +v(4)=3

p(A)=3 'y wA)=3-3=0

1) (-1 0
. 0 1 1

Esto significa que nu 7'= {0}, Im T = gen N ,w(T)=0yp(T)=23.
-1 1 2

Representacién matricial de una transformacién de I°* en I2°

X 2x—y+3z
Defina 7: R >R por T| y |=| 4x—2y+6z |. Encuentre A,, nu 7, Im T, »(T) y p(T).
z —6x+3y—9z

1 2 0 -1 0 3
Como T|0|=| 4, T|1|=|-2| y T|0|=| 6]setiene
0 ) 0 3 1 -9
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EJEMPLO 4

Transformaciones lineales

2 -1 3
A, =] 4 -2 6
-6 3 -9
teorema 2 ii)
2
Del ejemplo 4.7.4,se ve que p(A) = p(T) = 1 eIm T =gen 4
—6

Entonces v(7T") = 2.

teorema 2 iii)

Para encontrar N, = nu T, se reduce por renglones para resolver el sistema Ax = 0:

2 -1 3]0 2 -1 3]0
4 =2 6 | 0]——[0 0 0] 0
-6 3 9]0 0 0010

X

Esto significa que | y | € N,si2x — y + 3z = 0, o sea, y = 2x + 3z. Estableciendo primero
z

x =1,z=0ydespués x = 0, z = 1, se obtiene una base para N,:

1)(0
n7 =N, =genyl 2|3
0) 11

Representacion matricial de una transformacion cero

EJEMPLO 5

Es facil verificar que si T'es la transformacién cero delR" — IR™, entonces A, es la matriz cero de
m X n. De igual manera, si T es la transformacion identidad de R" — IR", entonces 4, = I .

Representacion matricial de una transformacion cero

TEOREMA E

Se vio en el ejemplo 5.1.8, que si T es la funcién que rota a todo vector en IR? un angulo 6,

cos —senf
entonces 4, = .
sen 6 cos 0

Ahora se generalizara el concepto de representacién matricial a espacios arbitrarios de dimen-
sion finita.

Sean ¥ un espacio vectorial de dimension n, W un espacio vectorial de dimension m'y T
V' — W una transformacion lineal. Sea B, = {v,, V,, . ..,V } una base para V'y sea B, =
{W,, W,, ..., W } una base para . Entonces existe una matriz unica 4, de m X n tal que

(TX) g, = A7(X), (¢))
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Observacion 1. La notacion (2) es la notacion de la seccion 4.8. Six € V' = ¢y, + ¢V,

Cl Cl
cZ CZ
+ .-+ ¢v, entonces (X), = .Seac= , entonces 4,¢ es un m-vector que se
1
dl G C dl
n n
denotard por d =| * |. La ecuacion (2) dice que (7x) o = , es decir
. 2
d d
m m

Ix=dw +dw,+---+dw

m - m'

Observacion 2. Como en el teorema 1, la unicidad de A, es relativa a las bases B, y B,.
Si se cambian las bases A4, cambia (vea los ejemplos 8 y 9, y el teorema 5). Si se usan las
bases estandar, entonces esta 4, es la 4, de la definicion 1.

Sean Tv, =y, Tv,=vy, Tv, =y, . Comoy e W, setienequeparai=1,2,...,n
yy=aw taw,t+-+aw,

Para alglin conjunto (unico) de escalares a,, a,,, . . . , a,, y se escribe

all alZ aln

a a a
(yl)Bz = ?1 b (yz)B2 = fz EAA (Y,,)Bz = 2."

a a a

ml m2 mn
Esto significa, por ejemplo, que y, = a, W, + a, W, + - -+ + a, W . Ahora se define
all 12 1n
a, a
— 21 22 2
4= g
aml m2 amn
Como
1 0 0
1
(VI)B 5 (VZ)B, 0 s C) (Vn)Bl = 0
0 ' 1
0

i-ésima posicion

0
11 12 In

0

aZl 22 a2n M all

| ¢ c : “’_ i | _
AT(Vl)B, - L= _(yi)BZ

azl aiZ a[n 0

. a .

mi
aml am2 amn 0



286 UNIDAD 5

TEOREMA n

EJEMPLO 6

Transformaciones lineales

Si x esta en V, entonces

G
_| %2
(x), =
@
n
y
a, 4, 9, G a6 + 4,6 +---+ 4,C
A (x), = Dy 9 G, G || G T oaye, Tt a,c,
T\*/p . . . . . .
a a 200 (@ G ac T a.c, Tt ac
ml m2 mn n ml 1 m2-2 mn-n
11 12 1n
a
=c| ?l+e| 2|+t | >
1 o 2 n
aml amz amn

= Cl(yl)Bz + CZ(yZ)BZ ot Cn(yn)32

De manera similar, 7x = T'(c)v, + ¢,v, + -+ ¢v) =TV, + c,TV, + -+ ¢, Tv, =
¢y, + oy, + -+ cvy,demanera que T(x), = (c,y, T &y, T - + ¢ VY, )p = ¢,(Y)p,
+ e (Y)p T (Y, = A (X)), Asi, T(X),, = A,(X),,. La prueba de la unicidad es
exactamente igual que la prueba de unicidad en el teorema 1.

El siguiente resultado es consecuencia del teorema 4.7.7, y generaliza el teorema 2. Su demos-
tracion se deja como ejercicio (vea el problema 45 de esta seccion).

Sean 'y W espacios vectoriales de dimension finita con dim V' = n. Sea 7% V' — W una
transformacion lineal y sea 4. una representacion matricial de T respecto a las bases B,
en V'y B, en W. Entonces

) p(T') = p(4,) ii) v(4) =v(4;) i) v(A4) + p(T) =n
Nota. i)y ii) implican que p(4,) y ¥(4,) son independientes de las bases B, y B,.

Representacion matricial de una transformacién de P, en P,

B Solucion

Defina T': P, —» P, por (T'p)(x) = xp(x). Encuentre 4, y tsela para determinar el ntcleo y la
imagen de 7.

Utilizando las bases estandar B, = {1, x, x’} en P,y B, = {1, x, x’, X’} en P,, se tiene

(TW), =), =| | (T, =), =| |y (T, =), =| | Asi, 4, =

S O = O
S = O O
- o O O
S O = O
S = O O
-0 O O
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Es evidente que p(4) = 3 y que una base para R, es . Por lo tanto, Im 7" =

S = O O
- o O O

S O = O

gen {x, x*, x’}. Como v(4) = 3 — p(4) = 0, se ve que nu 7 = {0}.

Representacion matricial de una transformacién de P, en P,

W Solucion

EJEMPLO 8

Defina T: P, — P, por T(a, + a,x + a,x* + a,x’) = a, + a,x’. Calcule 4, y utilicela para en-
contrar el nucleo y la imagen de 7.

Utilizando las bases estandar B, = {1, x, x*, x’} en P,y B, = {1, x, X’} en P,, de inmediato

0 1 0 0
se ve que (T(l))B2 =10|, (T(x))B2 =10|, (T(xz))B2 =10|y (T(x’ ))B =10/, por lo que
0 0 1 0
0100
A,={0 0 0 O0].Esobvio que p(4) = 2y una base para R es de manera que
001 O0
aO
Im T = gen {1, x’}. Entonces, v(4) =4 =2 = 2,ysi 4, “|=] 0|, entonces a,=0ya,=0.
a, 0
1 0 a,
o 0 10 ,
Por lo tanto g, y a, son arbitrarios y , es una base para N, de manera que {1, x’} es
una base para nu 7. 0110
0 1

En todos los ejemplos de esta seccion se ha obtenido la matriz 4, utilizando la base estan-
dar en cada espacio vectorial. Sin embargo, el teorema 3 se cumple para cualesquiera bases en
V'y W. El siguiente ejemplo ilustra esto.

Representacién matricial relativa a dos bases no estandar en I?

M Solucion

2 + 1) (-3
Defina 7: R*— IR’ por T[x] = (x yj. Usando las bases B, = B, = {( J, ( 2]} calcule 4.
y xX—y -

1 0 -3 -1 0 1 -3
Se tiene T = yT = . Como =—6 -2 , se encuentra que
-1 2 2 =5 2 -1 2
0 —6 -1 1 -3 -1 17
= . De manera similiar =17 +6 por lo que = . Asi
2 5 -2 =5 -1 2 6
-6 17 —4 4
4, 2( ) 6]. Para calcular, por ejemplo, T [ 7] primero se escribe ( 7] = —13( j— 3

[—;], de manera que [4] (‘i) [( B ( ;J (—w]:
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EJEMPLO 9

Transformaciones lineales

S e

Observe que T 4 = AT 3 , lo que verifica los calculos.
7 —4-7 -11

Para evitar confusion, a menos que se establezca de forma explicita algo distinto, siempre se
calculara la matriz 4, respecto a la base canénica.’ Si 7% V' — V es una transformacion lineal y
se utiliza alguna otra base B, entonces se hara referencia a 4, como la matriz de transformacion

-6 17
de T respecto a la base B. Asi en el ultimo ejemplo, 4, = [ J, es la matriz de transforma-

1 =3
cién de T respecto a la base {( J, [ 2]}

Antes de terminar esta seccion, debe responderse una pregunta obvia. ;Para qué molestar-
se en utilizar otra base que no sea la estandar cuando los calculos son, como en el ejemplo 8§,
bastante mas complicados? La respuesta es que con frecuencia es posible encontrar una base
B* en R" para la que la matriz de transformacion respecto a B* es una matriz diagonal. Es
muy sencillo trabajar con matrices diagonales, como se vera en el capitulo 6, y existen muchas
ventajas al escribir una matriz en forma diagonal.

La representacion matricial de una transformacion lineal

B Solucion

respecto a dos bases no estandar en R’ puede ser diagonal

12x +10
Defina 7: R* — R’ por T(xJ =( * y]. Encuentre A, respecto a las bases B, = B, =

8]
) e () ) ) = (2) ) o
e I B U I (R b

Existe otra forma de resolver este problema. Los vectores [ 1] y [ 2] se expresan en
-1 -3

términos de la base estandar S = {[IJ,(O]} Esto es [ 1] = 1(1) + (—I)EOJ y ( 2} =2[1]
0)\1 -1 0 1 -3 0

0
+ (—3)[1} Entonces la matriz 4 = (

2 . .
es la matriz cuyas primera y segunda columnas

representan las expansiones de los vectores en B, en términos de la base estandar. A partir del

procedimiento descrito en la seccion 4.8, la matriz A~ = ( ] es la matriz de transicion

de Sa B,. De manera similar, la matriz de 4 es la matriz de transicién de B, a S (vea el problema
4.8.44). Ahora suponga que x esta expresada en términos de B,. Entonces Ax es el mismo vector

=
T Esto es, en cualquier espacio en el que haya definido la base estandar.
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12 10
—15 —13
escritaen términosde S. Por tlltimo, como se busca 7(A4x) en términos de B, (éseera el problema),
se premultiplica por la matriz de transiciéon A~' para obtener (7X),, = (4~'CA)(x),,. Es decir,

LA I I R R [

como antes. Este resultado se resume a continuacion.

ahora escrito en términosde S. SeaC = [ J . Entonces CAx = T(Ax) eslaimagen de Ax

Sea T: R" — R una transformacion lineal. Suponga que C es la matriz de transfor-
macién de 7T respecto a las bases estindar S y S en R" y R", respectivamente. Sea 4,
la matriz de transicién de B, a la base S, en R" y sea 4, la matriz de transiciéon de B, a
la base S enR". Si 4, denota la matriz de transformacion de 7 respecto a las bases B,
y B,, entonces

A, = A4,7'C4, (€)

En el ejemplo 9 se vio que al observar la transformacion lineal 7 respecto a la nueva base, la
matriz de transformacion A, resulta ser una matriz diagonal. Se puede ver a este procedimiento
de “diagonalizacion” en el apéndice A. Se observara que dada una transformacion de R" en R”,
con frecuencia es posible encontrar una base B tal que la matriz de transformacion de 7 respecto
a B es diagonal.

GEOMETRIA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES DE IR? EN IR?

2 .7 . .y . .
Sea T: R’ — R* una transformacion lineal con representacion matricial 4,. Ahora se demos-
trara que si 4, es invertible, entonces 7" se puede escribir como una sucesiéon de una o mas
transformaciones especiales, denominadas expansiones, compresiones, reflexiones y cortes.

EXPANSIONES A LO LARGO DE LOS EJES X O Y

Una expansion a lo largo del eje x es una transformacion lineal que multiplica a la coordenada
x de un vector en IR* por una constante ¢ > 1. Esto es

X ox
y y
1 c 0 0 ) c 0 .
Entonces T = yT = , de manera que si A, = , Se tiene
0 0 1 1 0 1
x X c O)fx cx
T =4 = =
y y) (0 1)y y
De manera similar, una expansion a lo largo del eje y es una transformacion lineal que multi-

. X cx
plicala coordenada y de todo vector en IR? por una constante ¢ > 1. Como antes, si T[ ] = ( ),
y y

10 1 0
entonces la representacion matricial de 7T'es 4, = (0 j de manera que [0 )[x] = [ * j
¢ C)\Y oy
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Figura 5.5

Dos expansion

UNIDAD 5

es.

a) Se comienza con este

rectangulo.

b) Expansion en la direc-
ciénde x con ¢ = 2.

) Expansion en la direc-
ciéndeyconc = 4.

Figura 5.6

Dos compresiones:

a) Se comienza con este

rectangulo.

b) Compresion a lo largo

delejexcon c = =

3

c) Compresiona lo largo

del eje x co

nc:i.

Transformaciones lineales

y y Yy
A 4 A
I I ©,8) 4 (3, 8)
©,2) 1 3,2) ©,2) 1 (6,2) :
—1 ——— " —> X —1 ¥
ol 3,0 0 (6,0) ol 3,0
a) b) c)

COMPRESION A LO LARGO DE LOS EJES X O Y

Una compresion a lo largo de los ejes x o y es una transformacion lineal que multiplica a la co-
ordenada x o y de un vector en R* por una constante positiva ¢ < 1. La representacion matricial
de una compresion es la misma que para una expansion, excepto para la compresion 0 < ¢ <1,
mientras que para la expansion ¢ < 1. En la figura 5.6 se ilustran dos compresiones.

y y y
A A A
1 o, 1
(0,3) “43)  (0,3) (3-3) +
T T 0.F “3)
— > x b v —— > x
0 (4,0 o130 0 4,0
a) b) c)
REFLEXIONES

Existen tres tipos de reflexiones que seran de interés. En el ejemplo 5.1.1 se vio que la transfor-

y —

refleja al vector en R* respecto al eje x (vea la figura 5.1). En el ejemplo 5.1.6, se vio que la

tranSformaCién
y y

refleja al vector en IR* respecto al eje y (vea la figura 5.2). Ahora
I O)=x) [ x -1 0)x) (—x
0 —1)\y -y Y 0 1)\y y

0 . - .y . -1 0
es la representacion matricial de la reflexion respecto al eje x y

[ 1
de manera que

es la representacion matricial de la reflexion respecto al eje y. Por ultimo, el mapeo T (xj = (y ],
y

que intercambia x y y, tiene el efecto de reflejar un vector en IR° respecto a la recta x = y (vea
la figura 5.7).



Figura 5.7

Reflexién de un vector en

I2? respecto a la recta

xX=y:

a) (2,5) se obtiene refle-
jando (5, 2) respecto a
larectay = x.

b) (1, —4) se obtiene refle-
jando (—4, 1) respecto
alarectay = x.

Figura 5.8

Dos cortes a lo largo del

eje x:

a) Comenzamos con este
rectangulo.

b) Corte a lo largo del eje
xconc = 2.

) Corte alo largo del eje x
conc=—2.
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y
A
1 y=x
) 1
0" yo (-4, 1) T
2,5) T
—
(5,2)
/N | I
a) b)
y y y
A A A
T0.2) o I @2 o L2t
T ’ 1 ; i ’ —4,2) E ::
e — o S
o1 3,0 ol 3,0 o1 3,0
a) b) )

L[ x y 1 0 0 1 . ..
SiT = ,entonces T = yT = , de manera que la representacion matricial
y x 0 1 1 0
0 1

dela transformacion lineal que refleja a una vector en IR* respecto alarectax = yes 4 = ( ) OJ'

CORTES

. e X .
Un corte a lo largo del eje x es una transformacion que toma al vector [ J y lo convierte
¥
x+cy .. .
en un nuevo vector [ ], donde ¢ es una constante que puede ser positiva o negativa. En la
Y

figura 5.8 se ilustran dos cortes a lo largo del eje x.

1 1 0 0+c-1
Sea T'un corte a lo largo del eje x. Entonces T[O) =(0] y T(J =£ lc )= [j] de ma-

nera que la representacion matricial 7"es (0 (lzj Por ejemplo, en la figura 5.8b, ¢ = 2, asi

aely PraQH2 -
3

-6 )
-4

En la figura 5.8¢c,c = —2. Asi, 4, = [(1)
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Figura 5.9
Dos cortes a lo largo del
ejey:

a) Se comienza con este
rectangulo.

b) Corte a lo largo del eje
yconc=3.

) Corte alo largo del eje y
conc=—3.

Transformaciones lineales

3 1 -2})(3 3 . . L .
Observe que 4, (Oj = (O 1)[0] = (0] Es decir, un corte a lo largo del eje x deja sin cambio
a los vectores con coordenada y igual a cero.

. . X .
Un corte a lo largo del eje y es una transformacioén que toma a un vector ( ) y lo convierte
y

X .. .
en un nuevo vector [ , donde ¢ es una constante que puede ser positiva o negativa. En la
y+cx

figura 5.9 se ilustran dos cortes a lo largo del eje y.

y y
a1,7) (0, 4)
©.4 % 1,4 0.4) wh
(1,3) oK
———t——++—> > (1, -3)
a) b) )

Si Tes un corte a lo largo del eje y, entonces

(RNER bR

10
de manera que 4, = L) Por ejemplo, en la figura 5.9b, ¢ = 3, asi
c

S RS HE N el

En la figura 5.9¢, ¢ = —3, asi

o ) = )

Observe que 4, = (Z] :[ ; (IJIZJ = (3] Esto es, los cortes a lo largo del eje y dejan sin

cambio a los vectores con coordenadas x igual a cero.
En la tabla 5.1 se resumen estos tipos de transformaciones lineales.

Tabla 5.1 Transformaciones lineales especiales de R en *

Transformacién Representaciéon matricial de la transformacion A,
oz q c 0
Expansion a lo largo del eje x (0 1), c>1
> . 1 0
Expansion a lo largo del eje y (0 c], c>1
Py c c 0
Compresion a lo largo del eje x (0 1), 0<c<l

(continua)
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Tabla 5.1 Transformaciones lineales especiales de R*en R (continuacion)

1 0
Compresion a lo largo del eje y (0 CJ, 0<c<l
; 0 1
Reflexion respecto a la recta y = x (1 0)
. . 1 0
Reflexion respecto al eje x ( 0 _1)
oz g -1 0
Reflexion respecto al eje y ( @ 1)
. 1 ¢
Corte a lo largo del eje x (0 lj
) 10
Corte a lo largo del eje y (c 1)

En la seccion 3.6 se estudiaron las matrices elementales. La multiplicaciéon de una matriz
por una matriz elemental tiene el efecto de realizar una operacion elemental con renglones en
esa matriz. La tabla 5.2 enumera las matrices elementales en I°.

Tabla 5.2 Matrices elementales en IR?

Operacion elemental Matriz
con renglones elemental llustracion

o ) oA 2
EoHE )
)

(x-kcz y+cw]

R, — R,

S o
- O
~—

1 0

R,— R, 0

o

S =
o O
—

—
o
®

2

/N N
N N
=

o
(
S (
(
(

/N /N /o_\ /N I~/
—
—_— 0
N ~ ~—

)
0 )
)
)

R R R 1 0 L 0)x y)_

2 Ryt ek c 1 c 1 w) (z+ex w+cy
R <R 0 1 0 1)(x »

155 10 1 0)lz w

Toda matriz elemental E de 2 X 2 es uno de los siguientes:
i) La representacion matricial de una expansion a lo largo del eje x o y
ii) La representacion matricial de una compresion a lo largo del eje x o y
ili) La representacion matricial de una reflexion respecto a la recta y = x
iv) La representacion matricial de un corte a lo largo del eje x o y
v) La representacion matricial de una reflexion respecto del eje x o y

vi) El producto de la representacion matricial de una reflexion respecto al eje x 0 y y la
representacion matricial de una expansion o compresion.
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Transformaciones lineales

Se hara referencia a las tablas 5.1 y 5.2

c 0 Esta es la representacién matricial de una expan-
Casol: E :[ ), c>0 sion a lo largo del eje x si ¢ > 1 o una compresion a
01 lo largo del eje x si 0 < ¢ < 1.

Caso2: E= ¢ 0 ,c<O0
0 1

—1
0 1

matricial de una reflexion respecto al eje y.

Caso 2a: ¢ = —1 Entonces £ =( ), que es la representacion

Caso 2b: ¢ <0,c# —1 Entonces —c>0y

S

que es el producto de la representacion matricial de una reflexion respecto al eje y y la
representacion matricial de una expansion (si —c¢ > 1) a lo largo del eje x.

Caso 3 E= 1 0 e>0 L'o mismo que el caso 1 con el eje y en lugar del
0 ¢ €je Xx.

Caso 4 E = 10 c<0 Lo mismo que el caso 2 con los ejes intercambia-
0 ¢ dos.

Caso 5: E= Ie Esta es la representacion matricial de un corte a
0 lo largo del eje x.
1 0 : Ly .

Caso 6: E = Esta es la representacion matricial de un corte a
c 1 lo largo del eje y.
0 . . -

Caso7: E= | Esta es la representacion matricial de una re-

flexion respecto a la recta y = x.

En el teorema 3.6.3, se demostré que toda matriz invertible se puede expresar como el
producto de matrices elementales. En el teorema 6 se demostrd que toda matriz elemental en
? se puede expresar como el producto de representaciones matriciales de expansiones, com-
presiones, cortes y reflexiones. Por esto, se tiene el siguiente resultado

Sea T: R* — R’ una transformacion lineal tal que su representacion matricial es inver-
tible. Entonces 7" se puede obtener como una sucesion de expansiones, compresiones,
cortes y reflexiones.

Nota. De acuerdo al teorema de resumen 4.7.10, A, es invertible si y solo si p(4,) = 2. Pero
seglin el teorema 4, p(4,) = p(A). Esto significa que 4, es invertible respecto a todas las bases
en IR? 0 no es invertible respecto a alguna.
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EJEMPLO 10 Descomposicion de una transformacién lineal en R? en una sucesiéon

de expansiones, compresiones, cortes y reflexiones

. . . - 1 2
Considere la transformaciéon T: R* — IR* con representacion matricial A, =[3 4). Usando

la técnica de la seccion 3.6 (vea el ejemplo 3.6.3), 4, se puede escribir como el producto de tres

matrices elementales:
1 2 1 0)(1 o)1l 2
= )
3 4 3 1){0 —2){0 1

Ahora
1 0 .
[3 1] representa un corte a lo largo del eje y (con ¢ = 3)
1 2 .
(0 lj representa un corte a lo largo del eje x (con ¢ = 2)
L 0)_ (1 0)fL 0 representa una expansion a lo largo del eje y (con ¢ = 2)
0 —2 0 —1){0 2 seguida de una reflexion respecto al eje x.

Asi, para aplicar 7 a un vector en IR?, se tiene que

i) Cortar a lo largo del eje x con ¢ = 2. ii) Expandir a lo largo del eje y con ¢ = 2.

iii) Reflejar respecto al eje x. iv) Cortar a lo largo del eje y con ¢ = 3.

Observe que estas operaciones se realizan en el orden inverso en que se escriben las matrices
en (4).

. 3
Para ilustrar esto, suponga que v = ( 2].

Entonces

Usando las operaciones i) a iv) se tiene que

()= () ==
) ) =3

En la figura 5.10 se bosquejan estos pasos.

—
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Figura 5.10 b

Descomposicion de la
transformacion lineal

3 12 3
T= —
en una sucesion de cortes, 0

expansiones y reflexiones: (3,-2)

a) Se comienza con ese
vector.

b) Vector obtenido por el

. a) b) ©)
corte a lo largo del eje x
conc=2. y y
c) Vector obtenido al
expandir a lo largo del
ejeyconc=2. =L4
d) Vector obtenido al re-
flejar respecto al eje x. (=L
X X
e) Vector obtenido por el 0 0
corte a lo largo del eje y
conc=3.
d) e)
AUTOEVALUACION
X z
I. Si7:R'— R’ esla transformacion lineal T| y | =| —x |, entonces 4, =
z y
0 -1 0 0 1 0 o0 0 0 1
@0 0 1 by|-1 0 0 |0 -1 0 d| 010
1 0 0 1 0 0 1 -1 0 0
Il representa(n) una expansion a lo largo del eje y.
1 1 0
2 0 = @ 1 0
a)(o 1) b) | 2 c)(0 2] d) o L
0 1 2
L. representa(n) una expansion a lo largo del eje x.
-1 0 1 0 1 3
a) b) )
[ 0 lj (0 —IJ 0 1
1 1 0
1 = 1 0
d) 3 e) (3 1] N1 ,
0 1 3

Desarrollo de competencias 5.3

De los problemas 1 al 38 encuentre la representacion matricial A, de la transformacion lineal 7,

nu 7, Im T, »(T) y p(T). A menos que se especifique otra cosa, suponga que B, y B, son bases
candnicas.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

5.3 Representacion matricial de una transformacion lineal

x=y
2
TR’ >R T(;jz 2x+y ;Blz{[lj’ [

y

2

TR SR T o

"R S>R:T

TR SRET o

"R R:T

"R >Ry T

2 -2
. TR S R T[xj:[ o y] 2.
y) (=x+y
2x
"R R T(x)=| —x 4.
X
) +
TRPsRL T Y= by 6
y ex +dy
x—y+2z
'R SR T|y|=|3x+y+4z 8.
z 5x—y+8z
* x—y+2z+3w
"R R T Y= y+4z+3w | 10.
z X +6z+6w
w
w
+
re‘ syt =Y bx
y cy+dz
z
=2 1 3
rerseyr| =l T B =8= :
y 2x+ y -2 2
4x — -1 4
reisehT| =TT =B, = ,
¥y 3x+2y 1 3
2x+y+
TR SRYET|y|= Yy Z;
y—3z
z
1 1
B = L, |1|;;B,=
0 1

Jrae -

T:P,— P; T(a, + ax + ax’) = a, — a,x + a,x°

TR —P; T(a) =a+ ax + ax’ + ax’

T: P,—>R; T(a, + ax + a,x° + ax’) = a,

T: P,— P; T(a, + a,x + a,x° + a,xX’) = (a, + a)x — a,

N

T N O ow

T:P,— P; P(a, + ax + a,x’ + ax’ + ax’) = ax* + ax’ + q,

297

x+y

Xy
2x+3y

x— y+ z
—2x+2y—2z
x+y
—x+y
—x+2y+ z
2x—4y—2z
—3x+6y+3z

x— y+2z+ w
—Xx + z+2w
x—2y+5z+4w

2x— y+ z— w
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21. T: P,— P,; T(a, + a,x + a,x* + a,X’) = (a, — a, + 2a, + 3a,) +
(a, +4a, + 3a,)x + (a, + 6a, + 5613))62

22. T: My, — M,

ek b (a— b+2c+ d —a +2c+2d
g d a—2b+5c+4d 2a—-b+ c—d

23. T: P,— P; P(a, + a,x + a,x’ + a,x’ + ax*) = ax’ + ax

+bhtce+d a+b+
4. T M, > M T(“ bj=[a bretd atbh c]
C

® d) \a+b a

25. T: P, P; Tp(x)] = xp(x); B, ={l,x,x’}; B,={1,(1 +x),(1+x)(+x)"

26. T: P,— P; Tp(x) = xp(x) + p(x); B, =1{1,x,x°}; B,={l,(x — 1),
(x = Dx = 2), (x = D(x = 2)(x = 3)}

27. D: P,— Py Dp(x) = p'(x)
28. T:P,— P, Tp(x) = xp'(x) — p(x)
ACacute]  29. D: P, > P,_ ;s Dp(x) = p'(x)
30. D: P,— Py; Dp(x) = p'(x)
31. D: P,— P,; Dp(x) = p"(x) + 2p'(x) + p(x)
{Cacuio]  32. T: P,— P; Tp(x) = p'(x) + xp'(x) + 2p(x)
«[Catcuie]  33. D: P, P, Dp(x) = p¥(x)
«[CAcuo]  34. 2P, — P, Tp(x) = Xp” (x) + X" p" (x) + - + xp'(x) + p(x)
1
35. P> B Jp= | p(x) dr
36. J: P, W Jp= [ [p(f dx
a
3. TR 5 P T|b|=a+bx+cx’
C
a; —a,
38. T: P, >’ T(a, + a)x + a,X° + a,x’) = a, +a,
a, —a,

39. Defina T: M, — M, por TA = A'. Encuentre A, respecto a las bases canonicas en M,
yM, .
x+iy

#40. Defina T: €* — €’ por T Y=
y) \(d+iy—x

J . Encuentre 4,.

CALculo 41. Sea V' = gen {1, sen x, cos x}. Encuentre 4,, donde D: V' — V esta definida por Df(x) =
f'(x). Encuentre imagen D y nu D.

CALcuLo 42. Conteste las preguntas del problema 41 dado V' = gen {e*, xe", x’¢'}.

43. Defina T: € — €’ por Tx = proy, x, donde H = gen{(l/ﬁ)(l, i)}. Encuentre 4.
44. Demuestre el teorema 2.

45. Demuestre el teorema 4.
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De los problemas 46 al 53 describa en palabras las transformaciones lineales 7: R* — R’ que
tienen la representacion matricial A,

46.

50.

1
a,=|*0 47. A, =
01 0

(=) A|l— O

1
1 -3
AT:(O ] SLod,= 1

1
2

52. ATz( ; (1)]

12

49. 4, =
! (01
0 1

53. 4, =
T(IO

)
|

En los problemas 54 al 63 escriba la representacién matricial de 2 X 2 de la transformacion
lineal dada y bosqueje la region obtenida al aplicar esa transformacion al rectangulo dado.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Expansion a lo largo del eje y con ¢ = 2

Compresion a lo largo del eje x con ¢ =%

Corte a lo largo del eje x con ¢ = —2

Corte a lo largo del eje y con ¢ = 3

Corte a lo largo del eje y con ¢ = —%

Corte a lo largo del eje y con ¢ zé

y
A
0,2) 5,2)
0 .0
y
A
(—3,4) 0, 4)
300 of > °
(—2,2) 3,2)
5 > x
(=2, -1) 3, -1
y
(=2, 1 (1. 1)
> X
(-2, —4) (1, —4)
y
A
(—6,2) 2,2)
> X
(=6, —1) 0 @ -1
y
A
(—1,3) 5,3)
> X
0
(—-1,-2) 5, —2)
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y
A
(=7,3) 4, 3)
60. Reflexion respecto al eje x
> X
(~7,-1) 0 @ -1
A 2,3
‘ 9
R )
61. Reflexion respecto al eje y
> X
0
22 (5,-2)
y
A
(=2,2) 2,2
62. Reflexion respecto a la recta y = x
5 > x
y
A
—-1,1
(=4, 1) ( )
> X
63. Reflexion respecto a la recta y = x 0
—4, -5
( : (=1, -5)

De los problemas 64 al 71 exprese cada transformacion lineal con matriz de transformacion
dada A, como una seccion de expansiones, compresiones, reflexiones y cortes.

2 -1 3 2 0 —2 36
64. A, = 65. A, = 66. A, = 67. A, =

5 0 -1 4 3 -5 4 2

0 3 0 -2 3 7 -1 10
68. A, = 69. A, = 70. A, = M. A, =

1 -2 5 7 —4 -8 6 2

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

l. b) I. o . ¢ d)
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RESUMEN

*  Transformacion lineal

Sean V'y W dos espacios vectoriales. Una transformacion lineal 7°de V" en W es una fun-
cién que asigna a cada vector v € V un vector Unico 7v e W'y que satisface, para cada u
yven Vycada escalar a,

Tu+v)=Ta+ Tv
T(av) = alv

*  Propiedades bdsicas de las transformaciones lineales

Sea T: V'— W una transformacion lineal. Entonces, para todo vectoru, v, v,,...,v en V
y todo escalar o, v, . . . ,
i) 70) =0
ii) T(w-v)=Tu— Tv
iii) T(ov,avy,...,av)=a1v,a,1v, ..., Ty,

*  Nicleo e imagen de una transformacion lineal

Sean V'y W dos espacios vectoriales y sea 7: V' — W una transformacion lineal. Entonces
el micleo de 7, denotado por nu 7, esta dado por

nu7={ve V: Tv =0}
La imagen de 7, denotada por Im T esta dada por
ImT={we W:Tvparaalginve V}

nu 7 es un subespacio de Ve Im T es un subespacio de W.

*  Nulidad y rango de una transformacion lineal

Si T es una transformacién lineal de V en W, entonces

nulidad de 7= v(7) = dimnu 7'
rangode 7= p(7) =dim Im T

*  Matriz de transformacion
Sea T: simbolo R" — " una transformacion lineal. Entonces existe una matriz unica de m
Xn, A,, tal que

Tx = A x paratodax e R"

La matriz A, se llama matriz de transformacion de 7.

¢ Sea A,la matriz de transformacioén correspondiente a una transformacion lineal 7. En-
tonces

) mT=R, =C,
i) p(T) = p(4,)

T
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iii) nu7 =N,
iv) v(T)=wv(4,)
*  Representacion matricial de una transformacion lineal

Sea V un espacio vectorial real de dimension n, W un espacio vectorial real de dimension m
y T: V— Wuna transformacion lineal. Sean B, = {v,v,,..., v } unabase para V'y B, {w,,
W,, ..., W, } una base para W. Entonces existe una matriz unica 4, de m X n, tal que

(TX)BZ = AT(X)B,
A, se denomina representacién matricial de T respecto a las bases B, y B,.

* Sean V'y W dos espacios vectoriales de dimension finita con dim V' = n. Sea T: V' — W una
transformacion lineal y sea 4, una representacién matricial de 7" Entonces

i) p(T) = p(4;)
ii) »(T) =w(4,)
i)y () + p(T) = n

»  Teorema de resumen
Sea 4 una matriz de n X n. Entonces las siguientes 11 afirmaciones son equivalentes:
i) Esinvertible.
ii) La unica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucién trivial (x = 0).
iii) Elsistema Ax = b tiene una solucién tnica para cada n-vector b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad, I , de n X n.
v) A se puede expresar como el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada por renglones de 4 tiene n pivotes.
vii) Las columnas (y renglones) de 4 son linealmente independientes.
viii) det 4 # 0.
ix) v(4) =0.
X) p(A) = n.

COMPETENCIAS FINALES. UNIDAD 5
En los ejercicios 1 al 8§ determine si la transformacion dada de ¥ a W es lineal.
1. T:R° SR T(x,y) = (0, —y) 2. TR SR T(x,y,2)=(,y,2)
33.7T:R SR T(x,y,2) =,z 1) 4. T:R* 5K T(x,y)=xly
5. T:P,— P,; (Ip)(x) = xp(x) 6. T: P, — P;; (Ip)(x) = Xp(x) + 2xp (x) + p(x)

7. T: P,— P,; (Tp)(x) =1+ p(x) 8. T:C[0,1]— C[0, 1]; Tf(x) = f(1)



Competendias finales. Unidad 5 303

En los ejercicios 9 al 15 encuentre el nucleo, imagen, rango y nulidad de la transformacion
lineal dada.

[\

by 1 -1

2 -1
9. 'R 5B, T| =[4 7J(xj 10. RSB T y|=|2 4 3|y
7 7 z) (1 2 -6z
11. T:R° SR Ty =( yj 12. T: P, > P,; Tp(x) = x*p(x)
—X
z

13. T: P, — Py (Ip)(x) = X’p(x) + 2xp(x) + p(x)

11
14. T: M,,— M,,; T(A) = AB, donde B =( | lj

15. T: C[0, 1] > B; Tf = f(1)

De los ejercicios 16 al 23 encuentre la representacion matricial de la transformacion lineal dada
y encuentre su nucleo, imagen, nulidad y rango.

16. T:R* > R*; T(x,y) = (0, —y) 17. T:R° SR T(x,p,2) = (1, 2)
18. T:R* SR T(w, x,y,z2) = (aw + bx, ¢y + dz)

19. T:R* SR T(x,py,z,w) = (x — 22,2y + 3w)

20. T:P,— P;; (Ip)(x) = xp(x)

21. T: P, — P;; (Tp)(x) = Xp(x) + 2xp' + p(x)

22. T:M,—> M

22°

N o LM ML (1) (4
23. 'R >R T(x,y)=(x—y,2x+3y); B {(1], (zj},Bz {( 3), (1]}

De los ejercicios 24 al 27 describa en palabras la transformacién lineal 7: R* — R* con la re-

presentacion matricial 4, dada.
10 1 =5
26. 4. = 27. 4, =
-2 1 0 1

De los ejercicios 28 al 31 escriba la representacion matricial de 2 X 2 de las transformaciones
lineales dadas y haga un bosquejo de la region obtenida cuando se aplica la transformacion al
rectangulo dado.

TA = AB, donde B :[_: g)

1
30
24. AT:[O J 254,

W= o

0,3) 4,3)

28. Expansion a lo largo del eje x con ¢ = 3

0 4,0)
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y
A
. , 1 (=2,2) (5,2)
29. Compresion a lo largo del eje y con ¢ = 3
> X
(=2,-1) 0 (5, -1
y
A (2,1
0 1)
30. Reflexion respecto alarectay = x 0 T
4, -3
2, -3) ( L
1,6 y\
~1,6) 4
(-4.6) ( )
31. Corte a lo largo del eje x con ¢ = —3
—4,2
( ) (=12
I
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VALORES CARACTERISTICOS,
VECTORES CARACTERISTICOS
B Y FORMAS CANONICAS

m VALORES CARACTERISTICOS Y VECTORES CARACTERISTICOS

DEFINICION n

Sea T: V' — W una transformacién lineal. En diversas aplicaciones (una de las cuales se da en
la siguiente seccidon) resulta util encontrar un vector ven ¥ tal que 7vy v son paralelos. Es decir,
se busca un vector v y un escalar A tal que

Tv = Av a

Siv# 0y A satisface (1), entonces A se denomina un valor caracteristico de T'y v un vector
caracteristico de T correspondiente al valor caracteristico A. El propdsito de este apéndice es
investigar las propiedades de los valores caracteristicos y vectores caracteristicos. Si V tiene di-
mension finita, entonces 7' se puede representar por una matriz 4. Por esta razén se estudiaran
los valores y los vectores caracteristicos de las matrices de n X n.

Valor caracteristico y vector caracteristico

Sea A una matriz de n X n con componentes reales.” El niimero A (real o complejo) se
denomina valor caracteristico de A si existe un vector diferente de cero v en €" tal que

Av =2y 2

El vector v # 0 se denomina vector caracteristico de 4 correspondiente al valor caracte-
ristico A.

Nota. Los valores y vectores caracteristicos también se denominan valores y vectores propios o
eigenvalores y eigenvectores; la palabra “eigen” es la palabra alemana para “propio”.

[
' Esta definicion es valida si A tiene componentes complejas; pero como las matrices que se manejaban tienen, en su
mayoria, componentes reales, la definiciéon es suficiente para nuestros propésitos.
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EJEMPLO 1

Valores caracteristicos, vectores caracteristicos y formas candnicas

Observacion. Como se vera (ejemplo 6) una matriz con componentes reales puede tener valores
y vectores caracteristicos complejos. Por esta razdn, en la definicidn, se asegura que ve €". No
se usaran en este libro muchos hechos sobre los numeros complejos. En la unidad 1 se hizo una
presentacion de unos cuantos de ellos que si son necesarios.

Valores caracteristicos y vectores caracteristicos de una matriz de 2 x 2

EJEMPLO 2

10 —18 2 10 —18}\(2 2 ;
Sea 4= . Entonces 4 = = . Asi, A, = 1 es un valor caracte-
6 —11 1 6 —11){1 1

2 3
ristico de 4 con el correspondiente vector caracteristico v, =[ j De manera similar, A[Z] =
10 —18}(3 —6 3
( 6 11][2} :[ 4] = —2(2] de modo que A, = —2 es un valor caracteristico de 4 con el

correspondiente vector caracteristico v, = (2] Como se vera en seguida, éstos son los unicos
valores caracteristicos de A.

Valores caracteristicos y vectores caracteristicos de la matriz identidad

TEOREMA n

DEFINICION E

Sea A = I, entonces para cualquier ve €', Av = Iv = v. Asi, 1 es el Ginico valor caracteristico
de A ytodov#0e € esun vector caracteristico de I.

Se calcularan los valores y vectores caracteristicos de multiples matrices en esta seccion.
Pero primero es necesario probar algunas técnicas que simplificaran estos calculos.

Suponga que A es un valor caracteristico de 4. Entonces existe un vector diferente de cero

X

x
v=|"2|#0 tal que Av = Av = A/v. Reescribiendo esto se tiene

(A=A =0 )

Si A es una matriz de n X n, la ecuacion (3) corresponde a un sistema homogéneo de n ecuacio-
nes con las incognitas x,, x,, ..., x,, Como se ha supuesto que el sistema cuenta con soluciones
no triviales, se concluye que det (4 — Al) = 0. De forma inversa, si det (4 — Al) = 0, entonces
la ecuacion (3) tiene soluciones no triviales y A es el valor caracteristico de A. Por otro lado,
si det (4 — AI) # 0, entonces la unica solucién a (3) es v = 0 de manera que A no es un valor
caracteristico de 4. Resumiendo estos hechos, se tiene el siguiente teorema.

Sea 4 una matriz de n X n. Entonces A es un valor caracteristico de A4 si y so6lo si

p(h) =det (4 —AI) =0 @

Ecuacion y polinomio caracteristicos

La ecuacion (4) se denomina la ecuacion caracteristica de A, p(L) se denomina el poli-
nomio caracteristico de 4.
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Como sera evidente en los ejemplos, p(A) es un polinomio de grado n en A. Por ejemplo, si

a b a b A0 a—»\ b
A= , ent A=A = — = A) =det (4 — M) =
[c d) entonces [c dj [0 KJ [ c d—kjyp() et ( )

(@a—MNd—\) —bc=\N—(a+ d\+ (ad — be).

De acuerdo con el teorema fundamental del algebra, cualquier polinomio de grado n con
coeficientes reales o complejos tiene exactamente 7 raices (contando multiplicidades). Esto sig-
nifica, por ejemplo, que el polinomio (A — 1)’ tiene cinco raices, todas iguales al ntimero 1.
Como cualquier valor caracteristico de A4 es una raiz de la ecuacion caracteristica de A4, se
concluye que

Contando multiplicidades, toda matrizde n X n
tiene exactamente n valores caracteristicos.

|
TEOREMA E Sea A un valor caracteristico de la matriz A de n X ny sea E, = {v: Av = Av}. Entonces
E, es un subespacio de C".
DEMOSTRACION Si Av = Av, entonces (4 — M)v = 0. Asi E, es el espacio nulo de la matriz A — A, que
= por el ejemplo 4.6.10, es un subespacio’ de C".
DEFINICION B Espacio caracteristico

Sea A un valor caracteristico de 4. El subespacio E, se denomina espacio caracteristico
o propio* de A correspondiente al valor caracteristico A.

Ahora se probara otro resultado util.

TEOREMA E Sea 4 una matriz de n X ny sean A, A,, ... , A valores caracteristicos distintos de A4
(es decir, A, # A, si i # j ) con vectores caracteristicos correspondientes v,, v,, ..., v,. En-
tonces v,, v,, ... , v, son linealmente independientes. Esto es: los vectores caracteristicos
correspondientes a valores caracteristicos distintos son linealmente independientes.

L DEMOSTRACION Se llevara a cabo la demostracion por induccion matematica. Comenzando con m = 2,
suponga que

v, ey, =0 (C))
Multiplicando ambos lados de (5) por 4 se tiene
0 = A(c,v, + c,v,) = ¢, Av, + c,Av,
o sea (como Ay, = Ay, parai=1,2)

My, + Ay, =0 (6)

[

 En el ejemplo 4.6.10, se vio que N, es un subespacio de R” si A es una matriz real. La extension de este resultado a
C" no presenta dificultades.

* Observe que 0 € £, ya que E, es un subespacio. Sin embargo, 0 no es un vector caracteristico.
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Se multiplica (5) por A, y se resta de (6) para obtener

(¢, My, + c,\v,) — (¢, AV, + ¢,AV,) =0
0 sea
(A, — Ay, =0

Como v, # 0 (por definicion de vector caracteristico) y como A, # A,, se concluye que
¢, = 0. Entonces, sustituyendo ¢, = 0 en (5), se ve que ¢, = 0, lo que prueba el teorema
en el caso m = 2. Ahora suponga que el teorema se cumple para m = k. Esto es, se su-
pone que k vectores caracteristicos correspondientes a valores caracteristicos distintos
son linealmente independientes. Ahora se prueba el teorema para m = k + 1. Asi que
se supone que

vy teyv, -ty e v, =0 )
Multiplicando ambos lados de (7) por 4 y usando el hecho de que Av, = Ay, se obtiene
My + ey, + e eVt o A Ve, =0 ®

Se multiplican ambos lados de (7) por A, _ | y se resta de (8):

Ay = A v oy = A Y, o gy — A )Y =0
Pero de acuerdo a la suposicion de induccién, v, v,, ... , v, son linealmente independien-
tes. Asi, c;(A, — A, ) =c,(A, — A ) = =c¢(A, —A,) =0;ycomo A, #A,  parai=
1,2,..., k, seconcluye que ¢, = ¢, = -* = ¢, = 0. Pero de (7) esto significa que ¢, ., = 0.

Por lo tanto, el teorema se cumple para m = k + 1y la prueba queda completa.

Si
11 12 In
A= Gy Gy 4y,
nl an2 o ann
entonces
a, - A ap, 1n
a a, —\ a

pM=det(A—A)=| 2

anl anZ ann - 7\'
y p(A) = 0 se puede escribir en la forma
PO =(=1) [M" 4B, A" A+ b [=0 )
La ecuacion (9) tiene n raices, algunas de ellas repetidas. Si A, A,, ..., A son las diferentes

raices de (9) con multiplicidades r,, r,, ... , r, , respectivamente, entonces (9) se puede factorizar
para obtener

()" PN =(A =LA (A =L, (h =X, )" =0 (10)
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MouLTiPLiCiDAD Los nimeros r, r,, ... , r, s¢ denominan multiplicidades algebraicas de los valores caracteristi-
L ALGEBRAICA  COS A, A,, ..., A, respectivamente.
Ahora es posible calcular los valores caracteristicos y sus espacios caracteristicos corres-
pondientes. Para esto se realiza un procedimiento de tres pasos:

Procedimiento para calcular valores caracteristicos y vectores caracteristicos
i) Seencuentra p(A) = det (4 — A[).
ii) Seencuentran lasraices A, A,, ..., A dep(X) = 0.

iii) Se resuelve el sistema homogéneo (4 — A,J)v = 0, correspondiente a cada valor carac-

teristico A,.
|

Observacion 1. Por lo general el paso ii) es el mas dificil.

Observacion 2. En los problemas 40 y 41 se sugiere una manera relativamente sencilla de encon-
trar los valores y vectores caracteristicos de matrices de 2 X 2.

m Calculo de valores y vectores caracteristicos

4-1 2
3 3—-L

(A = 1) (A — 6). Entonces los valores caracteristicos de 4 son A, = 1 yA, = 6. Para A, = 1 se

4 2
SeaA=[3 3J.Entoncesdet(A—M)= =@4-MNB-NMN—-6=AM-TrA+6=

3 2 0 . .
resuelve (4 — I)v=0o0 [3 2] [ B ] = ( ] Es claro que cualquier vector caracteristico corres-
x2

-3

2 -2 2 0
E =gen { 3}} Demanerasimilar, laecuacion (4 — 67 )v = 0significaque ( ; 3) ( i J = (0]
_ -3 x,

. . , : 2) o
pondientea A, = 1 satisface 3x, + 2x, = 0. Un vector caracteristico de este tipoes v, = [ j.As1,

0 X, = x,. Entonces v, =( ) es un vector caracteristico correspondiente a A, = 6 y E, = gen

{(J} Observe que v, y v, son linealmente independientes ya que uno no es multiplo del otro.

Nota. No es importante si se establece A, = 1yA, =6 0A, = 6yA, = 1. Los resultados no cam-
bian, en el sentido que para un valor caracteristico dado corresponde un vector caracteristico
en particular.

m Una matriz de 3 X 3 con valores caracteristicos distintos

1 -1 4 -1 -1 4
Sea A=|3 2 —1|. Entoncesdet(4—A)=| 3 2-1 -1
2 1 -1 2 I —1-A

= (A =20 =50 +6)=—(L — I)(A +2)(A — 3)

Por lo tanto, los valores caracteristicos de 4 son A, = 1,A, = =2y A, = 3. Para A, = 1 se tiene
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0 -1 4)x) (0
(A—Dv=[3 1 —1|x, |=|0
2 1 =2 0

Reduciendo renglones se obtiene, sucesivamente,

0 -1 4]0 0 -1 4]0
3 I -1 | 0]——|3 0 3 ] 0
2 1 =2 ] 0 2 0210
0 -1 4| 0 0 -1 4]0
— (1 01| 0]——|1 0110
2 0210 0 001 O
—1 -1
Asi, x, = —x,, x, = 4x,, un vector caracteristicoes v, =| 4 |y E, =gen 4 |¢. Parak,= -2
se tiene [4 —(—21)]v= (4 + 2I)v =0, o sea 1 1
3 -1 4)(x) (0
3 4 —1|lx,|=|0
2 1 1)\ x, 0
Esto lleva a
3 -1 410 3 -1 4 |
3 4 -1 | 0|]——|15 0 15 | 0
2 1 110 5.0 5710
3 -1 4]0 -1 -1 0] O
— 51 01 | 0]——>] 1 0110
5 0510 0 00 |0
1
Entonces x, = —Xx,, X, = —X, y un vector caracteristico es v, =| —1 |. Entonces
1 _1
E_, =gen {| —1 |;. Por Gltimo, para A, = 3 se tiene
-1
-2 -1 4 x, 0
(4=30v=| 3 -1 —1|x |=|0
2 1 —4){x) (0
y
-2 -1 4 10 -2 -1 410
3 -1 -1 ] 0]—— 5 0 =510
2 1 4]0 0 0 010

—_

o

|

—_
o o o

L

=)

|

—_
o o o
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1 1
Por lo tanto, x, = x|, x, = 2x, y v, =| 2 | de manera que E, =gen 1| 2
1 1

Observacion. En éste y otros ejemplos existe un numero infinito de formas de elegir el vector
caracteristico. Se seleccion¢ arbitrariamente un ejemplo sencillo haciendo una o mas de las x;,
igual a un numero conveniente. En este caso, una de las x; se hizo igual 1. Otra seleccion comun
es escalar el vector caracteristico para que sea unitario.

Una matriz de 2 X 2 con uno de sus valores caracteristicos iguales a cero

- 2-0 -1
—4 2-2

res caracteristicos son A, = 0 y A, = 4. El espacio caracteristico correspondiente a cero es sim-

=A* —4L =AML — 4). Asi, los valo-

1
Sea AZ( 2} Entonces det (A—M)z‘

plemente el espacio nulo de 4. Se calcula [ i _;J(xl J = [8], de manera que 2x, = x, y un
— X,

1 1
vector caracteristico es v, =[ j Por lo tanto, £, = gen {( ]} Al analizar lo que corresponde
2 2

. -2 -1} x 0 1
a A, = 4 se tiene =| |, de manera que E, =gen .
-4 -2 )\ x, 0 -2

Una matriz de 2 X 2 con valores caracteristicos conjugados complejos

3 =5 3— =5
SeaA=(1 J.Entoncesdet(A—M)=‘ lk o =AM -2\ +2=0y
L2 Efaa2) _2e=4 2w
2 2 2 B

Asi,\, =1+ iyA, =1 —i. Secalcula
.
2—i =5 0
[4—a+ir]v=|""" HE
1 -1-i)|x,) \o
y se obtiene (2—i)x, — 5x, = 0y x, + (—2 — i)x, = 0. Entonces x, = (2 + i)x,, lo que lleva al

2+i 2+i
vector caracteristico v, =[ . l] yE =gen {[ : ZJ} De manera similar, [A -1 —i)l]V =
2+i =5 \(x)_[0 _ , (2
124l =lo ox, + (=2 +ix,=0,loquellevaax, =2 —i)x,Vv,= ) y

s ()

Observacion 1. Este ejemplo ilustra que una matriz real puede tener valores y vectores carac-
teristicos complejos. Algunos libros definen los valores caracteristicos de matrices reales como

T Observe que las columnas de esta matriz son linealmente dependientes porque ( ;5 ) =(=2 i)(z1l).
—2—i
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las raices reales de la ecuacion caracteristica. Con esta definicion la matriz del Gltimo ejem-
plo no tiene valores caracteristicos. Esto puede hacer que los calculos sean mas sencillos, pero
también reduce en gran medida la utilidad de la teoria de valores caracteristicos y de vectores
caracteristicos.

Observacion 2. Note que A, = 1 — i es el conjugado complejo de A, = 1 + i. Adicionalmente,
las componentes de v, son conjugados complejos de las componentes de v, lo cual no es una
coincidencia. En el problema 38 de esta seccion se pide que se pruebe que

Los valores caracteristicos de una matriz real ocurren en pares conjugados complejos

y

los vectores caracteristicos correspondientes son conjugados complejos entre si.
|

Antes de presentar mas ejemplos, se demostrara un teorema que en algunos casos especia-
les simplifica los calculos de los valores caracteristicos.

Los valores caracteristicos de una matriz triangular son las componentes diagonales de
la matriz.

a a “en “ee a
Si 4=| 2 2 , entonces A — Al = . 228 ) 2
0O 0 - a 0 0 toa — A

y como el determinante de una matriz triangular es igual al producto de las compo-
nentes de la diagonal, se ve que det (4 — Al) = (a,, —M)(a,, — M) ... (a,, — A) con ceros
a,; Ay, ... , a, . La demostracion para una matriz triangular inferior es practicamente
idéntica.

Valores caracteristicos de una matriz triangular

EJEMPLO 8

2 56 22X 5 6
Sea A=|0 —3 2| Entoncesdet (A—Al)=| 0 —-3-1 2 |=Q-M)3-M)5-N)
0 0 5 0 0 5—A

con ceros (y valores caracteristicos) 2, —3y 5.
A continuacién se daran mas ejemplos del calculo de los valores y vectores caracteristicos
para matrices que no son triangulares.

Una matriz de 2 x 2 con un valor caracteristico y dos vectores caracteristicos

linealmente independientes
4—-2 0
0 4—%

caracteristico de multiplicidad algebraica 2. Como 4 = 41, se sabe que Av = 4v para todo vec-

1 0
tor v e IR? de manera que E, = R’ =gen {[0), [ J}

4 0
Sea A= (O 4]. Entonces det (4 — A1) =

‘Z(k—4)2 =0; asi, A = 4 es un valor

1



A.1 Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 313

Una matriz de 2 X 2 con un valor caracteristico

y so6lo un vector caracteristico independiente

4 1 4—A\ 1
Sea 4= . Entonces det (4 —Al) = =(A—4)’ =0; asi, L = 4 es un valor ca-
0 4 0 4—A
0 1) x
racteristico de multiplicidad algebraica 2. Pero esta vez se tiene (4 — 41 )v = ( OJ[ ! ] = [);2 J
x2
1
Por lo tanto x, =0, v, (0] es un vector propio y E, = gen{[oj}.
Una matriz de 3 x 3 con dos valores caracteristicos y tres vectores
caracteristicos linealmente independientes
32 4 3—Ar 2 4
Sead=|2 0 2| Entoncesdet(d—A)=| 2 —L 2 |==A+6A"+15A+8 =
4 23 4 2 3—-AL
—(L +1)*(A —8) =0 de manera que los valores caracteristicos son A, = 8 y A, = —1 (con mul-
tiplicidad algebraica 2). Para A, = 8, se obtiene
=5 2 4)fx 0
(A-8I)v=| 2 —8 2| x,[=|0
4 2 =5)\x 0
o reduciendo por renglones, se tiene
-5 2 410 -5 2 4]0
2 8 2| 0]——[-18 0 18 | 0
4 2 =510 90 -9 | 0
-5 2 410 02 —-11]0
—>|-10 1 | O|——|—-1 0 1 | 0
90 -9 | O 00 0] O
2 2
Entonces, x; = 2x, y x; = x; y se obtiene el vector caracteristico v =| 1 | y E, =gen | 1
4 2 4)x) (0 2 2
Para A, = —1 se tiene (4+[)v=|2 1 2| x,|=|0| lo que da la ecuacién tnica
4 2 4) x 0 1
2x,+x,+2x;=00x,= —2x, —2x,.Six, = 1 yx,; = 0,seobtiene v, =| =2 |.Six, =0yx, =1,
0 1) (o 0
se obtiene v, =| —2 |. Por lo tanto, £ =gen 1| —2 |, | =2 |;. Existen otras elecciones conve-
1 0 |
1
nientes para los vectores caracteristicos, por ejemplo,v=| 0 |estien E_ yaquev =1V, —V,.
-1

]
 Este calculo no es obvio pero si sencillo de realizar. No se dan los detalles algebraicos para un determinante de 3 x 3.
De aqui en adelante se seguird esta politica.
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Una matriz de 3 x 3 con un valor caracteristico y sélo un vector caracteristico

EJEMPLO 12

linealmente independiente

-5 =5 -9 —5—-1 -5 -9
Sea A=| 8 9 18|;entonces det(4—A)=| 8 9—A 18 |=— A =3\ =3A
-2 -3 -7 -2 -3 -7-A
—1=—(M\+1)>=0. Asi, A = —1 es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 3. Para
-4 =5 -9} x 0
calcular E_, se establece (4+)v=| 8 10 18|l x, |=| 0 |y se reduce por renglones para

. -2 -3 —6)\x, 0
obtener, sucesivamente,

-4 -5 =9 | 0 0 1 310 01 3]0
8 10 18 | 0|——| 0 =2 =6 | O|———| 0 0 0 | 0
-2 -3 =6 |0 -2 -3 -6 ] 0 -2 0 3|0
Esto conduce a x, = —3x,y 2x, = 3x,. Estableciendo x, = 2, se obtiene sélo un vector caracte-
3 3
ristico linealmente independiente: v =| —6 |. Por lo tanto, £, =gen {| —6
2 2

Una matriz de 3 x 3 con un valor caracteristico y dos vectores caracteristicos

linealmente independientes

-1 =3 -9 -1-12 -3 -9
Sea A=| 0 5 18| entonces det(4—Al)=| O 5-A 18 [=—(AL+1) =0. Asi,
0o -2 -7 0 -2 =T7—A
igual que en el ejemplo 10, A = —1 es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 3.
0 -3 —9)(x ) (0
Para encontrar £_, secalcula(4+I)v={0 6 18| x, |=| 0 |.Porlotanto, —2x,— 6x,=0
0 -2 —6)\x,) (0 0
0 x, = —3x,,y x,es arbitrario. Haciendo x, = 0, x, = 1,se obtiene v, =| —3 |. Haciendo x, =1,
1
1 0 1
x,;=1,sellegaav, =| —3| Deestamanera E_ =gen ¢| =3 |, | —3
1 1 1

En cada uno de los tltimos cinco ejemplos se encontro un valor caracteristico con una mul-
tiplicidad algebraica de 2 o mas. Pero como se vio en los ejemplos 9, 11 y 12, el nimero de vec-
tores caracteristicos linealmente independientes no es necesariamente igual a la multiplicidad
algebraica del valor caracteristico (como fue el caso en los ejemplos 8 y 10). Esta observacion
lleva a la siguiente definicion.
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Multiplicidad geométrica

Sea A un valor caracteristico de la matriz 4; entonces la multiplicidad geométrica de A
es la dimensién del espacio caracteristico correspondiente a A (que es la nulidad de la
matriz A — Al). Esto es,

Multiplicidad geométrica de A = dim E, = v(4 —AI)

En los ejemplos 8 y 10 se observo que para los valores caracteristicos de multiplicidad alge-
braica 2 las multiplicidades geométricas eran también 2. En el ejemplo 9 la multiplicidad geomé-
trica de A = 4 era 1 mientras que la multiplicidad algebraica era 2. En el ejemplo 11 la multiplici-
dad algebraica era 3 y la multiplicidad geométrica 1. En el ejemplo 12 la multiplicidad algebraica
era 3y la geométrica 2. Estos ejemplos ilustran el hecho de que si la multiplicidad algebraica de A
es mayor que 1, entonces no se puede predecir la multiplicidad geométrica de A sin informacion
adicional.

Si 4 es una matriz de 2 X 2 y A es un valor caracteristico con multiplicidad algebraica 2,
entonces la multiplicidad geométrica de A es = 2 ya que puede haber, a lo mas, dos vectores
linealmente independientes en un espacio de dos dimensiones. Sea 4 una matriz de 3 X 3 que
tiene dos valores caracteristicos A, y A, con multiplicidades algebraicas 1 y 2, respectivamente.
Entonces la multiplicidad geométrica de A, es = 2 porque de otra manera se tendrian cuatro vec-
tores linealmente independientes en un espacio de tres dimensiones. De hecho, la multiplicidad
geométrica de un valor caracteristico es siempre menor o igual que su multiplicidad algebraica.
La demostracion del siguiente teorema no es dificil si se prueban algunos otros hechos sobre los
determinantes. Como esto nos llevaria mas alla del alcance de este libro, se omite la prueba.’

Sea A un valor caracteristico de 4. Entonces

Multiplicidad geométrica de A = multiplicidad algebraica de A.

Nota. La multiplicidad geométrica de un valor caracteristico nunca es cero. Esto se deduce de
la definicion 1, que establece que si A es un valor caracteristico, entonces existe un vector carac-
teristico diferente de cero que corresponde a A.

En el resto de este capitulo, un problema importante sera determinar si una matrizde n X n
dada tiene o no n vectores caracteristicos linealmente independientes. Con lo que se ha estudia-
do en esta seccion, se vuelve evidente el siguiente teorema.

Sea 4 una matriz de n X n; entonces A tiene n vectores caracteristicos linealmente inde-
pendientes si y solo si la multiplicidad geométrica de cada valor caracteristico es igual a
su multiplicidad algebraica. En particular, 4 tiene n vectores caracteristicos linealmente
independientes si todos los valores caracteristicos son distintos (ya que entonces la mul-
tiplicidad algebraica de cada valor caracteristico es 1).

=
¥ Una demostracién se puede encontrar en el teorema 11.2.6 en el libro Advanced Engineering Mathematics (Nueva
York: McGraw-Hill, Inc., 1975) de C. R. Wylie.
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En el ejemplo 5 se observd una matriz para la que un valor caracteristico era cero. En rea-

lidad, por el teorema 1 es evidente que cero es un valor caracteristico de A4 si y solo si det 4 =
det (4 — 07) = 0. Esto permite extender, por ultima vez, el teorema de resumen.

Teorema de resumen (punto de vista 7)

Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes 11 afirmaciones son equivalentes; es
decir, cada una implica a las otras 11 (de manera que si una es cierta, todas las demas
son ciertas):

i) A esinvertible.
ii) La tnica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucidn trivial (x = 0).
iii) Elsistema Ax = b tiene una solucioén Ginica para cada n-vector b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad 7 .
V) A se puede expresar como el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada por renglones de A4 tiene n pivotes.
vii) Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.
viii) det 4 # 0.
ix) v(4) =0.
x) p(A) = n.

xi) Cero no es un valor caracteristico de A.

AUTOEVALUACION

Indique si los enunciados siguientes son falsos o verdaderos

I. Los valores caracteristicos de una matriz triangular son los niimeros en la diagonal de
la matriz.

Il. Sila matriz real A4 de 3 X 3 tiene valores caracteristicos distintos, entonces los vecto-
res caracteristicos correspondientes a esos valores caracteristicos distintos constituyen
una base para I’

lll. Sila matriz 4 de 3 X 3 tiene dos valores caracteristicos distintos, entonces 4 tiene a
lo mas dos vectores caracteristicos linealmente independientes.

IV. Si A tiene elementos reales, entonces A puede tener exactamente un valor caracteris-
tico complejo (es decir, un valor caracteristico a + ib con b # 0.

V. Sidet A = 0, entonces 0 es un valor caracteristico de 4.

Elija la opcion que responda acertadamente al enunciado propuesto

VI. 1 es un valor caracteristico de la matriz identidad 3 X 3. Su multiplicidad geométrica
es

a1 b)2 03

. Su multiplicidad geométrica es

S = N
- O O

1
VII. 1 es el tunico valor caracteristico de 4 =] 0
0

a)l b)2 A3
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Desarrollo de competencias A.1

De los problemas 1 al 26 calcule los valores caracteristicos y los espacios de la matriz dada. Si
la multiplicidad algebraica de un valor caracteristico es mayor que 1, calcule su multiplicidad

geométrica.
1. 2 7127 5707
-5 1 -7 2 -7 5
4. (2 71 s [0 6. | 0 73
5 =2 0 -3 -3 0
.32 g [3 2 o [2 75
-5 1 0 -3 5 -2
1 -1 0 5 4 2 1 -2
10. | -1 2 -1 1. |4 5 2 12. -1 2 1
0 -1 1 2 2 2 0 —1
0 10 122 -3 -7 =5
13./]0 o0 1 14| 0 2 1 15.] 2 4 3
-3 3 -1 2 2 1 2 2
-2 50 7 -2 —4 1 -1 -1
16.| 5 —2 0 17. |3 0 -2 18. |1 -1 0
0 0 1 6 —2 -3 1 0 —1
i 6 e 0100
12 4 0010
19. 0 2 3 2.0 1 3 2 21.
000 1
0 05 -1 -5 =2
000 1
4 0o 1 a b 0 0 a 0 0 0
2 30 1 00 a 00 0 a 00
22. 23. cbh#0 24.
-2 12 -3 00 ao 00 a O
2 -1 0 5 000 a 00 0 a
0 0 0 0
5.0 4 U libed#0 2.1 ¢ Tlibe#o0 27. 10300
00 ad 00 a 0O 0041
00 0 a 00 0 a 000 4

. , . a .
28. Demuestre que para cualesquiera nimeros reales a y b, la matriz 4 = ( J tiene valores
caracteristicos a = ib. a

De los problemas 28 al 34 suponga que la matriz 4 tiene valores caracteristicos A, A,, ..., A,.

29. Demuestre que los valores caracteristicos de 4"son A, A,, ..., A,.

30. Demuestre que los valores caracteristicos de a4 son ak,, ak,, . .., ak,.
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31.
*32.
33.
*34.
*35.
36.

37.

38.

39.

*40.

41.

42,

43.

Demuestre que A4~ 'existe si y solo si Ay Ayooosh #0.

Si A~ existe, demuestre que los valores caracteristicos de A~' son 1A, 1k, ... 1A,
Demuestre que la matriz A4 — af tiene valores caracteristicos A, — a, A, — a, . . . A, — av.
Demuestre que los valores caracteristicos de 4> son A, A3, .. ., A;.

Demuestre que los valores caracteristicos de A" son A7, A), ..., A param =1,2,3, ...
Sea A un valor caracteristico de 4 con v como el vector caracteristico correspondiente. Sea

pN) =a, + ar + a,l’ + - - - + a )" Defina la matriz p(4) por p(4) = a + a,A + a,4
+ -+ a,A". Demuestre que p(A)v = p(A)v.

Utilizando el resultado del problema 36, demuestre que si A, A,, . . ., A, son valores carac-
teristicos de 4, entonces p(A,), p(A,), . . ., p(A,) son vectores caracteristicos de p(A).

Demuestre que si 4 es una matriz diagonal, entonces los valores caracteristicos de 4 son
las componentes de la diagonal de 4.

2.0 00 2100 2100 2100
Sea/11:0200,Az:()200’A3:oz10’14:0210.
0020 0020 00 20 1o 0 2 1
000 2 000 2 00 0 2 000 2

Demuestre que para cada matriz A = 2 es un valor caracteristico con multiplicidad alge-
braica 4. En cada caso calcule la multiplicidad geométrica de A = 2.

Sea 4 una matriz real de n X n. Demuestre que si A, es un valor caracteristico complejo
de 4 con vector caracteristico v, entonces A, es un valor caracteristico de 4 con vector
caracteristico v,.

Una matriz de probabilidad es una matriz de n X n que tiene dos propiedades:
i) a;=0paratodaiyj.

ii) La suma de las componentes en cada columna es 1.

Demuestre que 1 es un valor caracteristico de toda matriz de probabilidad.

Sea A=[a

b
J una matriz de 2 X 2. Suponga que b # 0. Sea m una raiz (real o compleja)
c

de la ecuacion
bm*+(a@a—dym—c=0
demuestre que a + bm es un valor caracteristico de 4 con vector caracteristico correspon-

. 1 . . .
diente v =[ j Esto proporciona un método sencillo para calcular los valores y vectores
m

caracteristicos de las matrices de 2 X 2. [Este procedimiento aparecid en el articulo “A
Simple Algorithm for Finding Eigenvalues and Eigenvectors for 2 X 2 Matrices” de Tyre
A. Newton en el American Mathematical Monthly, 97(1), enero 1990, 57-60.]

a 0 . -
Sea 4 :( J una matriz de 2 X 2. Demuestre que d es un valor caracteristico de 4 con
c

vector caracteristico correspondiente [OJ
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B

-8B «a

44. Sea Az[ j donde o, B R:

i) Demuestre que los valores caracteristicos son « + if3.

ii) Encuentre los valores caracteristicos de la matriz B = A'A4.

MANEJO DE LA CALCULADORA

Los valores y vectores caracteristicos se pueden obtener directamente en la HP 50g.
Suponga que se introduce una matriz cuadrada 4 en el primer renglon de la pila, el co-
mando EGYV regresa los vectores caracteristicos y los valores caracteristicos de la matriz
A como se muestra a continuacion.

4 1 —1
Por ejemplo, si A=| —1 3 2 |y sequieren obtener los vectores y valores caracteris-
-1 2 1

ticos procedemos como sigue: escribimos la matriz en el primer renglén de la pila

[] wn [] aw

B&D BYI HEX K= "R"

{BOHE ts#i}

=11

g2

21

1t 1. -1. 4.
3. 2. -1.
2. 1. =i.

T I

(ALPHA)(ALPHA E G V)(ENTER) (ejecutando el comando para obtener valores y

vectores caracteristicos).

FAD HYZ HER K "H°
ZHOME t=ti2

s

2 .5-.25 1.

1. 1. -1.
11 T3, 2.7
T T T I

e

Las columnas de la matriz que se encuentra en el renglon 2 de la pila son los vectores ca-
racteristicos y el vector que aparece en el renglon 1 contiene los valores caracteristicos.
Para mayor informacion consulte el Manual del Usuario de la calculadora.

De los problemas 44 al 47 encuentre, con una calculadora, los valores caracteristi-
cos y un conjunto correspondiente de vectores caracteristicos para cada matriz.

102 —11 56 —0.031 0.082  0.095
45. | 38 —49 75 46. | —0.046  0.067 —0.081
83 123 —67 0.055 —0.077  0.038
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13 16 12 14 18
26 21 19 27 16
31 29 37 41 56
51 38 29 46 33
61 41 29 38 50

47.

De los problemas 48 al 52 existe un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 6.
Determine su multiplicidad geométrica. Observe que un nimero como 4E — 13 = 4 X
10" es, en efecto, igual a cero.

6 00 0 0O 6 1 0 0 0 0
06 00 0O 06 00 00
48. 0 06 000 49. 00 6 00O
0 0 06 00 0 0 06 00
000 06 0 00 0 0 6 0
000 0 O0 6 0 00 0 0 6
6 1 0 0 0 0 6 1 0 0 0 0 6 1 0 0 0 O
06 I 000 061 00 0 06 1 000
006 1 00 00 61 00
50. 51. 52.006100
00 0 6 00 0 00 6 I O 0006 10
00 0 0 6 0 000 06 0 00 0 0 6 1
00 0 0 0 6 0 00 0 0 6 00 0 0 0 6
RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION
. V n v m. F IV. F V. V VI. o Vil. b)

m IMATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACION

En esta seccion se describe una relacion interesante y util que se puede cumplir entre dos ma-
trices.

DEFINICION n Matrices semejantes

Se dice que dos matrices 4 y B de n X n son semejantes si existe una matriz invertible C
de n X n tal que

B=C'AC 1))

TransForMACiON  La funcion definida por (1) que lleva la matriz 4 en la matriz B se denomina transformacion de
= DE SEMEJANZA  semejanza. Se puede escribir esta transformacién lineal como

T(4) = C' AC
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Nota. C"'(4, + A)C = C'4,C + C'4,Cy C'(ad)C = aC 'AC de manera que la fun-
cion definida por (1) es, de hecho, una transformacion lineal. Esto explica el uso de la palabra
“transformacion”.

El proposito de esta seccion es demostrar que: 1) las matrices semejantes tienen varias
propiedades importantes comunes y 2) la mayoria de las matrices son semejantes a las matrices
diagonales.

Nota. Suponga que B = C'AC. Entonces al multiplicar por la izquierda por C, se obtiene
CB= CC'AC, 0 sea

CB = AC )

La ecuacidn (2) con frecuencia se toma como una definicion alternativa de semejanza:

Definicion alternativa de semejanza

A 'y B son semejantes si y solo si existe una matriz invertible C tal que
CB= AC

Dos matrices semejantes

2 1 4 -2 2 -1 2 —1\4 -2
Sea A= , B= yC= . Entonces CB = =
0 —1 5 =3 -1 1 -1 1){5 =3

3 -1 2 1 2 -1 3 -1
y AC = = . Asi, CB= AC. Comodet C=1+#0, Cesin-
1 -1 0 —1){—1 1 1 -1

vertible. Esto muestra, por la ecuacion (2), que 4 y B son semejantes.

Una matriz semejante a una matriz diagonal

1 0 0 -6 -3 25 2 4 3
SeaD=|0 -1 0, 4=| 2 1 8|yC=|0 1 —1]|.Cesinvertible porque
0 0 2 2 2 7 3 5 7

det C = 3# 0. Después calculamos.

2 4 3)(—-6 —3 25 2 4 3
CA=|0 1 -1 2 1 8/=10 -1 1
3 5 7 2 2 7 6 10 14

0 0)2 4 3 2 4 3
DC=/0 -1 0|0 1 —1|=|0 -1 1
0 0 2)\3 5 7 6 10 14

Entonces CA = DCy A = C"'DC, por lo tanto 4 y D son semejantes.

Nota. En los ejemplos 1y 2 no fue necesario calcular C~'. Solo fue necesario saber que C era
no singular.
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DEMOSTRACION
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EJEMPLO 3

Valores caracteristicos, vectores caracteristicos y formas candnicas

Si A y B son matrices semejantes de n X n, entonces 4 y B tienen el mismo polinomio
caracteristico y, por consiguiente, tienen los mismos valores caracteristicos.

Como A y B son semejantes, B= C 'ACy

det(B—AI)=det(C™' AC—A)=det[C'aC—C'(A1)C]
=det[C"'(4—M)C]=det(C™) det(4—2I) det(C)
= det(C™") det(C)det(4—M1) = det(C'C) det(4—1)
= det 7 det (A4 —Al) = det(A—A1)
Esto significa que A y B tienen la misma ecuacion caracteristica, y como los valores

caracteristicos son raices de la ecuacidn caracteristica, tienen los mismos valores carac-
teristicos.

Los valores caracteristicos de matrices semejantes son los mismos

TEOREMA E

1 00
En el ejemplo 2 es obvio que los valores caracteristicosde D={0 —1 0 |son 1, —1y?2. En-
0 0 2
-6 —3 25
tonces éstos son los valores caracteristicosde A=| 2 1 8 |. Verifique esto viendo si se
2 2 7

cumple quedet (4 — I)=det (A + 1) =det(4 —2I)=0

En muchas aplicaciones resulta util “diagonalizar” una matriz A, es decir, encontrar una matriz
diagonal semejante a A.

Matriz diagonalizable

Una matriz 4 de n X n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A4 es
semejante a D.

Observacion. Si D es una matriz diagonal, entonces los valores caracteristicos son sus compo-
nentes en la diagonal. Si 4 es semejante a D, entonces 4 y D tienen los mismos valores carac-
teristicos (por el teorema 1). Uniendo estos dos hechos se observa que si 4 es diagonalizable,
entonces A es semejante a una matriz diagonal cuyas componentes en la diagonal son los valo-
res caracteristicos de A.

El siguiente teorema establece cudndo una matriz es diagonalizable.

Una matriz A de n X n es diagonalizable si y so6lo si tiene 7 vectores caracteristicos lineal-
mente independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semejante a 4 esta dada por
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A, 0 0 0
0 A, 0 0
D=[{0 0 A, 0
0 0 0 - A
donde A, A,, ..., A_son los valores caracteristicos de A. Si C es una matriz cuyas colum-

nas son vectores caracteristicos linealmente independientes de A, entonces

D=cC'4c 3)

Primero se supone que A tiene n vectores caracteristicos linealmente independientes v,

V,, ..., ¥, que corresponden a los valores caracteristicos (no necesariamente diferentes)
Ao Ay oo AL
Sea
Cll C12 In
@ C @
= 21 — 22 — 2
Vl - 5 5 V2 - o s s Vrz - 'n
Cnl Cn2 Cnn
y sea
11 ClZ Cln
C= Cn Oy Con
Cnl cn2 Cnn

Entonces C es invertible ya que sus columnas son linealmente independientes. Ahora
bien

11 2 1n 11 12 In
AC = Cur Cn v G [ Cn G
anl an2 h arm cnl Cn2 C/m
i
; F ; g
ysevequelacolumnaide ACes 4| * | = Av,= Ay, Asi, AC esla matriz cuya columna
iesAy,y :
C .
ni
QL|011 }‘2612 xncln
AC = 7‘1021 7‘2622 }\'nCZn
}\'lc 1 )\'ZCnZ ’ }\'ncnn
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Pero
11 ch cln 1 0 0
CcD = CZI 022 cZn 0 }\'2 0
Cnl Cn2 cnn 0 0 7\‘"
}\'lcll 7\'2C12 }\'ncln
— }\'ICZI 7\«2C22 }\'nc2n
7\'16 1 7\'ZCnZ xncnn
Entonces
AC = CD @)

y como C es invertible, se pueden multiplicar ambos lados de (4) por la izquierda por
C ™' para obtener

D=C"'AC )

Esto prueba que si 4 tiene n vectores caracteristicos linealmente independientes, enton-
ces A es diagonalizable. Inversamente, suponga que A4 es diagonalizable; esto es, supon-

ga que (5) se cumple para alguna matriz invertible C. Sean v, v,, ... , v, las columnas de
C. Entonces AC = CD, e invirtiendo los argumentos anteriores, se ve de inmediato que
Av,=Ay,parai=1,2,...,n Entoncesv, v, ..., v, sonlos vectores caracteristicos de

A y son linealmente independientes porque C es invertible.

Notacion. Para indicar que D es la matriz diagonal con componentes diagonales A, A,, ..., A,
se escribira D = diag (A, A, ..., Q).

El teorema 2 tiene un corolario util que se deduce directamente del teorema A.1.3.

Si la matriz 4 de n X n tiene n valores caracteristicos diferentes, entonces A4 es diagona-
lizable.

Observacion. Si se seleccionan al azar los coeficientes reales de un polinomio de grado n enton-
ces, con probabilidad 1, el polinomio tendra n raices diferentes. No es dificil ver, intuitivamente,
por qué esto se cumple. Sin = 2, por ejemplo, entonces la ecuacion A* + gk + b = 0 tiene raices
reales si y s6lo si o’ = 4b —un evento muy improbable si a y b se eligen al azar—. Por supuesto,
se pueden escribir polinomios que tienen raices de multiplicidad algebraica mayor que 1, pero
son excepcionales. Por lo tanto, sin pretender precision matematica, es posible decir que la ma-
yoria de los polinomios tienen raices distintas. De esta forma, la mayoria de las matrices tienen
valores caracteristicos distintos y como se establecio al principio de esta seccion, la mayor parte
de las matrices son diagonalizables.
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Diagonalizacion de una matriz de 2 x 2

4 2 . . .
Sea Az( ] En el ejemplo A.1.3 se encontraron dos vectores caracteristicos lineal-

21
mente independientes v, :( 3] yv, = [J Después, haciendo C =( 3 lj se encontrd que

1 1({1 —1)4 2 21 1(1 -1 2 6 15 0 1 0
ClAC=- == —_— =
513 2){3 3){-3 1 513 2){-3 6 510 30 0 6
que es la matriz cuyas componentes en la diagonal son los valores caracteristicos de 4.

Diagonalizacion de una matriz de 3 x 3 con tres valores caracteristicos distintos

1 -1 4
Sea A={3 2 —1|. En el ejemplo A.1.4, se calcularon tres vectores caracteristicos-
2 1 -1
-1 1 | -1 11
linealmente independientes v, =| 4|, v, =|—1|y v, =|2| Entonces C=| 4 -1 2|y
1 -1 1 1 -1 1

C_IACZ—é -2 -2 6{3 2 -1 4 -1 2

. 1 -2 3} -1 -2 3 -6 0 0 1 00
= % -2 -2 4 2 6|= —é 0 12 0|=(0 =2 0
-3 0 -3 1 2 3 0 0 —18 0 0 3

con valores caracteristicos 1, =2y 3.

Observacion. Como existe un niimero infinito de maneras en las cuales se puede elegir un vec-
tor caracteristico, existe un numero infinito de formas para seleccionar una matriz de diagonali-
zacion C. El tnico consejo es elegir los vectores caracteristicos y la matriz C que sean los de
mas sencillo manejo aritmético. En términos generales, esto quiere decir que debe insertarse el
mayor nimero de ceros y unos posible.

Diagonalizacion de una matriz de 3 x 3 con dos valores caracteristicos distintos

y tres vectores caracteristicos linealmente independientes

3 2 4
Sea 4=|2 0 2|. Entonces, del ejemplo A.1.10, se tienen tres vectores caracteristicos
4 2 3 > 1 0
linealmente independientes v =|1 |, v, =| =2 | y v, =| —2 |. Estableciendo
P 1 0 2 0 1

C=|1 -2 —2]|seobtiene
2 0 1



326 APENDICE A

EJEMPLO 7
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| -2 -1 —2)(3 2 4)(2 1 0
CilACZ—a =5 2 442 0 21 -2 =2
4 2 =514 2 3)\2 O 1

. -2 -1 =2)(16 -1 O . =72 0 0 8 0 O

2—5 -5 2 4} 8 2 2 =—§ 09 0= -1 0

4 2 =5/l16 0 -1 0 09 0 0 -1

Este ejemplo ilustra que A4 es diagonalizable aun cuando sus valores caracteristicos no sean
diferentes.

Una matriz de 2 X 2 con sélo un vector caracteristico linealmente independiente

que no se puede diagonalizar

4 1 . . . L .
Sea A= —(0 4]. En el ejemplo A.1.9, se vio que A4 no tiene dos vectores caracteristicos lineal-

mente independientes. Suponga que A fuera diagonalizable (lo que contradice el teorema 2).
4 0
Entonces D= (O 4) y existiria una matriz invertible C tal que C"'AC = D. Multiplicando
esta ecuacién por la izquierda por C'y por la derecha por C~', se encuentra que 4 = CDC ™' =
4 0) -1 -1 -1 40
o 4I€ =C(41)C =4CICT =4CCT =41 = o 4|70 Pero A # D y por lo tanto no
existe tal C.

AUTOEVALUACION

Para los siguientes enunciados, diga si son falsos o verdaderos
I. Siuna matriz de n X n tiene n valores caracteristicos diferentes, se puede diagonalizar.

Il. Sila matriz 4 de 5 X 5 tiene tres valores caracteristicos diferentes, entonces 4 no
puede ser semejante a la matriz diagonal.

1 2 5
lll. Si A es semejante a la matriz| 0 2 4 |, entonces sus valores caracteristicos son 1, 2
y3. 00 3

Desarrollo de competencias A.2

De los problemas 1 al 20 determine si la matriz dada 4 es diagonalizable. De ser asi, encuentre
una matriz C tal que C"'4C = D. Verifique que AC = CD y que los elementos distintos de cero
de D sean los valores caracteristicos de A.

2 2 (37
(72



10.

13.

16.

19.

21.
22.
*23.

24.

25.
26.

27.

*28.

29.

*30.

31.
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010 1 -1 0

3 2
810 0 1 9. | -1 2 -1

=5 1

1 10 0 -1 1
210 1 1 -2 300
001 11. | -1 2 1 12. |0 0 1
000 01 -1 0 0 2
3 -1 -1 6 -3 -3 7 -2 —4
1 1 -1 14. 10 3 -1 15. |13 0 -2
I -1 1 0 -1 3 6 -2 -3
4 6 0 —-15 -6 -3 -7 =5
1 3 2 17. | -1 -2 =2 18. 2 4 3
-1 =5 =2 3 15 9 1 2 2
-2 =2 0 0 4 10 1
=5 1 0 O 20. 2 3 0 1
0 0 2 -1 -2 1 2 -3
0 0 5 —2 2 -1 0 5

Demuestre que si 4 es semejante a By B es semejante a C, entonces A4 es semejante a C.
Si 4 es semejante a B, demuestre que 4" es semejante a B” para cualquier entero positivo z.
Si A es semejante a B, demuestre que p(A4) = p(B) y v(A) = v(B) [sugerencia. primero de-
muestre que si C es invertible, entonces ¥(CA) = v(A4) demostrando que x € NA si y solo si
x € NCA. Después demuestre que p(4AC) = p(A4) demostrando que RA = RAC. Concluya
que p(AC) = p(CA) = p(A). Por tltimo, use el hecho de que C' es invertible para demos-
trar que p("'AC) = p(A)].

Sea p = (1 O]. Calcule D*.
0 -1

Si A4 es semejante a B, demuestre que det 4 = det B.

Suponga que C~'4C = D. Demuestre que para cualquier entero n, A" = CD"C"". Esto pro-
porciona una forma sencilla para calcular las potencias de una matriz diagonalizable.

Sea 4= (; _4). Calcule 4™ [sugerencia: encuentre C tal que A = CDC™'].

Sea 4 una matriz de n X n cuya ecuacion caracteristica es (A — ¢)" = 0. Demuestre que A
es diagonalizable si y solo si 4 = cl.

32 4
Use el resultado del problema 26 y el ejemplo 6 para calcular 4%, si 4={2 0 2|
4 2 3

Sean A y B dos matrices reales de n X n con valores caracteristicos distintos. Demuestre
que AB = BA siysélo si Ay Btienen los mismos vectores caracteristicos.

Si A es diagonalizable, demuestre que det 4 = A, A,, ..., A ,donde A, A,, ..., A sonlos
valores caracteristicos de A.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

v . F m v
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m FORMAS CUADRATICAS Y SECCIONES CONICAS

En esta seccion se utiliza el material anterior para extraer informacioén sobre las graficas de
ecuaciones cuadraticas. Las ecuaciones y las formas cuadraticas que se definen a continuacion,
surgen de muchas maneras. Por ejemplo, se pueden usar formas cuadraticas para obtener infor-
macion sobre las secciones conicas en R (circulos, parabolas, elipses, hipérbolas) y extender esta
teoria para describir ciertas superficies, denominadas superficies cuadrdaticas, en R*. Estos temas
se estudiaran mas adelante en esta seccion, aunque en este texto no se analizaran. Las formas
cuadraticas surgen en una gran variedad de aplicaciones que van de la descripcion de las funcio-
nes de costo en economia al analisis del control del recorrido de un cohete en el espacio.

DEFINICION n Ecuacion cuadratica y forma cuadratica

i) Una ecuacion cuadratica en dos variables sin términos lineales es una ecuacion de la
forma

ax* + bxy + cy* =d 1))

donde |a| + |b| + |c| # 0. Esto es, al menos uno de los nimeros a, b y ¢ es diferente
de cero.

ii) Una forma cuadratica en dos variables es una expresion de la forma

F(x, y) = ax® + bxy + cy2 ()

donde |a| + |h] + |c| # 0.

Es evidente que las ecuaciones y las formas cuadraticas tienen una fuerte relacion. Se co-
menzara el analisis de las formas cuadraticas con un ejemplo sencillo.

1 -2
Considere la forma cuadratica F(x, y) = x* — 4xy + 3)°. Sean v = [XJ y A =( 5 3].

o L2

=(x" —2xy) + (—2xy + 3p)) = x* —dxy + 3y* = F(x, y)

Entonces

De esta manera se ha “representado” la forma cuadratica F(x, y) mediante la matriz simétrica
A en el sentido de que

F(x,y)=Av-v 3

De forma inversa, si 4 es una matriz simétrica, entonces la ecuacion (3) define una forma cua-
dratica F(x, y) = Av - v.
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Se puede representar F{(x, y) por muchas matrices pero solo por una matriz simétrica. Para ver

esto,sea 4 = (Zly ;Z] ,dondea + b = —4. Entonces, Av - v= F(x, y). Si, por ejemplo, 4 :( ; i}

x+3 . ce
entonces Av = Y1y Av-v = x? — 4xy + 3)% Sin embargo, si insistimos en que A sea
—7x+3y
simétrica, entonces debe tenerse « + b = —4 y a = b. Este par de ecuaciones tiene una solucion
Unicaa = b = —2.

Si F(x, y) = ax® + bxy + ¢y es una forma cuadratica, sea

) :[ a b/zj @

b/2 ¢

O (A B W e T

=ax’ +bxy +cy* =F(x,y)

Entonces

Se regresa ahora a la ecuacion cuadratica (1). Usando (3), se puede escribir (1) como

Av-v=d (C))

donde A es simétrica. Existe una matriz ortogonal Q tal que Q’AQ = D, donde D = diag(\, A,)
y A, y A, son valores caracteristicos de 4. Entonces 4 = QDQ' (recuerde que Q' = Q") y (5) se
puede escribir como

(ODQV) -v=d (©6)
Pero dado que, Av -y = v - A'y. Asi
Q(DQY) - v=DQV- OV @)
de manera que (6) se convierte en
[DOV]- Qv =d ®

Sea v’ = Q'v. Entonces v’ es un vector de 2 componentes y (8) se convierte en

Dv' v =d (€))

Considere (9) con mas detenimiento. Se puede escribir v’ = ( ,]. Como una matriz diagonal es
y

_ a o0
simétrica, (9) define una forma cuadratica F(x’, ') de las variables x" y y'. Si D Z[O J,

"0 ! "x! _ o '
entonces Dv’z(a ,j x, = a,x’ y F(x,y)=Dv' -v' = axix =a'x? +c'y”?
O C y C y C,y, yl

Es decir, F(x', ') es una forma cuadratica en la que falta el término en x'y'. Por lo tanto, la
ecuacion (9) es una ecuacion cuadratica de las nuevas variables x', y’ sin el término x'y’.
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Expresion de una forma cuadratica en las nuevas variables x’ y y’ sin el término x'y’

L EJEs PRINCIPALES

Considere la ecuacion cuadratica x* — 4xy + 3> = 6. Como se vio, la ecuacién se puede

1 -2

escribir en la forma Ax - x = 6, donde 4 =( 3]. Esta matriz A se puede diagonalizar a

(2-5 0
D_[ 0 2445

J usando la matriz ortogonal

oo [2 1—\/§J
Jio—25 —1+45 2

Entonces

X—=———

x:(;J =0 Jm—lTﬁ[l _23 _126]@

) 2x+(—l+\/g)y

J10-2y5 | (1=+5)x+2y

y, para las nuevas variables, la ecuacion se puede escribir como
(2 —\/g)x'z +(2—|—\/§)y’2 =6

Se analizara de nuevo la matriz Q. Como Q es real y ortogonal, 1 = det Q' = det QQ' =
det Q det Q' = det Q det Q = (det Q)*. Entonces det Q = *1. Sidet Q = —1, se pueden inter-
cambiar los renglones de Q para hacer el determinante de esta nueva Q igual a 1. Asi, se puede

cosf —senb

demostrar (vea el problema 44) que Q = ( ] para algin nimero 6 con 0 =< 6 < 277.

sen 6 cosf

Pero del ejemplo 5.1.8, esto significa que Q es una matriz de rotacion. Por lo tanto, se ha de-
mostrado el siguiente teorema.

Teorema de los ejes principales en I?
Sea
ax* + bxy + cy* =d 10)

una ecuacion cuadratica en las variables x y y. Entonces existe un niimero Gnico 6 en
[0, 277] tal que la ecuacién (10) se puede escribir en la forma

ax*+cy*=d an

donde x" y y’ son los ejes obtenidos al rotar los ejes x y y un angulo 6 en el sentido contra-

rio a las manecillas del reloj. Mas atin, los numeros a’ y ¢’ son los valores caracteristicos
a

b/2

de la ecuacidn cuadratica (10).

2
de la matriz 4 :( / ) Los ejes x" y ¥’ se denominan ejes principales de la grafica
c
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Se puede usar el teorema 1 para identificar tres secciones conicas importantes. Recuerde
que las ecuaciones estandar de un circulo, elipse e hipérbola son

Circulo: X +yr=r 12)
2 2
Elipse: 2—2 + Z}—z =1 13)
x2 y2
——5=1 14
aZ b2 ( )
Hipérbola: 0
y2 2
—=—-—=1 15
aZ b2 ( )

Identificacion de una hipérbola

M Solucion

Identifique la seccion conica cuya ecuacion es
X +4dxy+3)=6 (16)

En el ejemplo 1 se encontrd que esto se puede escribir como (2 s ) X%+ (2 +4/5 ) ¥y =6,0sea

72 72

6/(2y+ J5) B 6/(\75—2)

Esta es la ecuacion (15) con a 2416/(2 +\/g) =1.19yb =4[6/(\/g —2) = 5.04. Como

oo [2 1—«5]
Jio—2ds (—1+45 2

y det Q = 1, se tiene, usando el problema 44 y el hecho de que 2 y —1++/5 son positivos,

cosf = 2 = 0.85065

J10=25

Entonces 6 esta en el primer cuadrante, y
utilizando una calculadora, se encuentra
que 6 = 0.5536 rad = 31.7°. Por lo tanto,
(16) es la ecuacién de una hipérbola es-
tandar rotada un angulo de 31.7° (vea la
figura A.1).

=1

Figura A.1

La hipérbola
x'—4xy + 3y =6
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EJEMPLO 3 Una elipse

Identifique la seccion conica cuya ecuacion es

5x*—2xy + 57 =4 a7

., 5 -1 L.
B Solucion  Enestecaso 4= [ ], los valores caracteristicos de 4 son A, = 4y A, = 6 y dos vectores ca-

o) g e o (UE i)

Antes de continuar, debe observarse que det Q = —1. Para que Q sea una matriz de rotacion es
necesario que det Q = 1. Esto se logra facilmente invirtiendo los vectores caracteristicos. Asi,

I R VAL R S YNC) N R VACRR YN ~
se hace A, =6, A, =4, Vl_(—l/\/EJ,VZ_(l/\/E]}IQ_[—l/\/E l/\/EJ,ahoradetQ—l.

6 0
Entonces D = [0 4] y (17) se puede expresar como Dv - v =40

racteristicos ortonormales son v, :(

6x7 + 4y =4 (18)

B IHE e R el

Reescribiendo (18), se obtiene x' / (%) + "% /1=1, que es la ecuacién (13) cong = \E yb=1.Mas

donde

aun, como 1/\/5 >0y —1/\/5 < 0, del problema 44, se tiene 6 = 277 — cos ™' (1/\/5) =27 —af 4=
77/ 4=315". Por lo tanto (17) es la ecuacion de una elipse estandar rotada un angulo de 315°

(0 45° en el sentido de las manecillas del reloj) (vea la figura A.2).

<

4

<
2 1
Figura A.2
La elipse /\ =
5x* — 2xy + 5y° = 4 \ VA > X
> =
1 31
A
X

EJEMPLO 4 Una seccién conica degenerada

Identifique la seccion conica cuya ecuacion es

,

TS

—5x* 4+ 2xy —5)' =4 (19)

B Solucion  Haciendo referencia al ejemplo 3, la ecuacion (19) se puede volver a escribir como

—6x2 — 4y =4 (20)
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Como para cualesquiera niimeros reales x' y y', —6x’? —4y’? = 0, se ve que no existen numeros
reales x y y que satisfagan (19). La seccion conica definida por (19) se denomina seccién conica
degenerada.

Existe una manera sencilla de identificar la seccidén conica definida por

ax* + bxy + cp* =d 21

2
SiAd= a4 b/ , entonces la ecuacién caracteristica de 4 es
b/2 ¢
M —(a+ oh+ (ac—b14)=0= (A =L)AL —AL)
Esto significa que A\, = ac — b*/4. Pero como se ha visto, la ecuacién (21) se puede volver a
escribir como
AXP+ Ayt=d (22)

Si A, y A, tienen el mismo signo, entonces (21) define una elipse (o un circulo) o una cénica
degenerada como en los ejemplos 3 y 4. Si A, y A, tienen signo contrario, entonces (21) es la

ecuacion de una hipérbola (como en el [ejemplo 2). Por lo tanto, se puede probar el teorema 1
que se expuso mas arriba.

Nota. En el ejemplo 2 se tenia det 4 = ac — b*/4 = —1. En los ejemplos 3 y 4 se tenia det 4 = 24.

Los métodos que acaban de describirse se pueden usar para analizar las ecuaciones cuadraticas
en mas de dos variables. A continuacién se proporciona un ejemplo.

Una elipsoide

Considere la ecuacidén cuadratica

5x* + 8xy + 5)° + 4xz + 4yz + 22°= 100 23)
5 4 2 X
Sid=|4 5 2|yv=|y | entonces (23) se puede escribir en la forma
2.2 2 z
Av - v =100 (24)
1 0 0
Porloque Q'AQ=D=|0 1 0],donde
0 0 10
1N —18V2 23
o=| 1N2 —152 2/3
0 a2 13
Sea
v —-1N2 A2 0
vi=|y|=ov=|-12 152 42
z' 2/3 2/3 1/3 |\ z
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(1N2) =+ (1A2)
= | (132~ (132 + (4342
(2/3)x +(2/3)y +(1/3)=

Entonces, como antes, 4 = QDQ'y Av - v = QDQv-v = DQ'v- Q'v = Dv' - v. Por lo tanto,
(24) se puede escribir en términos de las nuevas variables x’, y’, z' como Dv’ - v/ = 100, o sea

2 432 + 1022 = 100 (25)

En I’ la superficie definida por (25) se denomina elipsoide (vea la figura A.3).

Figura A.3

El elipsoide 5x* + 8xy +
5y% + 4xz + dyz +
27°= 100, que se puede
escribir en las nuevas
variables como

x4y +102'* = 100.

¥4y + 1022 = 100

Existe una gran variedad de superficies de tres dimensiones de la forma Av - v = d, donde v €
2. Esas superficies se denominan superficies cuadraticas.

Podemos cerrar esta seccion con la observacion de que las formas cuadraticas se pueden
definir en términos de cualquier nimero de variables.

DEFINICION E Forma cuadratica

xl
X, PP G
Seav =| * |ysea 4 unamatriz simétrica den X n. Entonces una forma cuadratica en x,,
X
n
X, ..., X, €s una expresion de la forma

Flx, Xy ..., %)= Av - ¥ (26)

EJEMPLO 6 Una forma cuadratica en cuatro variables

> 1 2 -2 X,
Sea a= M > yv= %2
2 6 7 -1 x

w

|
)
)

|
—_
w
=

N
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Entonces

2 1 2 =2)x X,
-4 6 510 % X
Av-v = 2 2
2 6 7 =11 x, X,
-2 5 —1 3 x, x,

2x,+ x, +2x, —2x, |[ x,

_ x, —4x, +6x, +5x, || x,

2x, +6x, +7x, — x, || X,

—2x, +5x, — x,+3x, ]\ x,

=2x] +2xx, —4x] +4xx, +12x,x,

—|—7x32 —4xx, +10x,x, —2x,x, + 3xj

(después de simplificar).

Una matriz simétrica que corresponde a una forma cuadratica en cuatro variables

B Solucion

Encuentre la matriz simétrica 4 que corresponde a la forma cuadratica

2 2 2 2
5x; —3xx, +4x; +8xx, —9x,x, + 2x3 —xx, +7x,x, +6x,x, +9x;

Si 4 = (ay), entonces, observando los ejemplos anteriores de esta seccion, se ve que a, s el co-
eficiente del término xl.2 y a; + a; es el coeficiente del término x,x;. Como A4 es simétrica, a; =
a;; asi, a; = a; =  (coeficientes del término x,x,). Uniendo todo esto se obtiene

5 -2 4 -1
PR
4 -2 2 3
SEE R

AUTOEVALUACION

Elija el inciso que mejor responda a lo planteado en el enunciado.

I. Si A4 es una matriz simétrica real con dos valores caracteristicos positivos, entonces
Av - v =d >0 es la ecuacion de

@) una parabola b) una elipse ¢) una hipérbola

d) dos rectas ¢) ninguna de las anteriores
Il. Si A es una matriz simétrica real con un valor caracteristico positivo y otro negativo,
entonces Av * v = d > () es la ecuacion de

@) una parabola b) una elipse ¢) una hipérbola

d) dos rectas ¢) ninguna de las anteriores
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lll. Si A es una matriz simétrica real con un valor caracteristico positivo y uno igual a
cero, entonces Av * v = d > 0 es la ecuacion de

a) una parabola b) una elipse ¢) una hipérbola

d) dos rectas ¢) ninguna de las anteriores

IV. Si A es una matriz simétrica real con dos valores caracteristicos negativos, entonces
Av - v =d > 0 es la ecuacion de

a) una parabola b) una elipse ¢) una hipérbola

d) dos rectas ¢) ninguna de las anteriores

Desarrollo de competencias A.3

De los problemas 1 al 17 escriba la ecuacion cuadratica en la forma Av - v = d (donde 4 es una
matriz simétrica) y elimine el término xy rotando los ejes un angulo 6. Escriba la ecuacion en
términos de las nuevas variables e identifique la seccion conica obtenida.

1. 3x* =2xy—5=0 2. 4x* +4xy+y* =9 3.3x +2xy+3)y° =5
4. 4x* +4xy—y* =9 5. xy=1 6. 3xy=1

7. xy=a;a>0 8. 4x* +2xp+3y°+2=0 9. xy=a;a<0

10. x*> +4xy+4)y° —6=0 1. —x* +2x—3y° =0 12. 2x° +xp + > =4

13. x> —2xp+3)y° =5 14. 3x* —6xy +5y° =36 15. x* —3xy+4y* =1
16. x> +xp+)y> =5 17. 6x> +5xy —6)> +7=0

18. ;Cuales son las formas posibles de la grafica de ax® + bxy + ¢y* = 0?

De los problemas 19 al 23 escriba la forma cuadratica en términos de las nuevas variables x’, y’
y z' de manera que no estén presentes los términos de productos cruzados (xy, xz, yz).

19. x> —2xy+y* —2xz —2yz+ 2* 20. —x*+4xy — Yy +dxz +dyz + 27
2. ¥+ xy+ )y +3xz+ 2 22. 3x° + 4xy + 2y7 + 4xz + 427

23. XT—2xy +2)F = 2yz + 7

De los problemas 24 al 26 encuentre una matriz simétrica 4 tal que la forma cuadratica se pue-
da escribir en la forma Ax - x.

24. xf +2xx, + x22 +4xx, +6x,x, + 3x32 +7xx, —2x,x, + xf

25. xl2 —x22 +xx,—x,x, + xf

26. 3x] —7xx, —2x) +x,x, —x,x, +3x] —2xx, + x,x, — 4x,x, —6x]
+ 3x1x5 = 5x,x, +x,x, — x52

27. Suponga que para algiin valor de d diferente de cero, la grafica de ax® + bxy + ¢y* = des
una hipérbola. Demuestre que la grafica es una hipérbola para cualquier otro valor de d
diferente de cero.

28. Demuestre que si a # ¢, el término xy en la ecuacion cuadratica (1) se elimina rotando un
angulo 0, si 0 esta dado por cot 20 = (a — ¢)/b.



29.

*30.

31.

32.
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Demuestre que si a = ¢ en el problema 28, entonces el término xy se elimina rotando un
angulo 7/4 o un angulo —7/4.

.y . ’ ’ 2 ’ .7 ’ 4 2
Suponga que una rotacién convierte a ax® + bxy + ¢y’ ena (x ) +b (xy ) +c (y ) .
Demuestre que:
a) atc=a + ¢ by b* —dac=0b""—4d'c’

Se dice que una forma cuadratica F(x) = F(x,, x,, . . ., X,) es positiva definida si F(x) = 0
paratodax e R"y F(x) = 0siysoélo si x = 0. Demuestre que F'es positiva definida si y s6lo
si la matriz simétrica A asociada a F tiene valores caracteristicos positivos.

Se dice que una forma cuadratica F(x) es positiva semidefinida si F(x) = 0 para todo x € R".
Demuestre que F es positiva semidefinida si y solo si los valores caracteristicos de la matriz
simétrica asociada a F'son todos no negativos.

Las definiciones de negativa definida y negativa semidefinida son las definiciones en los proble-
mas 31y 32 sustituyendo = 0 por = 0. Una forma cuadratica es indefinida si no es de los tipos
anteriores. De los problemas 33 al 43 determine si la forma cuadratica dada es positiva defini-
da, positiva semidefinida, negativa definida, negativa semidefinida o indefinida.

33.
37.
41.

*44,

45.

46.

3x* +2y° 4. X — )7 35. —3x7 — 3)° 36. 3x* —2)°

3x* —20xy +3° 38 X7+ 2xy + 2)° 39. x7 — 2xy + 27 40. x> —4xy + 3)°

—x*+4xy— 3 42, —2xX +xy—2)° 43, —x*+2xy—2)°
a b . ,

Sea Q 2( ] una matriz ortogonal real con det Q = 1. Defina el nimero 6 € [0, 27]:
c

a) Sia=0yc>0,entonces § = —cos ' a (O <6= 77/2).
b) Sia=0yc<O0,entonces = 2 —cos 'a  (3m/2 =0 < 2m).
¢) Sia=0yc>0,entonces § =cos 'a (77/250<7r).

d) Sia=0yc<0,entonces @ =27 — cos ' a (7T< 05377/2).

e) Sia=1yc=0,entonces 6 = 0.

f) Sia=—1yc=0,entonces § = 7

(Aqui cos “'x € [0, 7] para x € [—1, 1].) Si se elige # como se describi6, demuestre que
cosf —senf
Q =
sen cosf
Demuestre, utilizando la formula (22), que la ecuacion (21) es la ecuacion de dos rectas en

el plano xy cuando d = 0 y det A # 0. Si det 4 = d = 0, demuestre que la ecuacion (21) es
la ecuacién de una sola recta.

Sea A la representacion matricial simétrica de la ecuacion cuadratica (1) con d# 0. Sean A,
y A, los valores caracteristicos de 4. Demuestre que (1) es la ecuacion de a) una hipérbola
si A, A, < 0y b) un circulo, elipse o seccion conica degenerada si A, y A, > 0.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

I. b) Il ¢) . d) IV. ¢)



A PROBLEMAS IMPARES

Unipap 1
1.9—7i.  3.9+2i 5.29+2i
7. =27 450 9. —2i=2¢ 2
3mi
1. 2V2¢ +. 13, 342677 =327
15. 6" 17. 3 —i=2¢ ©
2mi
19. —1+if3=2¢3 21. & =—1
23. =1 25. A2 —IQ
4 4
27. 33+3i 29, —23-2i
3. —2-2\3; 33 V2 =1-i
35. 3+4i 37. 4 — 6i.
N _2mi
39. —7i=7i  41. Te 7
smi _
43. Te 3 45, 001
47. Buscamos los numeros z = a + i tal que

z=—7z,por lo tanto z=-2z = a +iB=
—(atif)=at+if=—(a—if)=a=0,
esto significa que los Ginicos numeros que
tienen la propiedad z=-z son aquellos

que su parte real es cero, es decir, z es un
imaginario puro.

49.

51.

53.

55.

La ecuacion de una circunferencia centra-
da en el origen de radio unitario se puede
escribir como x>+ 3> =1. Sea z=x+1iy
entonces |z['=zz = (x + iy)(x + iy) =
x* + % por lo tanto un circulo unitario se
puede representar por | z|=1.

Es el conjunto de puntos que incluyen al
circulo de radio a centrado en z; y a todo
su interior.

T

Suponga que p(z) = z" +aq,
az+a, = 0. Entonces

z"+a
o

lz"fl +---+alz+ao=6=0=

"+a " '+taz+a =
n—1 1 0

Z"+a, 2" '+--+az+a, (yaquelas

a, sonreales) =z" +a,

+a,=p(z)=0

' etaz

Aqui, se ha usado el hecho de que para
cualquier entero k (zk) = (2)".

Como (cos@ + isend)' =cos1 -6 + isen
1 -6, la fbrmula de DeMoivre se cumple
para n = 1. Suponga que se cumple para
n = k; es decir, (cos® + isend)" = coskf
+ isenkf. Entonces (cosf + senf) "' =
(cosf + isen)* (cosh + isend) = (coskd

+ isenkf) X (cosf + isen6) = [coskO



UnipAD 2

Problemas 2.2

cosf — senkf sen] + i[senkf cosf +
coskf senf] = cos(kO + 6) + isen (k6 +

1. x:—E’ :—E
5 5
a,ay —a,d, = 10
17 23
3. x=—— =—
9 7 19
a,d,, —a,a, = 19
5. No hay solucion
a,a,, —a,a,, =0
11
7. x=— =-30
) y
a,a,, —a,a, = -2
9. x=0 y=0
apdy, —apay, =—11
3
11. x=— ==
7 Y 7
a,,dy, —a,d, =21
13. x=-1 y=2
a,a, —a,a, =—1
15. x=—° y= ¢
a+b a+b
a#0, b#0 y a+b#0
a,a,, —a,a, =a’ b’
17. K# -2 y K # 1 porque

19.

21.

a,a,a,, ta,a,a,+a,a,a, —a,a,a

227733 21732713 23712 31722713
—a,a,,a,, — a,a,a, = (K —1)*(K +2)#0
1 1 1

x = , V= z =
2+ K 2+ K 2+ K

Se necesita que —ab — ab =—2ab # 0
=a#0yb#0.

Se necesita que @ + ¥ =0=a =0y
b=0,c#00d=#0.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.
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0) = cos(k + 1)0 + isen(k + 1)0, que es
la férmula de DeMoivre paran = k + 1.

El punto de interseccion es
19 11

x:%, y= %

No hay punto de interseccion.

. . 1 13

El punto de interseccién es x = i
. ., 67 2

El punto deinterseccidones x = —, y = —.
45 15

Sea m, la pendiente de L y sea m, la pen-

diente de L , entonces m, = —%; m, :%
L:2x+3y=1y L :2x+3y=0.

2 3
Punto de interseccion | ——,——
137 13

d:\/(—%—ojz +[—%_oj2 :\/%

Sea m, la pendiente de L y sea m, la pen-

diente de L , entonces m, Zg; m, = —g.

L:5x+6y=3yL :6x+5y=28

Punto de interseccion (3, 2)

a’z\/(Bv—Z)er(z_Ej2 _s1

5 5

Sea m, la pendiente de L y sea m, la pen-
. 7 3

diente de L , entonces m, = PRS-

L:=7x+3y=0,yL:3x+7y=-38.

Punto de interseccién (— —,— —]

2 2
i=[-1+2] 45413
29 29 29

El punto de interseccion es (2, 1), la dis-
tancia entre el punto y la recta 2x — y =6

_3s
=
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Problemas 2.3

39. Sea x el nimero de aves y sea y el numero
debestias, entonces x + y =60; 2x +4y =
200 = x =20y y =40.

41. Por contradiccion, suponga lo contrario,
es decir, suponga que existe solucion unica
cuando a,,a,, —a,a, =0. Del problema
40 se sabe que las rectas que forman al sis-
tema (1) son paralelas. Por lo que el sistema

(1) tiene un nimero infinito de soluciones o

Nota: Cuando hay un numero infinito de so-
luciones, se escriben soluciones seleccionando
la ultima variable arbitrariamente. Las solu-
ciones se pueden escribir de otras maneras.

1. 2,-3,1)

(151

22 2
5. El sistema no tiene solucion.
7. (-9, 30, 14)

9. El sistema no tiene solucion.

11. (0,0, 0)
;3.3 71
3 6 3
15‘ (4 - 2x2 + 4x39 xz, x3 )7 x2, x3 S D arbitra-
rias.

17. (7=2x, +x, = x,, X,, X, X,), X,, %, x, € R

arbitrarias.
20 4 28 3 45 9

19. | ———x, ——+—=x, ——+—x,%, |,
13 13 13 13 13 13

x, € R arbitrarias.
1 1 5 1

21 (_5 + 5)64, _5 - 5)64, _9 - 2X4, x4),

x, € R arbitrarias.
23. El sistema no tiene solucién.
2. (21

55

27. Forma escalonada por renglones.

29. Ninguna.

43.

45.

31.
33.
35.
37.
39.

41.

43.

ninguna solucién. Esto contradice la supo-
sicion de que existe solucion tnica, por lo
que se tiene la contradiccion deseada.

Sea x el numero de tazas y y el numero
de platos. Entonces 3x +2y =480; 0.25x
+0.20y =44= x =80y y =120.

Las ecuaciones ahora son 3x + 2y =480;
0.15x +0.10y =24 y el sistema no tiene
solucion.

Forma escalonada reducida por renglones.
Ninguna.
Forma escalonada reducida por renglones.
Ninguna.
Forma escalonada por renglones
1 15
o1

forma escalonada reducida por renglones

)

Forma escalonada por renglones

1 -1 1

0 ll,
6

0 0 1

forma escalonada reducida por renglones
1 00
01 0.
0 01

Forma escalonada por renglones

1 -2 4
-

11

0 O 1

forma escalonada reducida por renglones
1 00
01 0.
0 01
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45. Forma escalonada por renglones 51. La informacion es inconsistente.
1 -2 -1 53. El sistema aumentado en forma reducida
0 1 % ’ 1 -1 3 b
. 0 57 —2b
forma escalonada reducida por renglones por renglones s a4
0 0 O0]|—-2a+b+c
1 0 0
1 por lo tanto el sistema es inconsistente si
01 > —2a+b+c=0.
. 3560 2700 3200 5. a,a,ay, +ayana; +a,a,a, —a,a,a,
x = , X, = , X, = .
49 ? 49 ’ 49 3,00, — a,0,,0, 7 0.
49. 6 dias en Inglaterra, 4 dias en Francia y
4 dias en Espaia.
RAD HYZ HEHX K-~ 'H' RAD HYZ HEHX K-~ 'H' RAD HYZ HEHX K-~ 'H'
THOHE CASDIRY Usk THOHE CASDIRY Usk THOHE CASDIRY Usk
ST |4 ’ I:

59.

61.

63.

65.

3. 3. -F.-1. 4.
-1. -2. 3. B. -7.

a. 2. -1.-4, 2.
1. -1. 5. 2. -4,

a. 2. -1.-4. 2.
1. -1. 5. 2. -4. 1. 8. 8. 8. =3.1p
3. 3. 7. -1. 4. a.1.8.8, 5.
-1.-2. 3. 8. -7. a.68.1.8, 8.,
RREF B, 8. 1. 2

@
a
1
B. 8. 8. 1. 2.
[HATRI[PRINICASIN[HODUL[RERL AJPERTO]

por lo tanto el resultado

esx, =—3,x,=4, x,=0, x, =2.

RAD HYZ HEHX K-~ 'H'
HOME_CASDIRZ Uk

e

Lo LR §
e

-14.7 38.29 92.34
—77.21 71.26 -16.5¢

|23 42 =-16.89 57.31
91.82 81.43 33.94

HWATRI[FRINI HODUL) FERIN

RAD WYZ HEX R~ "K' RAD WYZ HEX R~ "K'
LHOME CASDIRY  USK LHOME CASDIRY  USK
=11 e
=4 =
1: =H

-14.7 38.29 92.3¢ 1:

~77.21 ?1.26 -16.5¢ . -.2927835;
91.82 £1.43 323.94 . 8, —12.2175"
RREF+4 B G, B 1. 3‘9 , 93551

WATRI[FRINI|CAZIN|NODUL|REALA|FERID PRINIICASIN[NODULIREALA[FERTO

23.42 -16.8%9 S7.31
1. 6.0, 6, -17.29815)
a. a.
1.

por tanto el resultado es

x, =—1729, x,=-029, x, =—12.92, x, =39.94.

RAD HY2 HEX R= "W'
THOKE CASDIRY

B 2-1-4 2

1 -1 2 -4
3 3 -1 4

-1 -2 a -7
| fA [HATRI|PRINI|CASIN[MODULIREALA

1
=L

EAD HYZ2 HEX R= 'H' EAD HYZ2 HEX R= 'H'

THOME CAZDIRY THOME CAZDIRY

2 1: =152 4

1: B2 -1-42 T NP
’é 333 TI T
123 @ -7 88 1335753

REF 1z

BB 8
[_Af_[MATRI[PRINT[CASINIMODUL |_An_[MATRI[PRINT[CASINIMODUL]R

0 WYZ HEX R= "'
OHE CASDIRY

e
B

-14.7 38.29 92.34
—77.21 71.26 -16.5¢

|23 42 =-16.89 57.31
91.82 81.43 33.94

| cC | BB | AR _[HATRI[PRINI[CASIN]

RAD Y2 HEY B= ‘%' RAD HV2 HEX K= 'H'

LHOME CASDIRZ {HOME CASDIRZ

=11 T

28 3:

1: [23.42 -16.89 S7.31||2:
-14.7 38.29 92.3¢(]|1: [1. @. 8. 8. -17,2931%)
=7r.21 71.26 -16. S‘_ a. 1.8, a8, .28969@‘
91.82 81.42 323.94 a. 8. 1.8, -12. 9@65]

REF+ @. B. 8. 1. 39.92912

| cC | BB | AR _[HATRI[PRINT | cC | BB | AR _[HATRI[PRINT

Si los elementos no son
renglon.

numeros exactos, el algoritmo produce la forma reducida por

RAD HY2 HEX R= "W'
THOKE CASDIRY

2:

1: ] 6.1 -2.4 23.3 -1
-14.2-31.6 =5.8 9
18.5 46.1 -19.6 —»
37.3 -14.2 &2 1¢

A 17.7 47.5 56
| cc | BB | AR [MATRI[PRIMI[CASIN

RAD HY2 HEX R= "RK' EAD HYZ2 HEX R= 'H'
THOME CREDIRY THOME CAZDIRY
Ti[6.1 -2.4 23.3 -1]|2:
-14.2-31.6 -5.8 a||1: [1. 0. 0. 6. 8. ,4443¢
18.5 46.1 -19.6 - @. 1. @. 4. @. 1.989¢
37.3 -14.2 62. 1¢ 6.0, 1.8.8. 2514
.8 17.7 47.5 S¢ @, B, B. 1. B. —4.945
REF a. la. 9. 8. 1. 1.867%
[cc e | an [waTkrpringlchsan] | [cc | ee | An [WATRI[PRINI|CASIN]

Si los elementos no son
renglén.

nimeros exactos, el algoritmo produce la forma reducida por
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RAD WYZ HEX K= "% FAD WYZ HEX K= 'R' FAD WYZ HEX K= 'R'
AHOMES 4HOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ
i [=H i
Ei si Ei
67. s £ i
=H 12 [1.00@ 0.002 —1.27E €| |28
i3 I-I.B-E@@ Ti.20@ 4&. IB.BBB 1.000 @.40= -1 Iil@@@ D.000 -1.27VE €
41.=00 —-7E.Q00 —SZk 2.000 0.0090 Q.909 ¢ 2. 000 1.000 @.40= -F
G1.500 E5.400 —ZG.||REF Q. 000 0. 000 @.000 ¢
[ tstd [Topnn] Ts7 Jcasoa] | | cc [ 66 | wn [wnikalernxlcassol| ["cc T 66 | [WATRIPRINIChsn]
Observamos que tenemos un reglon de ceros por lo que se tienen infinitas soluciones. Al
resolver el sistema x, —1.275x, = 0.961, x, + 0.403x, = —0.090, se obtiene (0.961 + 1.275x,,
—0.090 — 0.403x,, x,), x, € R, arbitraria.
FAD WYZ HEX K= 'R' FAD WYZ HEX K= 'R' FAD WYZ HEX K= 'R'
AHOME CASDIRZ 4HOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ
i [=H i
Ei si Ei
69. |5 H &
=H i E =2 1i =1 iz 10E||2:
i3 IE -2 11 —-15 1Z 105 I—B S —14 =9 26 —&iH||15 Iil@@@ 2. 000 Q.20 -7
-5 & —-14 -3 ZE —-Elr 7 =ig-12 21 - E= D. 000 1.000 O.22Q —p
7 =18 -1Z2 E1 -Z 5= REEF Q. 000 0. 000 1.000 1.
[ cc 1 b6 | an nnreafcasaniwoonc] |l cc T ee | wn_Iwntkalcastnlnoouc] | [Tcc T 66 ] A WaTkIlcasTnnooud]
De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es
1 0 0 —7616 11.870 31.348
0 1 0 —4.867 6.775 11.043 |de donde se obtiene como soluciones
0 0 1 1121 —3.072 —2.696
(31.348 +7.616x, —11.870x,, 11.043 +4.867x, —6.774x,, —2.696 —1.121x, + 3.072x,, x,, x,),
x,, x, € R arbitrarias.
RAD WYZ HEX K= " RAD WYZ HEX K= " RAD WYZ HEX K= "
AHOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ
=H =H =H
EH a EH
71. |3 I=H =i .
b=H i3 E =2 11 -1 12 1@||=:
i3 = -2 11 —-1g iz 1@ =& S -14 -9 2E —§ 1 [1.000 0,000 @, 000 &,
—& & =14 -9 Z& —f 7 =18 —-12 21 -2 EB: 2,000 1,000 0,000 @,
7 -1 -1Z2 Z1 -2 5= =15 42 Z1 -17 42 &= 2. 000 2,002 1.000 &,
=15 42 ZE1 -17 42 &Z||RREF D 000 0,000 B.000 1.
[ cc T ee | an Darezlcastnimoonc] i cc [ ee | wn_[wntkalcastnlnoout]f ["cc T 66 | [WaTkIlchsTnnoouL]

De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es

1 0 0 0 11.870 50.540
01 0 0 6775 23330
0 01 0 —3.072 —5520
00 01 0 2.520

de donde se obtiene como soluciones (50.540 — 11.870x,, 23.330 — 6.774x,, — 5.520 +
3.072x,, 2.52, x;), x, €R arbitrarias.

Problemas 2.4

1. (0, 0). 43x, 4x,
o 11. BT TR , X, X, €R
3. (3x,, x,), x, € R arbitraria.
arbitraria.
x, Sx . .
5. [—3, —3, st, x, € R arbitraria. 13. (0, 0, 0, 0).
6 6
15. (3x,, x,), x, € R arbitraria.
4x, Sx
[_—3, -, X3j, x, € R arbitraria. 17. (0, 0, 0).
7 7

19. k=—
9. (0, 0). 11
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RAD WYZ HEX K~ "H FAD WYZ HEX K~ 'H' RAD WYZ HEX K~ "H
AHOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ
=H i =H
T [=H T
[=H =H [=H
21 =H EH =H
- |3z =2 a3
EH b=H EH
=H i3 li. 10 4.20 -3.S@ 2. G122
i3 l2. 19 4,20 —=.50 @.4 —E.99 2. 70 9.50 Q.@e|]1f L@@ @.00 -—-1.85
=S« T0 Z. 7@ TS0 Q.0 | |REF4 Q.00 1,00 —Z. ZQE-Z ©
[ cc [ B | A [WATRIJCASTnWODULYR] cC | BB [ #h [WATRIJCASInWOCULYE] cC | BE [ AR _INATRIJCASIAHODUL]

0 1 —0.0023 0

de donde se obtiene como soluciones (1.66x,, 0.0023x,, x,), x, € R arbitraria.

De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es [ 1o —166 O]

23.

o
anNEINEE

atad
nhuRaT=s
atad
nhuRaT=s

H E25.90 —16.00 1=5.00
s [EE.00 —15.00 1=, 00 I—iE.BB .02 1.0 ¢
—ig,.,2@ =.02 1.0k Q.00 —-S.00 .00 2,00 1,00 0,08 —Z, G
.00 —-S.00 ©.00 REF4 0,00 0,00 1.00 @.71

[PPAaR] CC | BB [ AA [WATRT [PPAaR] CC | BB [ AA [WATRT [PPAaR] CC | BB [ AA [WATRT

: II-@B .02 2,00 -8, ==

De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es

1 0 0 —-033 —0.15 0
010 —-200 325 0
001 071 —-0.10 O

de donde se obtiene como soluciones (0.33x,, 0.15x,, 2x, —3.25x,, —0.71x +0.10x,, x,, x),
x,, x, € R arbitrarias.

Ejercicios de repaso de la unidad 2

L (o) RN
B —0 1 2 7
3. No hay solucion. 0 5 -5 _7
5. (—1/3,0,7/3) 1 —1 2 4
7. (0,0, 0) —|0 1 2z 7
0 0 —-15 —42
9. xlz%, xZZi, xsz—é 1 -1 2 4
83 83 83
0 12 7
11. (0, 0, 0)
0 0 1 14
13. (0,0) >
(Forma escalonada por renglones)
15. (0,2, —1,3) 1 0 4 11
17. (0,0, 0, 0) __ o2 7
14
19. Forma escalonada reducida por renglones. 001 5
21. Esta en forma escalonada por renglones. 1 00 _é
23. Forma escalonada reducida por renglones. 7
1 -1 2 4 0 01 14
25. -1 2 0 3 5

2 3 -1 1 (Forma escalonada reducida por renglones)
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UnipAaD 3

Problemas 3.1

15.
17.
19.
21.
23.
25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

2 —-15
-3 3. 5
11 20

3,1, =5, 2)
(=8, 12, 4, 20)
(34, 12, —3, 48)
3,7, =32, 2)
(=1 1, 10, 5)
(=7, 9, 18, 13)

39

6 15
-3 6
-2 =2

2 1
—6 1
-7 —13
-2 —-13
-9 —4
—13 21
—11 -23

14 1
-2 4

7 15
—15 10
-1 =5
-9 —13

8 -3

-3 13

33 48
—44 20

E=3C—-2B— A=

—11
12
=25

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

0 8 -5
9. (o] 1. |-14 13. ] —10
0 42 43
4 2
11 33
A+2B+3E=|11|=E=| -1 -4
I 16 11
303
1 =5 0
-3 4 -5
-14 13 -1
-2 8 —1
3 -8 5
21 =20 2
2 -4 7
9 10 5
-7 4 2
-1 -1 -1
-3 -3 —10
-7 3 5
0 0 —4
0= -8 —4 -9
-6 8 -2
-1 -1 -5
D=—4—-B—-C=| -9 -5 —10
-7 7 =3
0 1 -1
Al 1|=41212|—| 3||=| O
11 5 - 2

(A + B) + C=((a) + (b)) + (c¢), pero
para cada i,j, la suma de escalares es
asociativa, por lo que (4 + B) + C = ((a,)
+(b,) +(¢,)=(a,) + (b)) + (c,)
=A+(B+C)



Problemas 3.2

61.

11.
13.
15.
17.

19.

21.

23.

25

27.

29.

31.

33.

35.

° 2 wo=

S = = O
S = O =
—_ O =
S = O O

~14
-23
47

Xy +yz + zx

Como a’ =0 entonces a-a=ga, +a;

+otal=0
—132

4

28

-9 34
6 10

—1 58
-8 15

No esta definido.

18 15 35
9 21 13
10 9 9

(7 16)

63.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

Unidad 3 345

Los elementos de d + e representan la de-
manda para los cuatro tipos de materia
prima si cada fabrica va a producir una
unidad. 2d es el total de la materia prima
que necesita la fabrica 1 para producir 2
unidades.

-1 0
0 1
B:
1 -1
2 2
a =d, b arbitrariay ¢ = 0

4=|a b

0 a
Utilizando el principio de induccién ma-
tematica:

B a 1 I_ a 1
0 « 0 «
K a 1 g af kat!
n: =
0 « 0 af
a 1) (o (k4 1)t
0 « 0 at !
l k+1 1 1 1 k
n=k+1 o =« o
0 « 0 « 0 «
o 1) Kt (@t (k+1)at
0 « 0 at 0 aft!

Realizando la operacion indicada se llega
a la conclusion.

Realizando las operaciones se verifica la
propiedad.

a) Hay 2 personas en el grupo 1, 5 per-
sonas en el grupo 2y 7 personas en el
grupo 3.

2101213
b) AB=
0202101

No son ortogonales.



346  RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

51. Ortogonales. tivos. Si Py Q son matrices de n X n, sea
v el vector columna de dimensién n con

53. Ortogonales. cada elemento igual a 1; observe que si

B 4 A es una matriz de n X n, la suma por
3. a=5 _E'B renglon de sus elementos es 1 si y sélo si
1 Av =v. Como (PQ)v = Pv = v, se puede
Ls observar que PQ es una matriz de proba-
57. a)(2, 3, 5, 1) b) 0'5 : ¢) total de horas, 11. bilidad.
2 71. a) S,>8,>S,>8,
80000 45000 40000 1 b) La calificacion es el nimero de juegos
59. a)( 50 0 10 j'b) 3 ganados por el jugador i mas la mitad
1 de los juegos ganados de los jugadores
0 (255 OOOJ que perdieron con el jugador i.
120 73. Al realizar las operaciones indicadas se
llega al resultado.
0 -8
61.
75. |18 |42 | 6 | 30
63. | n 38 6l14]2]10
57 106
00100
00010
65. 4/=/0 00 0 1}
00000
00 0O0O0
000 1O0
00001
A£=/0000 0f
00 0 0O
06000 0 81.36  83.30 8. 1 g7 089
20 60
000 0 1 89. (17 +2° + 3)(2° + 3° + 4°) = 1386
00000 > i
A4=[0 0 0 0 0| £=0 oL 2(-3)
00000 o
00000 93. i?
;—(1) g—é % 95 ( 1)1+1 2i+1
67. PQ=| 4 I | cada componente es . 2

= i+

1 3

nl— D

5 S

8
menor a la unidad y la suma por renglo- 97, 2 2k —1)(2k +1)
neses I. k=1

69. Como cada elemento de Py O son positi-  gg_
vos, los elementos de PQ son todos posi- j

DM

(alj + azj)
0



Problemas 3.3

Unidad 3

103. i i aZibijcj5

4 4
101 ) Ya,
J
i=2j=1 i=1j=1
N N N N N N
105. Z (@, =b)= 2 (a, +(=Db,) = 2 a, + 2 (—Db, = Z @ - 2 b,
k=M k=M k=M k=M k=M k=M
RAD HYZ HEX R~ "H' RAD HYZ HEX R~ "H' RAD HYZ HEX R~ "H'
HOKE ChSDIRS ZHOME CRSDIRS HOKE ChSDIRS
7i D 7i
=H EH =H
= b-H 1.22 4d4.892 E.Z21 =
107. |3 I-t.as —=. 36 9.571 EH]
=4 E.25 =E.=21 -4.27 =4
i3 I1023 d. 532 5.21] i3 S5l —2-3@] i3 I-lE-B? —25-34]
=1.@85 —-2.96 S.57 —Z2. 05 Q.53 d4d4.42 —-45.07
E. 28 —-5.31 —4.Z27 2«67 —-5.23 91.7E G« 22
| FFAF | | EE_| i _[WATRI] [FPak] cC | BE | AR _JWATRI] [FPak] cC | BE | AR _JWATRI]
RAD HYZ HEX R~ "H' E4 B~ "H'
ZHOME CASDIRS biks
109.
H I2302 EE.2 19.5 —-=1 [—-EEE? -3-3555]
1.9 —-39.6 17.94 E1ip « 5207 S« 3072
S0«5 —17«3 —-19.9 Z5. —=1.4255 E.5459
| cc | BB [FPak] cC | BE | AR _JWATRI]
2
111. 4 = A=
z:1 a.l
RAD HYZ HEX R~ "H'
ZHOME CRSDIRS
-
=H
i
s |&:
A = |5i
EH
=4
i3 i. 93-] [1- 3959-]
Qs SEs Qs 10249,
| cC | BE | AR [WATRI]
A50 —
i3 [1-E@ =«.EL1E i3 [1-E@ 4. E=@
@.E@ 1.E1E @.E@ 1.E=0
| cC | BE | AR [WATRI] | cC ] BE | hi [WATRI[CASIN[MODUL]
I 2 -1} x, 2 3 —1)fx 0
4 5\ x, 7.1 —4 2 I|x,|=|0
7 3 “9)\x 0
1 3 =3 X, 6
307 -1 2| x |=|7 9. x+x,— x,=7
5 2 -1 x, 8 4x, —x, +5x, =4
6x, +x, +3x, =20
4 -1 1 -1\ 7" 7
X, 1. 2x + x,=2
5. 13 1 -5 6 =
x, —3x, +4x,=3
2 -1 1 0 9 5 5y =5
X, X, t5x, =

347
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Problemas 3.4

13.

15.

17.

19.

21.

23.

11.

13.

15.

17.

19.

x, =2
x, =3
X, = -5
x, =6
9x3=2
3x, +7x, =—1

2x, +4x, +6x,=3

3)51 + x, —}—Sx3 =6
2xl +3x, +2x3 =4

Tx, +2x, =1
3x, + x,=2
6x, +9x, =3
x=(2,0+x,3,1

20 7 2
X=|—7>» > 3
33 3

No invertible.
No invertible.

No invertible.

s 1 2
5 5 5
A= -2 5
v _1 _3
35 35 35
1 -1 —1
A'=]0 1 —1
0O O 1
No invertible.

2 L
3 15
a=lo 4 -2
0 O 1
0 1 -1
A= 2 =2 -1
-1 1 1
No invertible.

25.

27.

29.

31.

21.

23.

25.

27.

1 4
x=(2, L 0)+x|——, ——, 1
N
x=(—1, 4, 0, 0) + (—3x, +5x,, 4x, —7x,,

X, X,)

Sustituyendo ¢y, +¢,y, en la ecuacidén

diferencial se tiene (c,y, +c,y, Y +

a(x)(c,y, ¢,y )' +b(x)(c,y, +¢,y,)=0;
agrupando en términos con y, y ,,
¢, (v, talx)y, +b(x)y) +c,(y, +alx)y,

+ b(x)y,) =0, pero como y, y y, son solu-
ciones, ¢,(0)+¢,(0)=0=0=0.

Sustituyendo las condiciones iniciales y(0)
= 1= ¢, cos(0) + ¢,sen(0) = ¢, =1, y’(0)
=—1=—¢ sen(0) + ¢, cos(0) = ¢, =—1.

Lot 22
o 1 3 -3
-2 2 3 2

Observe que 44, A A ' A4 =1.

Entonces por el teorema 8 4 4,--- 4 es

: : : -1 1 -1
invertible con inversa A A4

(4]

Si A==*Ientonces 4’ =1.Sia, =—a,y
_1_ 2
a,a, =1—a; entonces
(_azz alz]
a21 a22
2 —
:( a4, T a,a, 4@y, + alzazzj =7
2
a22a21 + a22a21 a21a12 + aZZ
El sistema Bx = 0 tiene un numero infi-

nito de soluciones (por el teorema 1.4.1).
Pero si Bx = 0, entonces ABx = 0. Por lo
tanto, del teorema 6 [partes i) y ii)], AB no
es invertible.



29.

31.

33.

35.

sen 6 cosf O ?
cos® —senf 0| =7;estamatrizessu
0 0 1

propia inversa.

Sea D una matriz diagonal. Suponga que
D es invertible con inversa 4. Como AD
= I, entonces a,d, = 1 para cada i. Por
lo tanto, los elementos de la diagonal de
D son diferentes de cero. El converso, su-
ponga que d, # 0 para cada i. Entonces
la Unica solucion al problema Dx = 0 es
la solucién trivial. Por el teorema 6, D es
invertible. O puede escribir D" directa-
mente como en el problema 32.

1 1
2 6 30
4
=0 4 -3
0 o0 &
Se demuestra el resultado para el caso de

que A sea triangular superior. La demos-
tracion para una triangular inferior es si-
milar. Considere el sistema homogéneo

all alZ al3 al,n -1 aln
0 a22 a23 a2,n -1 a2n
o 0 O a . a _
n—1n—1 n—1n
0 0 0 0 a
m
X, 0
X, 0
X =|:
xn*l O
X 0

Suponga que a,,, a,,, ... , a,, son todas di-

ferentes de cero. La ultima ecuacion en el
sistema homogéneo es ¢_x_ = 0, y como
nn - n

a,#0,x, = 0.La pentltima ecuacion es

x =0

n—1,n"n

a X +a

n—1Ln—1"n—-1

ya, ,,_,#0,x = 0implica que x, _,
= 0. De manera similar, se concluye que
x,=x,=--=x,_,=x,=0,porloque
la inica solucion al sistema homogéneo es
la trivial. Por el teorema 6 [partes i) y ii)],

37.

39.

41.

43.

Unidad 3 349

A es invertible. Inversamente, suponga que
una de las componentes de la diagonal, di-
gamos a,,, es igual a 0. Entonces el sistema
homogéneo Ax = 0 tiene la solucién

[Sia; = 0 conj# I, entonces se elige x
como el vector con un 1 en la posicion j y
0 en cualquier otra parte.] Usando el teo-
rema 6 otra vez, se concluye que 4 no es
invertible.

Cualquier multiplo de (1, 2) diferente de
cero.

M=I1+F(\ —4,)"'B
=B"'(M — AF)(?\‘} —A4.)"'B
+F(M —4,)"'B
=[B'(M — A - BF)—FF](M —A4.)"'B
=(B'M —-B'A—B'BF+F)
(M—4.)"'B
=(B"'M —B'AYM —4,)"'B
=B'(M —A)M —4,)"'B
entonces
M =[B'(M — AYM — A4,)"'B]"
=[(M —4,)"'BI'[B"'(M — 4)]"
=B'(M — A4.)M — A)"'B.
Por lo tanto se demuestra que:
M'=B"'(M—A4,)M—A4)"'B
3sillas y 2 mesas.

4 unidades de 4 y 5 unidades de B.

0293 0 0
A=|0.014 0.207 0.017 |,
0.044 0.010 0.216

matriz
tecnologica

a)

matriz de Leontiff =7 — 4

0.707 0 0
=|—-0.014 0.793 —-0.017 |;
—0.044 —0.010 0.784
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47.

49.

51.

53.

55.

59.

61.

1.414 0 0

by (I—4)"'=[027 1261 027
0.080 0.016 1.276
13213 18 689
x=(1—-4)"17597 |=| 22598
1786 3615
1
2| invertible.
0 1
2 1
2 2 | invertible.
0 —1
-1 2
0 1 —14 | no invertible.
0 0 0
1 02 3
012 7
no es invertible.
001 &
0 0 0 O
i) Suponga que A4 es invertible. Enton-

ces Ax =0 implica que x=4"'0=0.
Cuando se reduce la matriz aumen-
tada (4|0) a su forma reducida por
renglones se obtiene (7 |0). Utilizando
las mismas operaciones elementales
por renglones llevan 4— I. El con-
verso, suponga que A es equivalente
por renglones a I. Escriba (4|1) y re-
duzca por renglones 4 a [ y se obtiene
(A|I)— (I|B). Por lo tanto 4B=1.
Queremos mostrar que B4 = [. Es sufi-
ciente mostrar que BAX = x para cada
vector x con n elementos. Observe que
B es equivalente por renglones a /. Por
lo tanto, para cada x, se puede encon-

La inversa de la matriz es:

[10.099858156028
[—0.101873971631
[0.143262411348

—0.076501182033
0.272151300236
—0.67139479905

La inversa de la matriz es:

[[—1.69701053654 1.60958317276
[—.793941492883 1.67786019382

2.30794647641
0.951949895801

trar una y tal que By =x. Por lo tanto
BAx = BA(By) = B(A4B)y = By =x. Por
lo tanto, A4 es invertible.

ii) Suponga que A es invertible. Supon-
ga que Ax =b = Ay. Premultiplicando
por A" se obtiene 47" (Ax)= A~"(Ay).
Se concluye que x =y. El converso, su-
ponga que el sistema 4x = b tiene una
solucion unica para cada vector b de n
elementos. Esto implica que A4 es equi-
valente por renglones a /. Por lo tanto,
por el inciso i) A4 es invertible.

iii) Suponga que 4 es invertible. Por el in-

ciso i) A es equivalente por renglones a
la matriz identidad /. I se encuentra
en forma escalonada reducida por ren-
glones y tiene n pivotes. El converso,
suponga que una forma escalonada
por renglones de A tiene n pivotes. En-
tonces la forma escalonada reducida
por renglones de la matriz 4 es la ma-
triz identidad 7 . Por lo tanto, la matriz
A es equivalente por renglones a la ma-
triz I . Por el inciso i) 4 es invertible.

57. De (A” Oj[B” B”]:[I OJ se
AZI AZZ BZI B22 0 I

obtienen las siguientes ecuaciones: 4,,B,,
=1 A4,B,, =1 A,B, = 0, A,B,, +

2P 11812 aPn

4,8, = 0= B, = 4., B, = 4,
B, = 0. B, = 4, (4,,4,,"), 4,B,, = O,
Ay By + ApB, = Oy AyB), + Ay,B),
= I. Resolviendo para B, se obtiene B,
= A, B, =0, B, = A,/ (=4,4,) y

11>

B,, = A,,"; por lo tanto,
-1 —
[AU 0 ] _ 4] o)
4, Ay A;; (_A21A;11) A;zl

—0.076312056738]
—0.192056737589]
0.075177304965]).

1.41376091667]
0.261501231662]
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[1.95621257025
[—0.654423076042

—0.200637557471
.641726876009

63. La inversa de la matriz es:

[[0.333333333333 —.208333333333

[0 0.125
[0 0
[0 0

Unidad 3 351
—0.462876267722 0.357416829406]
—.249248482807 .536103553562]]
1.675 —1.42142857143]
—.325 0.578571428571]
0.2 —.1142857142806]
0 —.142857142857]]

65. Los resultados de los problemas 54 y 55 sugieren que la inversa de una matriz triangular

superior es triangular superior.

-1 6
1.
4 5
302
3.
5 —1
2 1
5 -1 5
0 6
1 -1 1
7.12 0 5
3 5
1 -2 -3
9. -2 2 5
-3 7 4
" 2 21 1
-1 4 6 5
00
13. |0 O
00
3 10 0
15. A4 = = R
0 10

A'A

-1

1 3
31 -1} (10 0
-1 3 0 10

17. Como g, =a, yb,=b, para 1=i=ny

I=j=n. Entonces a, + bij =a, + bﬁ_ Por
lo tanto 4 + B es simétrica.

31
-1 3
3
1 3

19.

21.

23.

25.

27.

Suponga que 4 es m X n. Entonces 4’ es
n X m. Entonces AA' esta definida y es una

n
matriz de m X m. Observe que 2 aa, =
k=1
n
Y a,a,. Esto es, el clemento ij de AA4"es
k=1

igual al elemento ji de AA4". Por lo tan-
to AA" es simétrica. Otra prueba es que
(44" = (4')4 = AA', de modo que AA'
es su propia transpuesta por lo que 44" es
simétrica.

o U U,

Uy 0 Uy, .
Sea U =| . oo " | una matriz

nn

triangular superior. Entonces

es una matriz triangular inferior.

A'=—AyB' =—B. Entonces (4+ B)' =
A +B'=—A4— B=—(A+ B). Por lo tan-
to A + B es antisimétrica.

(AB) = B'A' = (—B)(—A) = BA. AB es
simétrica si y solo si (4B) = AB. Pero
(AB)'= BA. Por lo que AB es simétrica si
y solo si 4 y B conmutan.

El elemento ij de (4 — 4')/2 es (a; —a,)/2
y el elemento ji (a,—a,)2=—(a,— a,)/2.

Por lo tanto (4 — A")/2 es antisimétrica.
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29.

31.

Problemas 3.6

N W

11.

13.
15.

17.

21.

25.

55.

57.

2 2

:[ all +a12 allaZI +a12a22j :(1 Oj

2 2 :
alla2l + a12a22 a22 + a21 0 1

Por lo tanto A es invertibley A" = 4'

—1:_% -1, (-1 _
ooy o

(=
|

W= —

N—

R, 22 R, es una matriz elemental.
R, — R + 3R, es una matriz elemental.
R,— 2R, es una matriz elemental.

Se necesitan dos operaciones, R, — 3R,y
R,— 3R,, no es una matriz elemental.

Se necesitan dos operaciones, R, 2 R,y
R, 22 R,, no es una matriz elemental.

Se necesitan tres operaciones, R, — R, +
3R, R, >R +4R; R,—> R,+2R,, no es
una matriz elemental.

R, = R, + R, es una matriz elemental.

R — R — R, es una matriz elemental.

1 00 1 =3 0
210 19. |0 1
0 0 0 0 1
00 010
010 23 0 0

0 0 0 0 1

0

1 27 0]

0 —1 0 -2
1 olf1 o o}f1 1 0 1

10 2 0|0 1 0]%X]|0
5 1)lo o 1)lo o 1 0
oo 1)/1 O0O0O}/1 0O O
01 0[l0 10|01 o0fX
1 0J)lo -1 1)lo0 0 -1

S = O

—

33,47 =| -

29.

37.

49.

S O O =

(=)

S O = O

4y =

wl— D= |3

wl— D= o]

- o O O

®lw W= ool

()

®lw N|= w|5

31.

3.

39.

43.

47.

51.

—_
(=)

1 =

O Ao

=

S &l

EN

- O

S O O =
S W = O

VY
S =
e

— e O

S = O O

- O O O



1 00)1 0 o0)1 0 o0}f2
59. 4=|2 1 0][0 1 0][0 1 0}lO
00 1)t 1\o 1 1)l0
2 00 0}[1 0 0 Off1 %
61.A=0100020001
0 01 01([0 01000
000 1)lo 0 0 1/lo o
L0 =5 0l 9 0 o)t
01 O0O0|]lo1 o0 o010
00 10001 0]0
00 o0 1){0 0 0 2){0
1 b/a

6. |

65.

67.

69.

o

matrices son elementales porque ¢ # 0y
c#0.

]; las primeras dos

Loscasosde2 X 2y3 X 3sonlosresultados
de los problemas 63 y 64. En la respuesta
al problema 3.4.35 se prob¢ este resultado.
Se puede dar otra prueba demostrando,
como en los problemas 63 y 64, que 4 se
puede escribir como el producto de matri-
ces elementales. El paso clave es reducir 4
a I, observando que cuando se divide, sdlo
se hace entre los nimeros en la diagonal,
que son diferentes de cero por suposicion.

A’ es triangular superior, de manera que
(A" es triangular superior por el resul-
tado del problema 52. Pero (4") ™' = (47"),
de manera que (47')" es triangular supe-
rior, lo que significa que A" = [(47")] es
triangular inferior.

Sea B= A,y D = A,A. Entonces la com-

ponente kr-ésima, d,,, de D esta dada por

dkr = Iglbk]alr

Si k # j, el renglon k de B es el renglon k
de la identidad, porlo que b, = 1'si/ =k
y 0 de otra manera. Entonces

d.=b

kr

(*)

wli = 4, sik#j

si k = j, entonces

S = O O

S = O

S O = O

-0 O O =)

S = O O

71.

73.

75.

77.

Unidad 3 353
1 0 0 olj]f1 0 O O
01 00(01 1 0f
0 0201|0010
00 0 1)lo 0 0 1
o)1 00 01 00 ¢
011010 =31lp 100
11001 ofloo 10
1)Jlo 0 O 1 /L0 0 0 1
1 sil=j
b,=yc, si/=i
J!
0, de otra manera

ba + ba =

y (*) se convierte en a, =ba, A,

a. + ca. .
r jrx

Asi, cada componente en el renglén j de
A,A es la suma de las componentes co-
rrespondientes en el renglon jde A y ¢ ve-
ces las componentes correspondientes en
el renglon i de A.

i

A_201012
o0 1/\3 1)lo —12)°
1 0 0Y1 00
2 1 0]lo 1 0
00 1)l4 01
1 0 0)(1 —1 2
01 0fl0 30
01 1/lo 00
1 00 1 0 01 0O
2 10| 01 0[0 30
00 1/l—-1 0 1/l0 0 1
1 0 01 0 0O
01 0/0 10
0 4 1)lo 00
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Problemas 3.7

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

1. —10 3. -9 5.2 7. 4 donde * representa términos queno juegan
B 126 13. —96 un papel importante en la demostracion,
por lo que det 4B =a, b, a,b,,---a, b =
1n (a 1 ann)( 1°22° bm)—(detA)(detB).
a
15. Sea 4= ?" 17. Como A es triangular, det A=aq,,a,,--a,,.
Entonces det 4 # 0 si y sdlo si a, # 0 para
G 1=i=n. Esto es, det A # 0 si y s6lo si los
b, elementos de la diagonal de A4 son dife-
@ " rentes de cero.
yB= 0 bzz b2n
19. El area generada por los vectores u,, u,
0 0 b, es |(ul u, )|, el area generada por v, v, es
entonces det 4=a, a,,---a, |(V1 v, )| =|(All1 Au2)| =|A(ll1 u2)|
ydetB=bb,, b . Por otro lado =|A||(u1 u2)|
a b % %
h . 21. 31202
AB = 0 ayby,
: : 23. 0.0879836
0 0 nn - nn
Problemas 3.8
1. 28 3. —-12 5. =55 7. 32 9. 25 11. —18
13. —260 15. 1 17. 0 19. abcd 21. dd® — b’ 23. 66
25. —480 27. =8 29. =8 31. —240 33. —16 35. —16
. . e XX
37. Se prueba utilizando induccién. Sin = 2, entonces =1+x +x,
X, 1+x,

Suponga que para n = k — 1, el determinante es 1+ x, +---+x, _

segundo renglon del primero,

X

X

X

1+x1

X,

l—i-x2

X

X

1 0

X, 1+x1+x2
X, xl-l—x2
X x, +x

X

X

1+x3

X

0

X

1~l—x3

1+x

0

X

n

X

se suma la primera columna a la segunda

.- Entonces restando el

1 —1 0
X, 1+x X, ;
XX, I+x ;
X, X, X, 1+x
l+x +x, x - X
—1 x +x, I+x, - x,
x +x, X, 1+xn

=l+x +x,++x.



Unidad 3 355

Por la hipdtesis de induccion se llega a la conclusion.

a, 4, oq,
Ay Gy 4y, )
39. Dado |A| =|: : -"|. Sumemos los renglones 1, 2,..., n — 1 al rengldn n, entonces
anl anz - a,m
a, a, - a, a, a, - a,
. a a e a a a - a
se obtiene |A| =2 2 e Y e ul =0
a a eoa 0 o --- 0
nl n2 nn

41. Sin esimpar, entonces det 4 =(—1)" X det 4 = —det 4, por lo tanto det 4 = 0.

. I x |
43. 51 X, ¥, ZE
1 x

X, TX X5 TX

yz_y] yS_yl

Observe las figuras siguientes:

y y
A A
(% ¥,) O = Xpyy = 21)
—“’—— 'I
- ’
,
u 4
(x37y3) 2 /'
,
4
(3 = x5 =)
(e ) u,
> X > X
0 0

El area A del triangulo es la mitad del area del paralelogramo generado por los vectores u,
y u, que esta dada por

AZ_,_lxz_xl XX
2y2_y1 Vs TN
I 1 1 1 1 1
a, —da a, —a a, —a a, —a
45. D;=|a, a, a;|=0 a, —a, ;e =1 22 1 23 =2 C
2 2 2 b 2= 2 a, —aa, a; —aa,| |a(a,—a) ala,—a)
@ a4y 4 a4, —aa, da; —ada,
=@, -a)| Y =@, —aXa,—a)| |=(a,—a)a,—a)a,~a,)
Wl (e —a BN T4 r — G NGy T4 Ay 4,
, W\l T4 2 4
1 1 1 1
1 2 3 n
| 2 2 2 2
47. a) D, =| a a; a, - a,
n—1 n—1 n—1 n—1
a a, a4, a,
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49.

51.

53.

Problemas 3.9

n—1
b) Utilizando induccién. Para el cason = 2, D, = a, — a,. Suponga D, _, = H(aj —a,).
i=1

Entonces
1 1 1
0 a, —a, a, —aq,
_ 2 _ 2
D =0 a, —aa, a; —aa,
n—1 __ n—1 n—1 n—1
0 a aa, a, aa,
1 1
2 3
= — e — 2 2
- (az al) (an al) a, as
n—2 n—2
a2 a3

:(az _al)...(an _al)Dn—l :(az _al)...(

0 2Y ,
a) 0 0 =0y 2 es la menor potencia.

b)

3
1 3
0 4| =0y 3eslamenor poten-
0 0

oS O O

2
1 3
clayaque 0 4| =
00

o o o
o o o
o o o
o o &
LS
=

Por el teorema 4 se tiene det 4° = det 4 X
det A =det A. Sidet A #0, entonces det 4
= 1. Larespuestaes 0 o 1.

Sea Q una matriz de permutacion elemental
de manera que Q se obtiene intercambian-
do dos renglones, el i y el j, de 1. El renglon
jde Itiene un 1 en la columna j, asi que el
renglon i de Q tiene un 1 en la columna ;.

. EB es la matriz obtenida al permutar dos

renglones de B. Por la propiedad 4, det
EB = —det B, de donde det E = —1. En-
tonces —det B = det E det B.

. EB es la matriz obtenida al multiplicar el

renglén i de B por ¢. Por la propiedad 2,

Jj>i

Esdecir, O, = 1. Similarmente, O, = 1. En-
tonces O, = Q. Las unicas componentes
diferentes de cero de Q son los unos en la
diagonal y las componentes de la diagonal
se quedan igual cuando se obtiene la trans-
puesta. Asi Q' = Q. Ahora, si P es una ma-
triz de permutacion, entonces

P=P P  ..PP,
donde cada P, es una matriz de permuta-
cion elemental. Entonces, por el teorema 1:
det P = det P det P _ ... det P,det P,
= (—1)" por el resultado del problema 52.
Ademas, por el teorema 1.9.1ii)

P! :P1tP2t-“R:7|Pnf
=HRP...B L,

Asi P' es una matriz de permutacion y
como antes,

det P'=(—1)"=det P

det EB = ¢ det B. E es la matriz obtenida
al multiplicar el renglén i de 1 por ¢. En-
tonces

det E=cdetl=c¢
y  det EB = cdet B=det Edet B



Problemas 3.10

3. det 4 = 0; la matriz no es invertible.

(%)

T "1 %
S.0-% 3 3
T 0 =
E
700 4 4
0 4 -3
0 1 -1
9. | 2 —2 -1
-1 1 1

11. det A = 0; la matriz no es invertible.

13. det A = 0; la matriz no es invertible.

Problemas 3.11

Ejercicios de repaso de la unidad 3

-6 3
L| 012
6 9
16 2 3
3.0-20 10 —1
-36 8 16
1 -1 -4 7 14
5.6/ 3 —4|-2| 0 -3|=| 18
-1 2 2 6) (10

Unidad 3 357

5 -1
17. det 4 = 3, A’lzl ; de:tAZl
3\ -2 3

1
_ 1
detd
-2 -2 -9
19. det 4 =-28, 4" __1 20 -8  6|;
28
-2 =2 5
1 1
detA=——= . Problema 15.
28 detA4

21. Por el teorema 2, (4)(adj 4) = (det A)L.
Por el teorema 4 det 4 = 0. Por lo tanto
(A)(adj A) es la matriz cero.

cos senf O
23. | —senf cos® 0 |=cos’H +sen’0=1, V0,
0 0 1

por lo tanto la matriz tiene inversa que es

cosf senf O - cosf —senf O
—senf cosf O =|senf cosf O ].
0 0 1 0 0 1

—26 16 35

—42 17 32

9. 9 10
30 32
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11.

13.

15.

17.

19.

23.

25.

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

1 2 4 _3
*|;lainversaes| " |
01 11 11
3 4 ) .
0 o) no existe mversa.
-1 2 0 1 =2 0
4 -3|——0 9 -3
2 4 =3 0 0 —3
1 =2 0
1
—| 0 1 —= 1.
3|
0O 0 O
no es invertible.
2 0 4 s 2
—1 3 1|lainversaes| + 2
012 _é _ %

13 1
-1 _ 4 8 . — 8
4 8 8
2 0 4)x 7
-1 3 1||x, |=|—4|;
0 1 2)\x 5
. 5 4 —12
A== 4 -6
6
-1 -2 6
' . 5 4 —12 7
L |==| 2 4 —61 —4|=
6
\ -1 =2 6J{ 5
2 -1
3 0 | ninguna.
1 2
2 -1 2 -1 .
= , la matriz es
-1 3 -1
simétrica.

|
a2 wlg 2

0 -5 -6
27. A'=|5 0 —4 |; A es antisimétrica.
4 0
1 -1 4 6
o |72 5 T
. 4 5 3 _g|[simetrica
6 7 -8 9
_ 2
31. (F+F7) ‘=(5 j
0 —2
5
2 0
33. |0 1 O
0 0
0 0
35. |0 1
0 0
o
“lo 1
0 0
39. |0 1 0
0 0 -3

a3 e e 2o )

20 1 0)(1 —%
43.
0 1){—-4 1)l0 O
45. —4 47. 3 49. 60
1 1
51. 7 53. 34 55. ——
11\ -2
1 0 -1 1 0
57. 0 -+ 0 59. 1 -1
-3 0 4 -1 1
61. La matriz no tiene inversa.
11 1
63. x=—, x,=-
7 7
65. x, =23, x,=12, x,=-15
67. x —2 —% X ——i X
R 1 R I R 137 ¢

63
13



UnipaD 4

Problemas 4.2

Problemas 4.3

11.
13.

15.
17.
19.
23.

Si.

. No; iv); tampoco vi) se cumple si a < 0.

Si.

. No. Como se requiere que todos los poli-

nomios sean de grado 5, cualquier polino-
mio de grado menor no pertenece al con-
junto, por lo que no existe neutro aditivo
ya que 0 no es un polinomio de grado 5.

,_[0 aJ (o a] [ 0 a+aj
. Si, Q) + = ;
b 0) \B 0 b+p 0

iii)ooeV;aoaz OaaeV
00 b 0 ab 0

el resto de los axiomas se derivan del teo-
rema 1.5.1.

Si, es un espacio vectorial trivial.
Nos iii) 0¢V; iv) si p(x)eV, entonces
—p(x) &V dado que no tiene un término

constante positivo; vi) no se sostiene si
a <0.

Si.
Nos; i), iii), iv), vi) no se cumplen.
Si. 21. Si.

Suponga que 0 y 0’ son identidades aditi-
vas. Entonces, por definicién de identidad
aditiva,0=0+0"y0'=0"+0=0+0".
Asi, 0 =0'.

. No; porque a(x, y) ¢ Hsia <0.
. H es un subespacio.

. H no es un subespacio. (1, 0) ¢ H, pero

21,0)=(2,0) ¢ H.
Si.

. H es un subespacio.
11.
13.

H es un subespacio.

H no es un subespacio.

1+a
J’_
0

b 1+5b a+b 2+a+b
= ¢ H
R i

25.

27.

15.
17.

Unidad 4 359

Para x, y en V defina z como z = —x +
y. Z existe ya que toda x tiene un inverso
aditivo —x y V es una cerradura bajo la
adicion. Entonces X +z = x +(—x +y)
=(x—Xx)+y=0+y=y.Suponga que
existenzyz' talesquex +z=yyx + z’
=vy. Entoncesz = —x +y = z'. Por lo
que z es unica.

Sean y y y, soluciones a la ecuacion. En-
tonces

y+a(x)y, +b(x)y,(x)=0

¥y Ta(x)y; +b(x)y,(x)=0

Entonces

(0, +3,)" Ha(x)(y, +»,)
+bo(x), * ;)
=yt a(x)y +b(x)y,]
1y +ax)y; +b(x)y,]
=0+0=0
de manera que y, + y, es una solucion. Si-
milarmente, (ay,)” + a(x)(ay,) + b(x) (ay)
= aly) + ax)y/ + bx)y] =a-0=0,
con lo que ay, también es una solucion,
y la cerradura se cumple. Como —y, =
(—1)y también es una solucion, se tiene el

inverso aditivo. Es sencilla la deduccion de
los otros axiomas.

Si.

H es un subespacio.

. H es un subespacio.
21.
23.
25.
27.

H es un subespacio.

H es un subespacio.

H no es un subespacio. H no contiene a 0.

a) SiA, A, e H , entonces (4, + 4,),, =
(A4),+(A4),=0+0=0y(ad), =
a(A4,),, = a0 = 0, de manera que H, es

un subespacio. Si 4,, 4, € H,, enton-
ces
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%q+@)(%+%q

A+ A4,=
! 2[(%+%)(q+@)

| ¢ d € H,. Ademas,
d c )

—ab1 aaq,
ad, =
aa, ab

1

=_CdeH7
d c )

y por lo tanto H, también es un subes-
pacio.

b) H=H N H,=

{A eEM,: A= [0 aj para algin
a 0

escalar a}. SiA,, A, e H, entonces
0 a 0 a
A= Sla=" %
1 [al 0] A2 [QZ 0 j Al
F4 = 0 a +a, 0 b
a, +a, 0 b 0

0
eHyocAlz(aa ag‘j=

1
OCGH
c 0

29. Six,, x, € H, entonces, A(X, + X,) = Ax,

31.

+ 4Ax,= 0 + 0 = 0, de manera que x, +
X, € H. Ademis, A(ax,) = adx, = ol =
0 de manera que ax, € H'y H es un subes-
pacio.

Seanu = (X, 3,2, W) YV = (X5, V5, Z,, W,)
€ H.Entoncesu + v =(x, + X,,y, + ¥, Z,
+z,,w, Fwy) yalx, +x)) + by, +y,) +
oz, + z,) +dw, + w,) = (ax, + by, + cz,
+ dw,) + (ax, + by, + cz, + dw) =0 +
0 = 0, de manera que u + v € H. Similar-

33.

mente, ou = (ax,, ay,, az,, aw,)y a(ax,)
+ b(ay,) + c(az)) + dlaw,) = alax, + by,
+ ¢z, + dw,) = a0 = 0, de manera que au
€ H. Por lo tanto, H es un subespacio.

Sean x, y € H. Entonces X = u, + v,y
u, +v,dondeu,u, e H yv,v,e H,
Entoncesx +y =(u, +v) + (u, +v,) =
(u, +w,) + (v, +v,). Como H, y H, son
subespacios,u, + w,e H,yv, +v,e H,,
de manera que x + y € H. De igual ma-
nera, ax = a(u, +v,) = ou, + av,. Pero
au, € Hyav e H,porloqueaxe Hy
H es un subespacio.

xl x2
. Seanv, = yv, = .V, no es un
b Vs

multiplo de v, ya que los vectores no son

X, X,

1 2

colineales. Sea 4 = ( J Entonces

DA
det 4 = x,y, — x,,. Sidet 4 = 0, en-
tonces x, y, = x,),, 0 sea, x,/x, = y, [y,
(six, = 00y, =0, se puede obtener una
conclusion similar). Sea ¢ = x,/x, = y,/y,.
Entonces x, = ¢xX, y y, = cy,, de manera
que v, = cv, lo que contradice lo estableci-

do. Asi,det A#0.Seav = [x
Y

otro vector en R*. Se quiere encontrar es-
calares a y b tales que v = av, + bv,, o

)l e
(e
4)-)

Como det 4 # 0, este sistema tiene una

] cualquier

es decir,

. a o x
solucién Unica =4 . Entonces
b y
v e H, lo que muestra que R* C H. Pero
como H C IR, se tiene que H = .
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Problemas 4.5

11.
13.
15.
17.

19.

Si 3. Si
1 -1 5] x
2 2 2] yl|-
3 3 3] ¢z
1 0 3| y/4+x/2
01 -2 | y/d4—x/2
0 0 0 | z—(@3/2)/y

Por lo tanto, sélo podemos resolver si
z — (3/2)y = 0, que es la ecuacion del pla-
no que pasa por el origen. Por lo tanto los
vectores no generan R°.

Si. 9. Si.

No; por ejemplo x ¢ gen {1 — x,3 — x*}.
Si.

No generan M,,.

Suponga que a, x> + b,x + ¢, y a,x* + b,x
+ ¢, generan P,. Sea v, = (a, b, c) para
i=1,2.Sea ax’ + Bx + y € P, un poli-
nomio diferente de cero tal que («, B, y)
v, = 0. [Observe que podemos encontrar
un polinomio diferente de cero con estas
caracteristicas, dado que (o, B,7y) * v, =0
es un sistema homogéneo de 2 ecuaciones
y tres incégnitas.] Suponga que ax’ + Bx
+y=d(ax’+bx+c)+dfax +byx
+ ¢,). Por lo tanto, (a, B, y) * (a, B, ¥)
= (a, B,v) " (dyv, + dy,) = 0. Pero esto
es una contradiccidon, dado que («, B, v)
# 0. Por lo tanto esos dos polinomios no
pueden generar P,.

u=cyv teyv,t -ty yv=dy +dy,
+ -+ +dyv.Porlotanto,u +v=(c, +
dv, + (¢, +d)v,+ -+ (c, +d)v,yau

. Independiente.

Dependientes.

[_2) #*a (j) de modo que es linealmen-

te independiente.

21.

23.

25.

11.

13.
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= (ac)v, + (ac,)v, + - - - + (ac,)v, estan
contenidos en gen {v,, v, ..., V,}.

Utilice la induccién sobre n. Suponga que
v, € H. De acuerdo con esto av, € H para
todo escalar «. Por tanto, gen{v,} S H.
Suponga que gen{v, v,, . . ., v} S H,y
V,.,€ H Seav = ay,+ -+ ayv,
TV

€ H,lo cual implica que @ v , € H. Se
tiene que v € H. Por induccion, si {v,,
V,, ...V} S H, entonces gen{v,, v,, . . .
v} S H.

alvl+

- Seasume que a,v, + -+ a v,

Dado que v, X v, es perpendicular a v,,
v,, de ahi al plano generado por v, v,, v,
X'v, * x = 0 es la ecuacion de un plano,
el cual contiene a,v, + a,v,. Al expandir el
producto cruz se muestra que (y, z, — z,
V)X + (2, %, — X, 2,)y + (X, ), — X,p)z =
0, es una ecuacion de un plano que pasa
por el origen, el cual contiene H = gen
{v,,v,}. Dado que v, v,no son paralelos v,
X v, # 0, de modo que esta ecuacion es la
ecuacion de un plano (y no sélo 0 = 0).

b o 0 )

0
( O]' Observe que cada matriz es in-

Considere

-1
vertible.

Dependiente (por el teorema 2).
Independiente.
Independientes.

Linealmente dependiente.



362

15.

17.
19.
21.
23.
25.
27.

29.

31.

33.

35.

37.

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

Linealmente dependiente, pues 4 vectores
en R’ son siempre dependientes (teorema
2).

Independiente.

39.

Independiente.

Linealmente dependiente.
Linealmente dependiente.
Linealmente dependiente.

Linealmente independiente.

11 12 a13
aZl 22 23 =0
a}l a32 a33
2 —4
Observe que —2| =3 [=| 6 |. Porlo tan-
1 =2

to el conjunto de vectores es linealmente
dependiente para todo numero real «.

Siv,,...,v sonlinealmente dependientes,
entonces existe una solucion no trivial (¢,

.,c)dec,v,+ -+ ¢ v, =0.Entonces
(¢; - .., ¢, 0)es una solucién no trivial
dee¢v,+---+c¢v +c, v, =0 Por
lo tanto, v, . .

‘n'n ‘n+1 n+l
., V.V son linealmente
independientes.

Suponga que v, y v, son linealmente de-
pendientes. Entonces v, = av, para algun
a # 0. Entonces v, - v, = ofv,|* # 0 dado
que v, es un vector diferente de cero. Esto
contradice el que v, y v, sean ortogonales.
Por lo tanto, v, y v, son linealmente inde-
pendientes.

Suponga quev,,v,, ...,V sonlinealmente
independientes. Entonces a v, + a,v,+ - - -
+ a,v, = 0 solo tiene la solucion trivial.
Asi es que al resolver no hay variables ar-
bitrarias, por lo cual cada columna en la
forma escalonada por renglones tiene un
pivote. Dado que hay n renglones y n co-
lumnas, cada renglon tiene un pivote, es
decir, no hay reglones que sean cero en la
forma escalonada. En cambio, si la forma
escalonada por renglon de 4 no contiene
un renglén de ceros, esto implica que la
unica solucién a Ax = 0 es x = 0, dado

41.

43.

45.

que n renglones distintos de cero implican
n pivotes. Por lo tanto, v, v,, ..., v son
linealmente independientes.

1 -1 7 =110
%

2 3 -8 1]0
1 -1 7 -1]0

%
0 5 -22 3]0
10 13/5 =2/5 10
0 1 —22/5 3/5 | 0)

Asi es que si se resuelve en términos de x,,
x,, da por resultado

X —13/5 2/5
X, 22/5 —3/5
=X, x,
X, 1 0
x, 0 1
13 X
x| =6 |=|x,
1 X,
0 -1 -1
1 0 0
x=¢|0]|+tc,| 1|*tc| 0] conc,c,
1 0 0
0 0 1

¢, arbitrarias.

Au-v=0= (1,2,3)-(v,v,v) =0
=1 +2y,+3r,=0
Como tenemos una ecuacion y tres in-
cognitas tenemos un namero infinito de
soluciones, tenemos que mostrar que
las soluciones son un espacio vectorial,
de modo que si escogemos w y z tales
que
u-w=0yu-z=0
u-wt+z)=u-wtu-z=0

La suma w + z cumple con que per-
tenece al mismo conjunto que w, z. Si
ahorau * (aw) = a(u - w) = 0 también
aw pertenece al conjunto .. la solucion
infinita forma un subespacio de R”.

-2 ( -3
b) 1] o
0 1
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47.

49.

51.

53.

55.

ijk
¢)|—2 1 o|=i+2j+3k
=30 1

d) u=w = que son linealmente depen-
dientes.

e) H consiste de todos los vectores per-
pendiculares a u, H es el plano normal
au-w = x Xy es perpendicular al
plano. Como u y w son perpendicula-
res al mismo plano, deben ser lineal-
mente dependientes.

Se pueden escribir tres ecuaciones con
cuatro incognitas, el sistema es homogeé-
neo y siempre tiene un nimero infinito de
soluciones.

Se tiene un sistema de n + 1 ecuaciones con
n + 2 incognitas, el sistema es homogéneo
por lo que tiene infinitas soluciones.

Suponga que 4, 4,, A, A, A, Ay A,
estan en M,,. Considere resolver a4, +
a,A, + a;A; + a, A, +a A, + a A+ aA,
= 0 para (a,, a,, a,, a,, as, d, a,). Esto
genera seis ecuaciones homogéneas con
siete incognitas. Entonces, sin importar
las matrices dadas, habra siempre una
solucién no trivial. Asi que cualquiera de
las siete matrices de M, son linealmente
dependientes.

Observe que S| N S, es un subconjunto
tanto de S, como de S,, cada uno de los
cuales es un conjunto linealmente inde-
pendiente. Entonces, en virtud del pro-
blema 43 S| N S, es linealmente indepen-
diente. (Observe que el conjunto vacio de
vectores es linealmente independiente, asi
que no se requiere que S, N S, sea un con-
junto no vacio.)

Seaa,v, +a,(v,+v)+ - +a(v,+v,+
-+ +v,) = 0. Entonces, tenemos (a, + a,
+-ta), @+ Fa),+F
a,v,=0.Como {v,V, ...,V }esuncon-
junto linealmente independiente, tenemos

1. No; no genera.

. Si. 5. Si.

. No; no genera.

57.

59.

61.

63.

65.
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a+a,+--+a =0

a,+ - +a =0

a =0

n

En virtud de la sustitucidn regresiva, tene-
mosa, =0,a,_,=0,...,a,=0,a,=0.
Porlo tanto, v, v, + v, ..., v, + v, + -
+ v, son linealmente independientes.

Si todos los vectores son el vector cero,
entonces hemos terminado. Si no, enton-
ces sin perder la generalidad, asuma que
v, es un vector diferente de cero. Dado
que {v,, v,} es linealmente dependiente, v,
= q,v, para al menos una g,. Como {v,,
v,} es linealmente dependiente, v, = a,v,
para al menos una a,. Si continuamos con
este procedimiento, vemos que cada vec-
tor es un multiplo de v,.

L) £,(x) £.(x)
/1) £(x) £/(x)
fi(nfl)(x) f‘z(nfl)(x) f;(nfl)(x)
Necesitamos A (1 - -
I+c 1—c¢

(1 + ¢)> == 4¢#0. Por lo tanto, los vecto-
res son linealmente independientes si ¢ # 0.

Suponga que {v,, v,, ,V,,V} €sun con-
junto linealmente dependiente. Como {v,,
V,, ...,V } esun conjunto linealmente in-
dependiente, entonces v = a,y, + - - - +
a, v, paraalmenosunaa,...,a, € Ren
virtud del problema 56. Entonces v € gen
{v,, ¥, ...,V }, que es una contradiccion.
Por lo tanto {v, v,, .V, V} €sun con-
junto linealmente independiente.

1 — x% 1 + x%, x. (Cualquier cuadratica
con un término x diferente de cero fun-
cionara.)

. Si.
11.
13.

No todos los vectores son colineales.
No.
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X (2/3)y —2x 2/3
15. = y|=y 1|+
z z 0
-2 2/3) (=2
z| 0f; 1{,| O |} esuna base.
1 0 1
X 3t 3 3
17. |y |=| 2t |=¢t| -2 |;3| 2
z t 1 1

19. a) Suponga que (x,,y,,z,, W) Y (X5, Vs Zps
w,) estan en H. Entonces, a(x, + x,) +
by, + y) + c(z, + z,) + dw, + w,)
=ax, + by, + cz, + dw, + ax, + by, 23
+ ¢z, + dw, = 0y a(ax)) + b(ay,) +
c(az)) + dlaw)) = alax, + by, + cz, +
dw,) = 0.
Por lo tanto, H es un subespacio de R*.

b) Dado que abed # 0, a es diferente de  25.

cero. Entonces,

—(by +cz +dw)/
b by +cz+dw)/a .
Y_ Y
z z
w w 29.
—b/a —c/a —d/a
1 0 0
¥y +z +w
0 1 0 31.
0 0 1

Por lo tanto, una base para H es

—bl/a) (—cla —d/a

1 0 0

0/ 1/ 0

0 0 1
¢)dmH=23
xl xl 1
X, X, 0

21. | x, = =%, |0+

x, %, 0 33.
X, 2x, —3x, + x, +4x, 2

forman una base para H.

1210 10]0
. - .
3110 01]0

La solucion es el subespacio trivial.

-2
-3
1

El espacio solucién es el trivial.

1 0 0)(0 0 0Y(0O 0O
00 0,|jOo 1 0[,/]0 0 0f;
00 o0/{ooo0)loo1

generaa D, =3

Sean4eS yBeS, . Entonces, 4 + B
= A"+ B'= (4 + B)". Porlo tanto, 4 +
Be S, . Ademis, ad = ad' = (ad)'". Asi
que a4 € S . En virtud de lo anterior,
S es un subespacio de M, . Para i = j,
sea b, lamatrizn X nconb, = b, =1y
0 en cualquier lado. Observe que ambas
B, son simeétricas y linealmente indepen-
dientes, y cada matriz simétrica se puede
escribir como una combinacioén lineal de
B,. Por lo tanto, {BU.: l=i=j=n}es
unabaseparaS ygenS, =n+m—1)+

(n—2)+---+2+1=2k=—”(”2+1).
k=1

Son linealmente independientes. En vir-
tud del teorema 5, constituyen una base
para V.
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3s.

37.

39.

11.

13.

Suponga que existe ve Ktal quev ¢ H.
Sea {u,,u,, ..., u } una base para A. En-
tonces, {u, u,, ..., u, v} es un conjunto
linealmente independiente contenido en
K. Estoimplicaquedim K=n+1>n=
dim H, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto H = K.

Si H = V, entonces K = {0}. Si H = {0},
entonces K = V. Suponga que H es un
subespacio propio. Sea {v,, v, . . ., V,}
una base para H y sea dim V' = n. En
virtud del problema 32, existen vectores
Yoo Vearw - -5V s talque {v, v, . ..,
v,} es una base para V. Sea k = gen {v, ,,,
V, , - V.. Resulta evidente que H + K
= V. Suponga que ve H n K. Entonces,
k n

v = Zaivi = Z B.v,,locualdacomo re-

i=1 i=k+1
k n
sultado Zaivl_ - 2 B,v,=0.Porlotanto,
i=1 i=k+1
cada o, = 0y cada BB, = 0, y de aqui se des-
prende que H N K = {0}. Esfalso que Ksea

1
unico, por ejemplo si H = {a [O]} =ejex

en R%, K puede ser cualquier linea que pase
por el 0, con pendiente diferente de cero.
Suponga que v, v, y v, son coplanares. Si
los vectores son paralelos, dim gen {v,, v,,
v,4 = 1. Si al menos dos de los vectores
no son paralelos, entonces, dim gen {v,, v,,
v,4 = 2. Por lo tanto, en cualquier caso,
dim gen {v, v,, v;} = 2. Por otra parte,

1 -1 2
3 1 4(=22#0=p=3v=3-3=0
-1 0 4

<
Il

T T T
Il
W
<
Il
_— N =

=—1#£0>p=4v=4-4=0

[ R =
S = O N <
_— O = W

41.

43.

15.
17.
19.

21.
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asuma que dim gen {v,, v,, v;} = 2. Si la
dimension es 1, sea {v} una base. Entonces
v, = av,v, = Bvyv, = vyv.Siladimension
es 1, entonces a, B o 7y sea cero. Podemos

asumir que a # 0. Entonces, v, = B \RAS
o 3

Y
= —v,, lo cual demuestra que los vectores

SOI;X paralelos. Si la dimension es 2, sea {u,
v} una base. Entonces, v, = aqu + B}v, v,
=a,u+ B,vyv, = au+ B,v. Porlo tanto,
Vo (v, X V) =V, [a,asu X a) + Byan(v X
u) + a,B,u X v) + B,B,(vX V)] = a,(a,8,
+ Bza3)[u : (ll X V)] + ﬁl(a2B3 - Bza3)[v :
(u X v)]=0.

Si H = V, entonces H tiene una base. Su-
ponga que H es un subespacio propio de
V, entonces, como V tiene dimensién fini-
ta, se desprende que H es generado por un
numero finito de vectores. Sea {v,, v,, . . .,
v,} un subconjunto de [ que genera a H.
Con el método que se usé en el problema
34, podemos reducir este conjunto genera-
dor hasta que tengamos un conjunto que
genere a H y que sea linealmente indepen-
diente. Por lo tanto, H tiene una base.

a l 1+a a l a
1 0 I[=|1 0 1|=—a(a—a)=0.
0 a a 0 a O

Los vectores nunca forman una base para
R’, dado que para todos los valores de a,
los vectores son dependientes.

p=2, v=2
p=3, v=1
p=2, v=1

Base para el rango 4 = {(;J, (_1]};
1

1 -1 210 1 -1 210
%
3 101]0) 0 4 610

10 1/2]0
- ; base para
01 =3/2 1] 0
-1/2
N, = 3/2

A

1
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23. Observequec, = —2¢,,y ¢; = —¢,, enton-
-1
ces, la base para el rango 4= 2
-3
-1 2 1|0 -1 | 0
2 =2 -4 | 0|> 0] 0
-3 6 3]0 00
21 (0
=x, =2x, + x;;base para N, = 1],
0/ 11

25.

27.

Observe que en virtud del problema 15,
dim C, = 2, y las primeras dos columnas
de A4 son linealmente independientes. La

1) [ —1
-1 0
base para el rango 4 =2
2) -1
1 =12 1]0
-1 01 210
1 -2 5 4|0_>
2 -1 1 -1]0
1 -1 2 1]0
0 -3 =310
0 00|0_>
0 0 0
1 0 -1 =210
01 -3 =310
00 0 01O
00 0 01]0
1) (2
base para N, = 3,3
1[0
0) {1

En virtud del problema 17, dim C, = 3.
Observe que las primeras tres columnas de
A son linealmente independientes. La base

—-1) (-1 0

0 0 2

parael rango 4 = Al ol =2
3) 1 0

29.

33.
3s.

37.

Continuando con la reduccién

-1 -1 00 ] 0
0 0 230
4 0—21|O%
3 -1 0 4]0
1 1 0010
0 -4 -2 1] 0
0 0 230J_>
0 0 00 ] O
1 00 1|10
010 —-1]0
001 3/2] 0]
000 010
-1
base para N, = !
—3/2
1
1 23 1 -2 3 1 -23
2 —14 0 3 2 0 32
- - .
333 0 3 -6 0 038
2 10 0 5 -6 0 00
1 0) (0O
Base<| =21, 3|, |0
3) (2
1 0 0
-1 2 0
1 —2|o
-1 3 2
No.

p(A4) = p(A4, b) por lo que se tiene solu-
cién unica.

1 -2 1 1] 2
3.0 2 -2 | -8
%
0 4 -1 -1 ] 1
5 0 3 —-1] 0
1 -2 1 1] 2
0 6 —1 -5 | —14
%
0 4 —1 -1 ] 1
0 10 =2 —6 | —12
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39.

41.

43.

1 -2 1 1] 2
0 6 -1 -5 | —14
0 0 1 -7 | -31
0 0 1 -7 | —34

p(A) = 3# 4 = p(4, b) =. No hay solu-
cién.

Dado que A4 es una matriz cuadrada trian-
gular inferior con ceros en la diagonal, el
rengldn superior esta compuesto sélo por
ceros, asi que hay menos de n pivotes en
la diagonal en forma escalonada. Por lo
tanto, p(4) < n.

p(A") = dimension del espacio de las co-

lumnas de A4’ = dimension del espacio de

los renglones de 4 = dimension del espa-
cio de las columnas de A4 (por el teorema

4) = p(A).

i) Sea H = imagende A ysea {v,,V,,...,
v,} una base para /1. Como B es in-
vertible, N, = {0}, lo que significa que
{Bv,, BY,,..., Bv,} es un conjunto li-
nealmente independiente en R y, por

lo tanto, es una base para la imagen
BA. Entonces p(BA) = k = p(A).

ii) Como Ces invertible, imagen C = K"
Sea h € H; entonces existe x € " tal
que Ax = h. Como imagen C = K",
existe y € R” tal que Cy = x. Enton-
ces ACy = h. Asi, H C imagen AC. Si
v € imagen AC, existe u en R" tal que
ACu = v. Pero entonces v = A(Cu) de
manera que v € imagen 4 = H. Por lo

-2 —1)(=x _ (—2x—y)/4
=2 1y (—2x+y)/4

45.

47.

49.

51.

53.

=
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tanto, imagen AC C H de manera que
imagen AC = Hy p(4) = p(AC).

Como p(A4) = 5, los cinco renglones de A4
son linealmente independientes. Entonces
los cinco renglones de (A4, b) son lineal-
mente independientes y p(4, b) = 5.

Por el problema 43, p(4) = p(AD) =
p(C(AD)) = p(B).

i) Si existe una x # 0 tal que Ax = 0,
entonces A(ax) = aAx = 0 para todo
a € R de manera que v(4) = dim N,
=lypA)=n—vA)=n—-1<n.

ii) Sip(A) < n,entonces v(A) =n — p(A)
> (0 de manera que existe una x # 0 tal
que Ax = 0.

187 —46
Imagen 4 = gen ¢| =35 |, 51|
257) | —148
p(d) = 2;v(A4) =3
0284 ( —.0311
—0.5110 | | —.1216
Imagen 4 = gen —.0965 |,| —.4270 |,
.0795 .0905
—.0110 ) | —.3365
—0.207 .0431
—.1811 .0904
—.5847|,| 3574 |rip(A)=4v(4) =1
.1604 | | —.4730
—.4243 3101

1 dx — by
ad —bc| —cx + ay

1 5 0
X7zl +—x+ Yo,
2 2
-1 0
1 b
x+z 1=
) Y
1 z
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1 -1 0 . 11 -1
1. c=| o 1 1;C‘1:5 -1 1 —1}
-1 0 1 11 1
X x+ty—z
C'lyl==| —x+y—z
z x+y+z
25.
2 -1 27
13. 6x — 11y +10z | +2x+17y 7z
31 31 29.
3 5
31.
+7x+13y 92[ 33,
3s.

15. a0+a1x+a2x2
=(a, ta +a)l
2
+a(x—1)+a,(x”—1)

1 1
17. (g, +a,+a,)(x+ D)+ (-a, +a,—a) 37.

(x—D+a,(x* =1’ =a, +ax+a,x’

19. 2x° —3x* +5x —6=—16(1) + 10(x + 1)

—5(x+x*)+2(x* + x°) 39.
11 1 1
0 -1 —2 -3
21. C= ;
o 0 1 3
0 0 0 —1
1 1 1 1
2|0 -1 =2 3
o o 1 3
0 0 0 —1 41.
5 8
cr=| =TT
4 4 43.
0 0

Entonces, 4x> — x + 5 = 8(1) — 7(1 — x)
+4(1 — ).

7\ _ -2 -3
3 =a, | +a, 5 . Entonces,

a, = 11, a, = _89 a, = _23’ ay = 13.

(1 23\ 4)_( 67
®n =g 13)l=1) |45

Linealmente independiente.
Linealmente dependiente.

Linealmente independiente.
Linealmente independiente.
Linealmente independiente.

P’ (0)=0 implica que el coeficiente del
término x’/ es cero para cada polinomio.
Entonces, el renglon j + 1 de la matriz 4
serd un renglon de ceros. Asi que 4 no es
invertible, lo cual implica que los polino-
mios son linealmente dependientes.

Observe que la matriz 4 (como en el
ejemplo 5) tiene el primer renglén de ce-
ros. Por lo tanto 4 no es invertible lo que
implica que las matrices son linealmente
dependientes.

Como los elementos de la base son (1, 0)
y (0, 1) en las coordenadas x" — y’ co-
rresponden a (cos 6, sen 0) y (—sen 6, cos
0) en las coordenadas x — y, la matriz de
cambio de coordenadas es

4= | cos 0 sen0
—sen 6 cosf

- -
- -

Observe que (C),, = . Como Ces

C

invertible, las n columnas de C son lineal-
mente independientes. Entonces C,, i =
1, ..., nson independientes. Como dim

B,=1{C,, ..., C}esunabaseen
V.



Problemas 4.9

45. Sea C4 =

. Suponga

rrtl rnZ o r)m

CA = I. Entonces (x), = I (x), = CA

(X)p,» para cada x € V. Suponga (x),, =

CA(x),,, paracada x € W. Sea B, = {V,

1
..., V,}. Entonces (V)),, = | ° | = c4

0

haied

. Seav, = a yv, = ¢ .Comoad — bc#0,
")t

entonces, | v,| # 0. Por lo tanto,

al (12 +b2 Cc
u = v, =
Ve +nr ) \d

ac +bd [a/ a’ +b2]

NEHD e )
—b(ad —be)/ (a* +b) | = ad — be
aad —be)/ (@ +b%)) 7 Ja' +b’
—bl\Ja* + b
u, = .
S N P
—2)(2/3
. El conjunto de vectores 01, 1
1 0
forma una base para . Por lo tanto, u, =
—-2/5 2/3 -21[5
o, vj=| 1|--— 0l,=
35
145 0 Vs 15
2/15 25/35
I|lyu = 3J5/7 .
4/15 4,[5/35

=4

11.

13.

Unidad 4 369

1 1
01 pero CA4 O ”1.2 , de forma si-
0

0

nl
0
milar para V, = 1 s V) O = se
0 1
llega a que CA4 = I.
{(2/4/29, 3/4/29, 4/\[29)}
R
- 45
e
— |7 | V45
Vs 5
0 —_—
73
—b/\| a* + b*
u=| aia+b |
0
—C _b/ a2 +b2
vy=| 0 zbc =| al a* + b’
a +b
0
[ —ca’ I (a® +b%)
—abe/d +b* )7

—ac\[(a* +b*)a* +b* + ¢?)
u = —bely (a* + b )a* + b +c?)
(@ + b (@ +b)d® +b* + )

1 0) (0 0
0 1{]0 0
. Losvectores | 0|,| O[,|1]|y]|0|forman
0 010 1
21 \-3 1 4
14/5
0
una base para H. Entonces u, = 0l
0
215
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0 1/5)( 64/5 —8/15 —8/,/ 465
N 0 1 4/5 12/,/465
v, =| 0 +ﬁ 0 01, =| —4/15 |, y entonces u, = | —4/,/ 465 |.
0 0 0 1 15/,/ 465
-3 INERIEXINE 4/15 41465
6/4/70 0 1[5
5/J70 ol 0 17. {(=7//66,—1/\66,4/66)}
u, = aV,: 1 - = 0 +
_ 0 ’ 0 \/g 0 2 1 2
0 3 3 73
-3/J/70 1 215 9. 0={1 2 2lyQQ=1I=Q0Q
2 2 1
6J70) (=177 S
5//70 | | 3/14
2 ol=| 1 21, PO = — X[1_\/§ _1_‘/5]
V70 0 0 32 (1+8  1-48
-3/ 114
3/J70 oy - 1-J8 1+48
~2/210 D=3 —1-/8 1-8
3/{/210
1(18 0
yu,=| 14/,/210 |- Paraencontraru,,calcu- (PQ)(PQ)f:E o 18 =7
0
1/y210 23. = Q7'0 = Q'Q. Pero det (Q'Q) = det '

det Q = det Q det Q = (det Q)*. Como 1

lamos vy =¥, = (g - w) = (V) = = det I = det Q'Q = (det Q)” se tiene det

0 14/5 0==1
0 0 25w, —wf = (u —uw) - (u —uw)=|uf
“2ucu, Fjulf=1+0+1=2=|u
v, u)u.=|o|- 8 0 ) 2 1
Voo W)u, = | F 0 — llzl = \/5
4 0 27. Para tener independencia lineal se necesi-
215 taque a’ + b* # 0. Para tener ortonorma-
lidad se necesita que & + »* = 1.
6/ 70 -2/ 210 q
5/\ 70 3/ 210
12 4
0|——| 14/ 210
A 70 A 210
0 0
-3/, 70 1/{/ 210
Problemas 4.10
1. i) (A,A)=af1+a§2+--- +afn20. iii) (A, B+ C)y=a, (b, +c,)+ -+
. . ) ann(bnn + Cnn) = allbll + allcll +-t
ii) (4, A) = 0 implica que a, = 0 para i ab +ac =(ab + - +ah)
nn~ nn nn-nn 11711 nn- nn
=1,2,...,ndemaneraque 4 = 0. + (a,¢, +--- +a,c,) = (4, B) +

Si 4 = 0, entonces (4, 4) = 0. (4, ).
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iv) Similarmente (4 + B, C) = (4, C) + vi) (@A, B) = tr(aAB") = a tr(4B") =
(B, C). a(A, B).
v) (4, B) = (B, A) = (B, A), ya que to- vii) (A, aB) = (aB, A) = a(B, A) = a(4, B).

0 0)1o0) {1 0) o1
vi) (ad, B) = (aa, )b, + - + (aa, )b

s« [allbll oot annbnn] = a(A’ B) 13' a) i) (P»P) :p(a)z +p(b)2 +p(C)2 = O

dos los elementos son reales y a b, =
b o [1 0] (o 1] [0 o] (o oj
.. 11. , ,

vii) (A, aB) = (aB, A) = (aB, A) = ii) (p, p) = 0 implica que p(a) = p(b)
(B, A) = a (4, B) = a (4, B) = p(¢) = 0. Pero una cuadratica
puede tener a lo mas dos raices.
3. Sea E, la matriz de n X ncon un 1 en la Entonces p(x) = 0 para toda x. In-
posicion i, i y 0 en otra parte. Es sencillo versamente, si p = 0, entonces p(a)
verque {E, E,, ..., E } es una base orto- = p(b) = p(c¢) = 0, de manera que
normal para D (p.p) = 0.
L o iii) (p,q +r) = pla)(q(a) + r(a))
l l
5= —1||—=.— + p(b)(q(b) + r(b))
{(ﬁ V2 ] [ﬁ V2 ]} + p(Og(0) + r(c)
= [p(@)q(a) + p(b)q(b)
1 3 [3 +p(0)g(e)]
2
T \E"’ \/;@x -1 + [p(@yr(a) + pbyr(b)
+ p(o)r(o)]
=(p,q) + (p,r).
9. Primero observe que si 4 = (a,), y B’ = ) ('p ,q) . 7)
v iv) De manera similar, (p + ¢, r) =
(b,), entonces
" (p,r)+(q,r).
(4B"), =Y a,a, v) (p. q) = p(a)q(a) + p(b)q(b)
k=1 + ple)(g(o)
de manera que = gq(a)p(a) + q(b)p(b)
n & + q(c)p(c)
. i) (ap, 9) = lap(@)lq(@
i) (4, 4) = tr(44)) + [ap(b)lq(b)
(-, + [ap(c)lq(c)
"2\ 24 )=0 = alpla)g(a)
+ p(b)q(b)
ii) (4, A) = 0 implica que a;, = 0 para + p(e)g(o)]
todo iy jconlo que 4 = 0. Inversa- = ap, q)-
mente, si 4 = 0, entonces 4" = 0y vii) (p, aq) = (ap, q) = a (¢, p) =
AA" = 0 porlo que tr(44") = 0. a(p, q)
iii) (A, B+ C) = tr[A(B + C)] + tr[A(B' b) No, ya que ii) se viola. Por ejemplo, sea
+ C")] = tr(4B' + AC") = tr(AB') + a=1,b=-lypx)=(x—Dx+1)
tr(AC") = (4, B) + (4, C). = x> — 1 # 0. Entonces p(a) = p(b) =

0 de manera que (p, p) = 0 aun cuando
p #0. De hecho, para cualquier polino-
mio g, se tiene que (p, g¢) = 0.

iv) De manera similar, (4 + B, C) =
(4, C) + (B, C).

¥) (4, B) = iialibﬁ = tr(BA') + (B, A). 15. 31

i=1 j=1
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RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

17.

19.

21.

23.

o= ()

_ (u, ) _ (u, u) _ (v,u)

luf Jullv] [ul]v]
(v,v)
v [
_|u|2_{<u,v)+(-ﬁ>}
|uf’ lul|v]|
v
v

Ahorasiz = a + bi,entoncesz + z = (a +
bi) + (a — biy=2a=2Rez(yz —z = 2bi
= 2ilmz). Asi, (u,v) + (w; V) = 2Re (u, v), y
2Re(w,v) _

lullvl

se tiene 2 —

Sea A un numero real. Entonces 0 = ((Au +
(u, V)v), A + (u, v)v)) = Muf’ + [(u, V)PV
+ AW, v)(u, v) + Au, v)(v, u) = (ya que A
es real) A’ul” + 2A|(u, v)[* + |(u, v)[']v]*. La
ultima linea es una ecuacion cuadratica en
A. Si se tiene A’ + b + ¢ = 0, entonces
la ecuacién aA* + b\ + ¢ = 0 puede tener
a lo mas una raiz real y, por lo tanto, b* —
dac = 0. Asi, 4(|(u, V)" — 4uf|(u, )|}
=00 |(uw v = NPy |, )] = ul]v]

H* = gen {(—15x* + 16x — 3),
(20x° — 302 + 12x — 1)}

_ 30x% +52x +19
20

L (220x 4302 —12x +1)
20

2 2 8
%Jf\/?(g—gjﬁ@x—l)

1+ 2x + 3x% = x°

Ejercicios de repaso de la unidad 4

1.
3.

Si; dimensién 2; base {(1, 0, 1), (0, 1, —2)}.

No, ya que si (x, y, z) satisface x + y +
z = 0, entonces —(x, y, z) satisface x +
y + z = 0y este punto no pertenece a la
primera desigualdad.

No, no lo es; (1, —4, 3) satisface la ecua-
cion, pero (—1, 4, —3) no.

27.

29.

11.

« 32422

T T T
X \[5(6x> —6x +1)
~—0.8346x” —0.2091x

+1.0194
L
| 7T
LU N
2 2 2 2

Verifique que 4*4 = I.

Se verifican las siete condiciones en la pa-
gina 252.

i) (. N=[17=]r+1=0
yaque/>=0y/f} =0
ii) Se deduce del inciso i).
iii) (f,g+m)=] f(g+h)
=g+ fh=(f.9)+ (1.1
iv) Similar al inciso iii).
W (ho=[ re=]gry
@N=[sf=]"gr
W) (o f.0)=[ @ fg=a 1z

vil) (f,ag)= | flag)=| fag
~a [ fe=a(f.g)

J7

. Si; dimension [n(n + 1)]/2; base {(Eij: j=

i)}, donde E,es la matriz con un 1 en la
posicion 7, j y 0 en otra parte.

. Si; la base es {1, x, x% x°, x*}; dimensiéon

=5.

Si; la base es:



13.
15.
17.
19.

21.
23.

25.

27.

29.

31.

33.

3s.

S O =
o O O
S = O
S o O
o O O
S = O

; dimensién = 5.

- O O
S O O
S O O
- O O

Si; dimensional infinito.
Linealmente dependiente.
Linealmente dependiente.

El conjunto de vectores no es linealmente
independiente.

Linealmente dependiente.

Linealmente independiente.

1 3 -5

a) =|5 0 5|=-180= linealmente in-
24 6 dependiente.
2 3 -1

b) =|1 =2 —4|=0= lincalmentede-
4 6 —2 pendiente.

y = 2x/3 base: {[;j}, dimensiéon = 1.

Dimension 3; base {(1, 0, 3, 0), (0, 1,
—1,0), (0,0, 1, D}, (x, z, y, w).

Dimension 4; base {D,, D,, D,, D,}, don-
de D, es la matriz con un niimero en la
posicion (i, i) y 0 en otra parte.

1 00) (01 0) (001
000/ {oo0o0/loo0o0
0 0 0) (0 0O0) (000
1 0o0o0o/{o10)loo01

la dimensién es 6.

I -1 3 I -1 3 1 0 2
2 0 4|->10 2 2|01 -1
0 -2 2 0 -2 2 00 O
-2
N, =gen 1,
1

37.

39.

41.

43.

Unidad 4 373
1 -1
v(A)=1lrango A=gen<|2(,| O|[¢,
-2
p(4)=2.
Imagen 4 = B, N, = {0}; p(4) = 3,
wA) = 0.
1 3
2 7
N, =gen , ,v(A)=2,
e PR Y (R
0 2
C, =gen ot (A)=2
A g 3 > _1 ’p
1 -1 2 3 1 -1 2 3
0 1 -1 0 0 1 -1 0
%
1 -2 33 0 1 -1 0
2 -3 56 0 1 -1 0
1 0 3 -1} (-3
- 0 1 -10 ;N =gen ! ol
O O O 9 A g 17 0 2
00 0 0
1 -1
0 1
v(A) =2, rango A = gen > )
1 -2
2 -3
p(A4)=2.
110 | 3 -3 2
C=|012 ,C‘1=g 2 3 -2
103 -2 2 2
-3 —17/5
c'| 4|= 2/5
2 18/5
1 0 1{1 1 3(1 0
x= =—— +=
0o 2 2{0 0 2{1 0



374

47

49.
UniDAD 5
Problemas 5.1
1
7.

11.
17.

19.

21.

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

G0

1/{3
/{3
1/{ 3
. Lineal. 3. Lineal. 5. Lineal.
No lineal, ya que
X o .
Tia|ly||=T|ay :[ ]
az
z az

mientras que
y 1
z az
z

No lineal ya que

o)) el

Lineal. 13. Lineal. 15. Lineal.
No lineal, ya que

X X
Tl « Y =a’T Y al Y

z z z

w w w
sia#100

No lineal, ya que

T(A+ B)=(4A+ B)(4 + B)
=(A"+ B')(4 + B)

=A'A+ A'B
+ B'A + B'B
Pero
T(A) + T(B) = A'A + B'B
#T(A + B)

amenos que A'B+ B'4 = 0.

Lineal.

51.

53.

23.

25.
27.
29.

31.

3s.
37.
39.

41.

b)

43.

45.

1 2 2 1 2
roy e’ =——(5¢” +25)x" + —(5¢” + 67
proy 28( )x 14( )

+ %(13@2 —61) B,[0,2]

y = %(7x2 +9x —16)

No lineal a menos que @ = 1 ya que
T(aD)=1+aD#a(l —D)=aT(D).

Lineal.
Lineal.
No lineal ya que

T(ap(x)) = ap(x) + [ap(x)]" # aT(p(x))

No lineal a menos que o =
Taf)=af(x)+t1Fa(f(x)+1)
=aT(f(x))

1 ya que

. Lineal.

Lineal.
Lineal.

La transformacion 7" hace una rotaciéon
de vectores en el plano xy de 180°.

eff 3
4433
3B\_| 7=

La transformacion 7 rota a los vectores
en sentido contrario a las manecillas del

reloj un angulo 0 en torno al eje y en un
plano paralelo al plano xz.

[STENSY
0 |—

Nl&

all 12 13
T(A)=T|a, a, a,|= fu
21 22 23 a

a}l



47.

49.

51.

11.

13.

15.

17.

TO)=T(x—x)=T(x)—T(x)=0,s1 V'y
W son diferentes los dos ceros pueden ser
diferentes.

T(av)=(u,, av)=a(u,, v)#a(u,, v)=
aT(v)amenosqueac L.

Sea T e L(V, W)y T, e LV, W).Como
(T, + T)(x+y) = T,(x +y) + T,(x +y)
=0+ T,(y) + T,(0) + T, (y)

= (T +T)x)+ (T, + T)(y),

y ademas (7, + T, )(ax) =T (ax) + T, (ax)
=a(T,(x) + T,(y)) = a(T, + T,)(x), se tiene

. Nucleo = {(0, y); y € R}, es decir, el eje y;

imagen = {(x, 0): x € B}, es decir, el eje

x; p(T) =v(T) = 1.
Nucleo = {x|x =0}, »(T)=0,ImT =

{(x, el y= —%x}, o(T)=1.

c Nu(T)={(x, y, z, w)|x=—zyy=—w},

v(T)=2,ImT =, p(T)=2.

=)

Imagen = M

222

p(T)y=4,v(T)=0

Nucleo = {4: A' = —A} = {A4: A es anti-
simétrica}; imagen = {A: A es simétrica};
p(T) = (n* + n)/2; v(T) = (n* — n)/2.
Nu(T)={f()| f(t)=a, tat, a,, a, R},
v(T)=2,ImT ={f € C[0,1]}; p(T) = c0.

Nu(7T) = {(0,0)} , Im7 =F,

p(T)=2.

ParatodoveV,v=av +ayv,+ - +av,

»(T)=0,

para algun (a,, a,, ..., a,). Entonces
Iv=T(av, tayv,+ +av)
=alv,+adv,+ - +alv,
=qv,tayv,+ - tav,
Por lo tanto T es el operador identidad.

Nu(T) es un subespacio de 2’ que con-
tiene al origen. Por lo tanto del ejemplo

19.

21.

23.

25.
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cerradura en la adicidon. Como (aT)
x+ty)=alx+y)=a(lx+Ty)=alx +
aTy =(aT)x + (@T)yy(aT)(Bx)= aBT(x)
=pal(x)=pB(aT)x entonces se tiene ce-
rradura con el producto escalar. Observe
que la transformacion neutra es la trans-
formacién cero, y para cada elemento
TeL(WV, W), entonces (=T)eL(V, W)y
T+ (=T)=0. El resto de los axiomas se
satisface a partir de las reglas de la suma
y la multiplicacion por escalar de funcio-
nes.

4.6.9, ImT o es a) {0}, o b) una recta que
pasa por el origen, o ¢) un plano que pasa
por el origen, o d) R’

c 1—c¢
Tx = Ax donde 4= a | ¢ deh.
b—d
d
a
1 0 0
T= 010
-2 1 0
NuT ={f eC'[0, 1} xf"(x) =0, Vx € [0, 1]}

= f(x) constante €[0,1]
ImT = {xf (x): f(x) € C[0,1].

a) Suponga que T, T, € U. Entonces pa-
racadahe H, (T, +T,)h=Th+Th=
0+0=0,y (al)h=a(Th)y=a-0=0.
Por lo que U es un subespacio de L(V,

V).

b) dimU = n(n — k). De hecho extendien-
do una base de H {u,, . ..
base de V, {u,, ..
Te U Tu)=---=1Tu)=0.En

. T(u )sonn—k

vectores arbitrarios en el espacio V' de

dimensioén n. Por lo que si T(u)=u;

];.(ul)=0, [#i, k<i=n, 1=j=n,

entonces 7, son una base de U.

,u,},auna

., u}, porlo tanto

particular T'(u, , ), ..
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Problemas 5.3

1
L
-1

11.

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES

_21]; Nu(T) = {0}; imagen 7 = I?
wW(T) =0, p(T) =2

2
A =| —1], Nu(T) = {x el |x =0},
1 2
v(T) =0, ImT =gens| —1 |}, p(T) = 1
)

A = (“

¢
transformacion cero de modo que Nu(7)
=%, »(T)=2,ImT ={0}, p(T) = 0. Si
ad — cb =0y suponga que al menos uno
de los coeficientes a, b, ¢, d es diferente de

cero. Sin pérdida de generalidad, sea a # 0.
Entonces p(T) = 1, v(T) = 1,

i<l

2) Sia=b=c=d=0,Tesla

1 -1 2 1) (-1
3 1 4|;imagenT =gen<(3|,| 1
5 -1 8 5)(—1
-3
Nu(7) = gen 1|;0(T)=2,
2
v(T)=1
1 -1 2 3
0 1 4 3|;image T=
I 0 6 6
-1
ge ol,| 1|pN((T)=
0
—6)| (-6
. -4 -3
g 1, 0 )
0 1
p(T)=2,v(T)=2.

a b 00
4, = )
0 0 ¢ d

13.

15.

17.

19.

21.

23.

Nu(7') = gen

©c O = |
— 0ol © o

W(T)=2,TmT =% p(T) = 2.

33
— 7 7 — —
AT_( 6 ﬂ]ep(T)_zvv(T)_Oa
7 7
Nu 7 = {0}, Im 7 = R°.

1 —

4 1

= —

4,= p(T) =2, u(T) =

T
1 2
5 5

Nu(7T) = {0}, (Im T)B2 = gen

FYSEON

-~ ~ (=]
I

ulo 32—

p(T) =1,u(T) =0,

N
I
—

Nu(7)={0},ImT = gen{l + x + x* + x°}.

00 —10
4 .p(T) =2, 1(T) =2,
T(Ol 0 1)p() w(T)

Nu(7) =gen{l, x’ =1}, InT =P,

1 -1 2 3
0 1 4 3|;imagen T =
1 0 6 5

gen {1+ x>, —1+x,3+3x+5x*} =
P; Nu(T) = gen {x* — 4x — 6};
p(T)=3,v(T)=1.

oS O o O
S O = O
[ el o=
- O O O

Nu(7') = gen , W(T) =

et
o o o o =
- - O~ o o o o

S O = O O
- o O O O




0) (0
Im(7) n ! 0 (T)=2
= e N . =
genyl o |rP
o) (1
-1 1 -1
25. 4, = ! _? 3 ,p(T)=3,u(T) =0,
0 0 1

Nu(7') = {0}, Im(T) = gen{x, x°, x°}

01 0 0O
00 2 0 0.
27. ; imagen D = P,;
00 0 30
00 0 0 4
nuD =K% p(D) = 4, v(D) = 1.
0 O 0
0o 2 0 0
2.0 0 O 0
o o0 o0 0 - n

imagen D=P_;nuD=K;
p(D)=n,v(D)=1.

39. Por ejemplo, en M,,, 4, =

S O O O O O O o o o o
S O O O O O o o = o o o

En general, 4, = (a,), donde a;, =

S O O O O 2 O O O o o o

S O = O O O O O o o ©o o

S O O O o O o o o o~ O

3s.

S O O O O O o = O o o O

. Seam e R, se define a |m|
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2 0
41, Nu(T)=|0|,v(T)=0,
1 0

N

Il
(=
S = N

Im(T) = R, p(T) = 3.

. =m(m—1)

(m=2)(m—k+1)1=k=m.

A, = (aij) ep»(n—k+l)><(n+l)’

a, o =k +i—=1],

ISiSn—k-H,aU =0 en otro caso.
p(D)y=n—k+1Lv(D)=(n+1)—p(D)=k,
Nu(D) = gen{l, x, x*, ..., x"""},

Im(D) = gen{l, x, x*, ..., x"*}=P_,

1 1 1
A4, = 19 PO I R ) =
’ ( 273 n+1]’p(J) L

v(J) = 0, Nu(J)={0}, Im(J) =.

0
0|; imagen T = P;
1

nu=T7={0};p(T)=3,v(T)=0.

S O O O = O O O O o ©o o
S = O O O O O o o o o o
S O O =) O O O O O o ©o o
—_ 0 O O O O O O o o o o

S O O O O O O o o ~ O O
S O O O O O = O O O © o

sii=hkm+1
yi=(l—Dn+k+1
parak=1,2,...,n—1
yl=1,2,...,m

de otra manera
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41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

00 O
0 0 —1|;imagenD =
01 0

gen {sen x, cos x}; nu D = ;
p(D)=2,v(D)=1.

)
2 1
i’2

Sean B,y B, dos bases para 'y W, respec-
tivamente. Se tiene (7v), = A,(v) s, Para
todo v e V. Entonces v e Nu(7) siy solo
si Tv = 0siy sélo si AT(V)B1 = (O)B1 siysolo

si (v), € nu A, Asi, el niicleo de "= N

de manera que »(7) = v(4,). Siw € ima-
gen 7, entonces 7v = w para alginve V,
con lo que A (V) = (IV)y = (W), Esto
significa que (w), € R, . De este modo
R, = imagen T de manera que p(T) =
p(/iT). Como v(4,) + p(A,) = n, se ve que
también »(T') + p(T) = n.

Compresion a lo largo del eje y con ¢ = +.
Corte a lo largo del eje x con ¢ = 2.
Corte a lo largo del eje y con ¢ = 5.

Reflexion con respecto a la recta y = x.

N
(=
- O
~—
» <

0,4

(=2, =5)

(=2, —10)

(=5,-2) (=2,-2)

. [

65.
67.

69.

71.

S =

(=5,3)

(=2.3)

y
A

0 1)
1 0)

Y
=




Ejercicios de repaso de la unidad 5

1. Lineal.

3. No es lineal ya que

11.

13.

15.

17.

19.

T(ax(x, y, z))#al(x,y, z).

. Lineal.

. No lineal ya que T(p, + p,) =

1 + p, + p,, pero

Ip, + Tp,= (1 +p)+ (1 +p,)
=2+p +p,

. Nuw(T) = {[gj}, imagen T = IR’;

p(T)=2,v(T) =0.
0
Nu(7) =gen<| 0
1
p(T)=2,v(T)=1.

;imagen 7 = R%;

, Nu(7) = g], w(T) =0,

—_— N = O

Im(T") = gen L p(T) =2.

S = N =
— N = O

Nu(T)={f eC[0,1] f(1)=0}, Im(T) =K,
p(T)=1,v(T) = 0.

1
010
4, = , Nu(T)=gen<| O |,
001 0

wW(T) =1,Im(T) = I, p(T) = 2.

1 0 =2 0
;imagen T = R?;
0 2 0 3
2 0
0 -3
NuT= cn 5 5
(T)=¢g ) 0
0 2

p(4) =v(A4) = 2.
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21. 4. = , Nu(T) = (g], v(T) =0,

S = O =

0
3
0
1

Im(7T) = gen ,p(T) =2.

S = O =
—_— O W O

_1[20 5 = -
23. AT—13(33 5J,Nu(T) {0}, »(T) = 0,

(im(7), = gn{(j [:J} p(T) =2,

25. Compresion a lo largo del eje y, con fac-
tor de un tercio.

27. Corte a lo largo del eje x con factor —35.

29. 10,
0+

55

4.5

35

25

42 \
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APENDICE A

Problemas A.1

11.

13.

15.

1
. —4,3,E_, =gen {[lj}’

o)

1
-2, -2, E,=gen {[J}, la multiplici-
dad geométrica para el valor caracteristico
—2es 1.
-3, =3; E_, = R’ la multiplicidad geomé-
trica para el valor caracteristico —3 es 2.

1+3i
2430, 2-3i E,_ den{ SIJ}’

1, 1,10;
0
E, =gen 0, 1]
—2/)\-2
2
E,=genq| 2 |¢;
1

la multiplicidad geométrica del 1 es 2

1
L L1 E =gen<|1|¢;la multiplicidad
1

geométrica es 1 (multipl. alg., 3)

| —7—i5J3
E, 5=enzgl 1433
—-HT 1
~7+i53
E s=eemzl 1-i33
PRy
1
1 2
17. 1,1, 2; E =geny| 3|, |0|;
0 3
2
E, =genq| 1 |;, la multiplicidad geome-
2

trica para el valor caracteristico 1 es 2.

19. 1,2,5
E, =gen4|0
0
2
E, = gen §| 1
0
3
E. = gen<|2
2
1 1
1 0
21. 1,0 E =gen ag E, =gen 0 ,la
1 0

multiplicidad geométrica para el valor ca-
racteristico O es 1.

23. a,a,a,a;, E ,=gen

S O O =
S = O O
- O O O



45.

la multiplicidad geométrica para el valor
caracteristico a es 3.

1
0 .
25. a, a,a,a; E =gen ol la multiplici-
0
dad geométrica para el valor caracteristi-
coaesl.
27. 3,4
1 0
0 0
E, =gen E, =gen
378 0 s 8 1
0 0

29. Observe que det (4'—AI) = det (A—Al)’ 37.

= det (4 — AI). Entonces los polinomios
caracteristicos de A4 y A’ son iguales, por lo
tanto sus valores caracteristicos son iguales. 39

31. Observe que 4" existe si y s6lo si Ax =0
unicamente cuando x =0, esto es, si y solo
si 0 no es un valor caracteristico de A.

33. Para cada A, 1=i=k, existe un vector
x, #0 tal que Ax, =L x. Ahora, (4 —
al)x, = Ax, — ax, = (A, — a)x. Por lo
tanto 7‘,-+0" i=i=k son valores ca-
racteristicos de (4 —al). En cambio, si

A—al)x =)\x, entonces Ax=(A+a)x, 41

porloque A+a=A,estoes, L=%, —a.

35. Sea x; el vector caracteristico asociado al
valor caracteristico A, de la matriz 4. En-
n _ qn—1 _ 4qn—1 —

tonces A4"(x,) = A" (4Ax,)=A4"" (A x,) =
A A" 'x . Alrepetir el argumento anterior
n— lvecessellegaaque 4"x, = A"x ,porlo

1 1 1 .

tanto cada A} es un valor caracteristico de
A" . En cambio, suponga que v es un valor
caracteristico complejo de A" con vector
caracteristico asociado x. Sea A = % una

de las n raices complejas de v. Entonces
2rij

A"—V]=H[A—€ " MJ. Sea y,=xy 43.
j=1

RAD WYZ HER Fer 'H° ALG RAD WYZ HER Fer 'H°

AHOME CASDIRZ AHOME CASDIRZ

i i

Z Z

i: 162. -11. S&. 1) i: 162. -11. Sé. 1p
38. -49, 7o. 38. -49. 7o.

. 83. 123. -&7. Eove 83. 123. -67.

| _f | B [ECAT[EPAR [REALAIPERTO] | _f | B [E0AT[EPAR [REALAIPERTO]
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ym :H[A—e n MJ X,mzl,...,n.como

J
y, =(4" —vI)x =0, existe una constante
k > 0 suficientemente pequefio con y* = 0.

2mij
Dadoquek>0,yk_l¢0y(A—e " M]

2arik
Y._, =Y, =0. Esto dice que e " A es un
valor caracteristico de 4, de modo que

2arik 2arik
A, =e " A,paraalgin/. Pero l;’:[e " k]

=\"=v, esto es v=A;. Esto muestra
que cada valor caracteristico de A" es la
n-ésima potencia de algun valor caracte-
ristico de A.

Se tiene que p(A)x, = p(A) x, para 1 =i
= k. Entonces p(A,), | =i =k, son valores
caracteristicos de p(A).

. Utilizando los resultados de los problemas

23-26, se tiene que A = 2 es un valor ca-
racteristico con multiplicidad algebraica 4.
Para A, la multiplicidad geométrica es 4.
Para A, la multiplicidad geométrica es 3.
Para A, la multiplicidad geométrica es 2.
Para A, la multiplicidad geométrica es 1.

1 1
1 1

Observe que 4" | . |=| . | ya que la suma
1 1

de las columnas de 4 es 1. Por lo tanto 1
es un valor caracteristico de A’ con vector

1
L 1
caracteristico | . | De modo que 1 es un

1

valor caracteristico de A ya que det (4 — I)
=det(4' —1)=0

. a 0})0 0
Revise que =d| |

HER K "H°
fE0IR:

=3
==
=

mzc
=

1. -.2387

491298256477 —. 594
. TEEB727 14146

i: [136.135579171 -15%.»

| _f | B [E0AT[EPAR [REALAIPERTO]
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los valores caracteristicos son RAD HYZ HEX B '3 ALG
ZHOME ChsDIRY
L2 ' 1 13. 16. 12. 14. 18.
47 26. 21. 19, 27. 16.
. 31. 29, 37. 41, 56. >
S51. 38. 29. 46. 33.
4 . &1. 41. 29, 28, 54. : (-§,.19652230541,0.)
. 176 135279471 | | B [E0AT ] EFAFR JREALA[FERTO] [ EDIT | VEC uf +HID [ WID+]Go+u] Gis |
[EDIT [ VEC ] +HID | KID+] GO+a] Go+ |
RAD #YZ HEX K 'H
ZHOME ChsDIRY
i 3 . ]
1: 13. 16. 12. 14, 18.
26. 21. 19, 27. 16.
31. 29, 37. 41, S&.|) ’
R S51. 38. 29. 46. 33.
- &1. 41. 29, 28, 54. ¥ (2.20142162962, 6. 21252834745,
: =159, 322617279 | A | B [c0AT|EPAR IREALAIPERTO] [EDIT | VEC ] +WID [WID+]GO+a] Gos |
[EDIT [ VEC ] +HID | KID+] GO+a] Go+ |
RAD #YZ HEX R '8
13 : ZHOME ChsDIRY
SHOHE
2: [(.355477975436,8.) (.
(.5BA8924413742,8.1(- |
. (.99961452089,8,) ) >
B (. 9948(@138?532)6?,9.) ‘ 8
AR . [(155.921'4‘24'@98,@.] o ¢ (2.20142163962, -6, 24352747Y..
| | B [E0AT ] EFAFR JREALA[FERTO] [ EDIT | VEC uf +HID [ WID+]Go+u] Gis |
[ EDIT | VEC uf +HID [ WID+]Go+u] Gis |
con vectores Caracteristicos IOS Valores CaraCteriStiCOS son
[ 1. -.222764641155 - 493423762 15 {
[ 4913502356477 -, 54350737352 | PR B S -
[ 706072714148 1.1, 11 .
b
’ : (9.67325655195,0.)
. (155.521429092, 0.7 017 [VEC a WD [WID+ | Giva] Gou |
fakapn] 1 1 1 | ok | LEOIT[VEC Nl +NID INID2[Gu+n] Gui | con vectores caracteristicos
(.355477975436, 0.) (.656603950803,0.)  (1.37121250621E-2, 4.58555951253E-2)  (1.37121250621E-2, 4.58555951253E-2)  (8.46815933238E-2, 0.)

(.508924413742, 0.)
(:99961452009, 0.)
(:904803830267, 0.)

(1.,0.)

(-567724652955, 0.)
(1.,0)
(-4695934249, 0.)

(-497033946918, 0.)

(-9.83665213641E-2, -300432679563)
(1.,0)
(-458255573315, 7.03515044225E-2)

(-.213974046817, .240504338382)

(-9.83665213641E-2, .300432679563)
(1..0.)
(-458255573315, -7.03515044225E-2)

(-.213974046817, -.240504338382)

(-.303086039306, 0.)

(1.,0)

(-.766844189822, 0.)

(.183522037169, 0.)

49. 5. 51. 2.
Problemas A.2
1 2 +i
1 Si,Cz , C—IAC: 1+i 0
-5 1—i
-4 0
c'ac=
3 1.3 1.3
7.stc=| 75775 575
1 1 1 1
3. Si;C= ,
14 . 2-3 0
C 'AC=
. 2 0 0 2+3i
C AC=
0 -1
311 1 0 0
) 5 5 9. S;C=2 3 0|; C'4C=]|0 2 0O
5. Si; C=
2—i 2+i 1 1 1 00 —1



11.

13.

15.

21.

23.

29.

31.

Como A es semejante a B, B = D' AD
para alguna matriz D invertible. B es
semejante a C, C=E 'BE para alguna
matriz E invertible. Entonces C=E~'D™'
ADE = (DE)™' A(DE). Por lo tanto A es
semejante a C.

Suponga que Ces invertible. Six € Nu(A4)
entonces CAx = CO0 = 0. Por lo tanto
x € Nu(CA). Si x € Nu(CA) entonces
Ax = 0 ya que Nu(C) = 0. De modo que
x € Nu(4) siysolosix € Nu(CA4). Por lo
tanto v(CA) = v(A4). Ahora suponga que
x € Im(A4). Entonces existe y tal que Ay
= x. Como C es invertible, Im(C)=TR".
Entonces existez tal que Cz =y, y ACz =
x. Por lo tanto Im(A4) c Im(4C). Suponga

17.

19.

25.

27.
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1-iv2 1+i2 =15
spe=| 1, 2 1 2,
3 3 3 3
1 1 5
74242 0 0
clac=| o 7-i2d2 0
0 0 -3
1 =2 0 0
1 5 0 0
S C=| 0 0 =+- 0
5 5
0 0 o 2_1
5 5
4 4 0 0
cigc=|0 300
00 i 0
000 i

x € Im(AC). Entonces existe z tal que ACz
= x. Seay = (z, entonces Ay = x. Por lo
tanto Im(AC) c Im(4) e Im(A4) =Im(AC)
y por lo tanto p(AC) = p(A). Entonces
p(A) +1(4) = p(CA) + v(CA) = p(4) = p(CA).
Por lo que p(A4) = p(AC) = p(CA). Como
C ! es invertible, p(C™'AC) = p((AC)C™")
= p(A). Esto es, p(B) = p(A) y por lo tan-
to v(A) = v(B).

Como A es semejante a B, B=D"'AD
para alguna matriz D invertible. Entonces

1

det B=det(D"'4D) = det Adet D =
det D

det A.

A = boy
0 1

—4x%x8°—-5 —2x89+2 -—2x8Y+4
£°=—1 —2x8%+2 —80 -8 —2x8“+2|.
—4x8%+4 —2x89+2 -—-2x8°-5

Como 4 es diagonalizable, 4 es similar a la matriz diagonal D = diag(},, A,

toncesdet A=detD=AA,---A

nt

,s A). En-
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Problemas A.3

S T

5;

2

313

2
_ J26-6413 |26

3+4/13

+6413

J26—6\13 26 +6V13

( 0.9571 0.2898]

—0.2898 0.9571

’2 ’2

X _ Y

b

10

&5 (@)

hipérbola; 6 = 5.989 = 343°

xS + yS =1, es una elipse con centro
4 2
en el origen.
2t
1
2 1 T ) 2
'
Pl
0 1 1 _1
5. 1 2 (x].(xJ:LQ:L ]’
1 0 y y 2 1 1
1 ’?2 ’2
D= 2 0, ezz,-x - ZI,CS
0 —1 4 2 2

una hipérbola con centro en el origen.

7.

11.

13.

10
5

0 5 <1 5 10
si
104

0 1

2 O\y) \»

B

Q:[ W2 1x/5J
-2 W2

’2

— 2 —1; hipérbola; 0 =7m/4 =315°.
2a  2a

Lo mismo que en el problema 5, excepto
que ahora se tiene una hipérbola con los
papeles de x” y y’ cambiados; como a < 0,
se tiene

y12 B er _ 1
(—2a) (20

)
{2

y'* = 0, que es la ecuaciéon de una recta
que pasa por el origen; 6 = 7/4 = 45°.

e
D:[z +0\/5 2_0\5} . :7777,

’2 ’2
X
+ 7
1

1
2442 2-\2

centro en el origen.

b

%)

st S

=5, es una elipse con




21
It
2 1 T 1 2
11
ol
1 —3)(x) (x
2 y y
—1+2 1+2
0= 4-22  Ja+242
-1 1 ’
4-22  Ja+242
54342
_ 2 _
D= o T 0 =5.515 rad,
2

54342 , 5-32
X+
2 2
elipse con centro en el origen.

> =1,esuna

2+

[e)}

"l L)

o- [5/\/% - 1/\/%]
W26 sn26

’2 ’2

y X
(14/13)  (14/13)

0=0.197=11.31°

[N

B

=1; hipérbola;

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.
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1 =1 —1)\x)(x

- L =1y |y
-1 -1 1){z z
W3 W2 e
o=[13 -2 W6 |;
W3 0 —aife
—x7+2y7 +227
I 1 2\(x
3 L Oolyl|y)
30 1){z) |z
4 1 3
V2 25 25
o-| 0 & |
2+\/B ’2 ’2 2_\/5 ’2
X +yT+ z
2 2
1 -1 0)f x
-1 2 1|y s
0 -1 1)\ z z
1 11
c=|-1 0 1|, y?+3z7
1 -2 1
1 0L o0
0 1 0 —%
2 00 O
0 -1+ 0 1
Observe que det A <0 ya que por hipdte-

sis tenemos una hipérbola. Por lo tanto
det A <0 para cualquier valor de d y la
ecuacion representa una hipérbola para
cualquier valor de d diferente de cero.

Si a = ¢ entonces cot26 =0= 20 =tg
4
F(X):AX-X:Dx’.x’. D:diag(?\,l,...,kn).

Pero si Dx'-x" >0, para todo x’ e ", en-
tonces A, =0,1=i=n.SiDx’-x'>0para
todo x’#0, entonces De, -e =L >0,
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33.

35.
37.
39.
41.

De,-e,=A,>0,...,De -e =A >0.Si
A, >0,1=i=n,entonces Dx'-x' = A (x)’
+- 44, (x))? = F(x)=0, para todo x'e
R"y F(x)=0 siy solo si x=0. Por lo
tanto F(x) es positiva definida si y solo si
todos los valores caracteristicos de 4 son
positivos.

0
tica es positiva definida.

A= [3 2], A =2, 3;la forma cuadra-

Definida negativa.
Es indefinida.

Es positiva definida.
Es indefinida.

43. Negativa definida.

45. i) Si det 4 # 0, entonces ni A, ni A, son

cero. Asi, con d = 0, la ecuacion (22)
se convierte en A x” +A, x> =0. Si
ahora tanto A, como A, son positivos o
negativos, la ecuaciodn se satisface solo
cuando x’ = 0y y’ = 0, lo que corres-
ponde al punto (0, 0). Si A, y A, tienen
signos opuestos, entonces las ecuacio-

g
que son las ecuaciones de dos rectas.
Si det 4 = 0, entonces una de las dos,
A, 0 A, es cero, y la ecuacion se con-
vierte en x’ = 0 0 ' = 0, cada una de
las cuales es la ecuacion de una recta.

nes se convierten en x' ==+




INDICE ANALITICO

Los numeros de pagina seguidos de una
“n” indican que la entrada se encuentra
en las notas.

A

Adjunta de una matriz, 154, 168
definicién de la, 155

Algebra de matrices, 74

Argand, plano de, 3

Argumento de un numero complejo, 4

Axiomas de un espacio vectorial, 174

B
Base
canénica, 231, 259
canodnica en R", 207
canonica para M,,, 207
canénica para P, 207
estandar, 231
ortonormal, 246, 247
para un espacio vectorial, 206
Bloques, multiplicacion de matrices por,
69

C
Cauchy-Schwarz, desigualdad de, 257
Cerradura
bajo la multiplicacion por un escalar,
174,258
bajo la suma, 174, 258
reglas de, 181
Coeficientes del sistema, matriz de, 19,
24
Cofactor
de una matriz, 126
ij de la matriz, 167
Cofactores
en el primer renglén, expansion de
det A por, 167
expansion por, 127
matriz de, 154
Columna j, 50
Columnas de una matriz, espacio de las,
217,260
Combinacion lineal
de vectores, 68, 259
definicion de, 186

en M, 187
en P, 187
en D3, 187
Componente, la, 50
Compresion a lo largo del eje
X, 290
Y, 290
Concepto de matriz, 19
Conjugado de un niimero complejo, 3
Conjunto
de vectores, espacio generado por un,
188,259
generador, definicion de, 187
ortogonal, 243, 261
Conjunto ortonormal, 243, 261
definicion de, 254
infinito, 255
Corte a lo largo del eje
x, 291
y,292
Cosenos, ley de, 164
Cramer, Gabriel, 162
Cramer, regla de, 161, 162, 169
Cuaterniones, 47

D
de Moivre, Abraham, 8n
De Moivre, formula de, 8
Definicion de
combinacién lineal, 186
conjunto
generador, 187
ortonormal, 254
dimensién, 209
espacio
con producto interno, 251
vectorial real, 174
igualdad de matrices, 52
imagen de una matriz, 217
la adjunta de una matriz, 155
la inversa de una matriz, 90
matrices equivalentes por renglones,
98
norma de un vector, 243
producto
de dos matrices, 63
escalar, 61

rango de una matriz, 217

subespacio, 181

transformacion lineal, 267

transpuesta de una matriz, 108
Definicion de matriz, 50

de transformacion, 282

de transicién, 234

elemental, 113

identidad, 89

simétrica, 110
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Dependencia lineal, 193
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Determinante de
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Vandermonde, 148
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cero, 209
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de un espacio vectorial, 259
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finita, espacio vectorial de, 209, 259
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notacién de la, 209
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Ecuaciones
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inconsistente, sistema de, 13
lineales
consistente, sistema de, 22
inconsistente, sistema de, 22
sistema homogéneo de, 38, 44
sin solucidn, sistema de, 13
Eje x
compresion a lo largo del, 290
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Eje y
compresion a lo largo del, 290
corte a lo largo del, 292
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expansion a lo largo del, 289
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de Gauss, método de, 44
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gaussiana, método de, 25
Errores de redondeo, 26
Escalar
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por un, 55
multiplicacién
de una matriz por un, 54
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Escalares, 53, 165
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infinita, 209, 259
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real, 258
definicién de, 174
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Espacios vectoriales
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isomoérficos, 200
Euler, identidad de, 6

Euler, Leonhard, 6n
Expansion
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a lo largo del eje y, 289
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por cofactores, 127
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23,43
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Hamilton, sir William Rowan, 47, 57
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Hamilton-Cayley, teorema de, 57
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Idéntico aditivo, 174, 258
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Igualdad de matrices, definicion de, 52
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la transformacion
cero, 278
identidad, 278
un operador
de proyeccion, 278
integral, 279
traspuesto, 278
una matriz, 260
definicion de, 217
una transformacion
de P,en P,, 279

lineal, 277, 301
Imaginario, nimero, 4
Independencia lineal, 193
Indice de la suma, 71
Inversa de una matriz, definicién de la,
90
Inverso aditivo, 174, 258
Isomorficos, espacios vectoriales, 200

J
Jordan, Wilhelm, 19n

K
Kernel, 216
k-ésima componente del vector, 48

L
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Leontief
matriz de, 99
modelo de insumo-producto de, 28,
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de matrices, 66, 166
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para la suma de matrices, 55
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multiplicacion de matrices,
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M
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Matrices
algebra de, 74
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producto de dos, 63
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multiplicacién de, 66
suma de, 55
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multiplicacion de, 67, 166
por bloques, multiplicacién de, 69
que conmutan, 64
suma de, 53
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cero, 50, 165
cofactor de una, 126
cofactor ij de la, 167
concepto de, 19
cuadrada, 50
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de coeficientes del sistema, 19, 24
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por renglones, 24, 43
reducida por renglones, 23, 43
de Leontief, 99
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de transicion, 232, 261
definicion de, 234
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la inversa de una, 90
rango de una, 217
transpuesta de una, 108
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espacio
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idempotente, 149
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invertible, 90, 166
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nilpotente, 148
no singular, 90
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nulidad de una, 216, 260
ortogonal, 147, 248, 261
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simétrica, 167
definicién de, 110
singular, 90
tamafo de una, 50
tecnoldgica, 99
transpuesta conjugada de una, 257
transpuesta de una, 166
traza de una, 256
unitaria, 257
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inferior, 105, 128
definicion de, 117
superior, 105, 128
definicion de, 117
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de una matriz, 126
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de Gauss-Jordan, 19, 25, 44
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de matrices
ley asociativa de la, 66, 166
leyes distributivas para la, 67, 166
por bloques, 69
matrices
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por escalares, 165
ley asociativa de la, 174, 258
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una transformacioén lineal, 267
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integral, 271
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transpuesto
imagen de un, 278
nucleo de un, 278
Operadores lineales, 267
Ortogonal, conjunto, 243, 261
Ortonormal
base, 246, 247
definicion de conjunto, 254
infinito, conjunto, 255
Ortonormalizacion de Gram-Schmidt,
proceso de, 245, 261
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escalar, 54
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vectorial, 54
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ley distributiva, 174, 258
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Proceso de
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Schmidt, 245, 261
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Producto
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escalar, 165
definicion de, 61
ley conmutativa del, 62
ley distributiva del, 62
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de los vectores, 61
definicion de espacio con, 251
espacio con, 261
punto, 61
Productos de matrices, 165
Proyeccion
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nucleo de un operador de, 278

ortogonal, transformacion de, 270
transformacién de, 282

R
Rango de
una matriz, 260
definicion de, 217
una transformacién lineal, 278, 301
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respecto al eje x, 290
respecto al eje y, 290
transformacién de, 268
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matrices equivalentes por, 166
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S
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ley distributiva, 174, 258
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256
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asociado, 85
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lineal
consistente, 44
inconsistente, 44
matriz de coeficientes del, 19, 24
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equivalentes, 14
inconsistente, 13
lineales
consistente, 22
inconsistente, 22
sin solucién, 13
Solucién
cero, 39, 44
espacio de, 212
trivial, 39, 44
Unica, sistema de ecuaciones con, 12
Soluciones no triviales, 39, 44
Subespacio
definicion de, 181
generado, 186
no vacio, 259
propio, 182,259
de M, ,183
de P, 183
trivial, 182
Submatrices, 69
Suma
cerradura bajo la, 174, 258
de matrices, 53
ley asociativa para la, 55
ley conmutativa para la, 55
de vectores, 165, 258
ley asociativa de la, 174, 258
ley conmutativa de la, 174, 258
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Sustitucién hacia atras, 25, 44

T
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Transformacién
cero, 268
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de proyeccion, 282
ortogonal, 270
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imagen de la, 278
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definicion de, 267
imagen de una, 277, 301
notacién de una, 267
nucleo de una, 277, 301
nulidad de una, 278, 301
rango de una, 278, 301
matriz de, 301
Transicién
definicién de matriz de, 234
matriz de, 232, 261
Transposicion, operador de, 271
Transpuesta
conjugada de una matriz, 257
de una matriz, 166

definicién de, 108
Traza de una matriz, 256
Triangular
inferior, matriz, 105, 128
superior, matriz, 105, 128
Triangulo, desigualdad del, 257

U

Unidad imaginaria, 1

V
Valores complejos
continua, funcion de, 258
funcion de, 258
Vandermonde, determinante de, 148
Vector
cero, 48, 174, 258
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espacio generado por un conjunto
de, 188, 259
ley asociativa de la suma de, 174, 258
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